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EXTENSION PAR UN ELEMENT ALGEBRIQUE

HYPOTHESE DE TRAVAIL

K, L deux champs, IL extension de K.

DEFINITION
a € L est algébrique sur K si 3 P € K[X] t.g. P(a) = 0.

Idéal annulateur
Po ={P € K[X] | P(e) = 0}

K[X] est principal, il existe un polynédme M, (monique) t.q.

| Po={PEcK[X]|P(a)=0}=(M). |

On appelle M, le polyndme minimum de «a.

Sia/ € L:M,(a/) =0, alors o/ estun conjugué de « sur K.
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LEMME

Soit a € L un élément algébrique sur K ayant M, comme
polynéme minimum.

1) Le polyndme M, est irréductible sur K.
1) Pourtout P € K[X], P(«r) = 0 SSI M,, divise P.
1) M, estl'unique polynéme monique de degré minimum
dans K[X] annulé par .

IvV) Si P est un polyndme monique irréductible sur K annulé
par o, alors P = M,,.
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i) PA.SiM, =P.Q avec 0 < degP,degQ < degM,,.

Alors, My (a) = P(a).Q(a) =0etP ou Q € P,.

Donc, M,, doit diviser P ou Q. Impossible vu les degrés.

i) Immeédiat.

i) Tout polyndme monique de K[X] annulé par « appartient &

P, et est donc un multiple de M,,. Par conséquent, il est soit
égal a M,, soit de degré strictement supérieur.
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Iv) Immédiat, P, = (M)

Ou...

Soit P polyndme monique irréductible sur K annulé par a.
Division euclidienne : P = Q.M,, + R avec degR < degM,,.
a) R = 0. Puisque P estirréductible, Q =1 etP = M,.

b) R # 0. Alors P(a) =R(a) =0

vu iii), impossible car degR < degM,,.
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REMARQUE

Si o/ est un conjugué de «, alors ils ont le méme polynéme
minimum, i.e., M, = M.

M,(a/) = 0donc M, € P, = (M) (i.e., M, divise M,).

Or M, et M, sont 2 polyndmes moniques irréductibles.

EXEMPLE

Le nombre d’or 7 = (1 + v/5)/2 € R est algébrique sur Q car il
est racine du polynéme

M (X)=X2-X -1

Son conjugué est (1 — /5)/2.



EXTENSION PAR UN ELEMENT ALGEBRIQUE

THEOREME
Lélément o € L est algébrique sur K SSI [K(«) : K] est fini.

En particulier, [K(«) : K] = degré du polynédme minimum de «
sur K.

La démonstration découle de quelques remarques. ..
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REMARQUE

Si a € L est algébrique sur K et si degM,, =d,
alors tout élément de I'extension de champ K(«) s’exprime
comme combinaison linéaire a coefficients dans K des
éléments

1,0[,...,04(:'_1
(Autrement dit, comme un polynéme en « a coefficients dans K
et de degré < d.)

Partie 1. Elément particulier de K(«) (en fait € K[«])

n
P(a)=) kia', keK
i=0
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Division euclidienne : P(X) = Q(X).My(X) + R(X), degR < d.
Evaluer cette expression en o : P(a) = R(«). OK

Partie 2. Elément arbitraire de K(«a)
P(a).(Q(a))*, avec degP,degQ < d

Puisque deg Q < degM,, (My) € (Q,M,)

M, irréductible, (M, ) maximal donc (Q,M,) = K[X] > 1.

De 14, il existe des polyndmes S, T telsque 1 =S.M, + T.Q
Evaluant cette expression en a : (Q(a))™ = T ()

P().(Q(a))~! se raméne a un produit de 2 polynémes en a,
conclusion vu Partie 1.
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CONCLUSION
(1,0,02,...,a971) : partie génératrice de K(a).
Linéairement indépendants sur K car sinon,

relation linéaire a coefficients dans K les liant
donc polyndme de degré < d de K[X] annulé par «!
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Réciproque. ..

REMARQUE

Si [K(«) : K] = n fini, alors les n + 1 éléments

sont linéairement dépendants sur K.

= relation linéaire a coefficients dans K liant ces éléments, i.e.,
« est algébrique sur K.

EXEMPLE : 7 NOMBRE D'OR

2r°4+7-3 10 7

By2_r+4 227 22
Q(r)={ar+b]|a,beQ}.
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PROPOSITION

Lensemble des éléments de L algébriques sur K est un
sous-champ de L.

Thése : si o, § alg. sur K, alors o + 3, o.3, —a et o~ aussi.

Thése : a + 3, .3, —a et o~ appartiennent & une extension
de K de degré fini (cf. thm..)).

a alg. sur K donc M = K(«) extension de deg. fini de K.
6 alg. sur K donc alg. sur M.
donc M’ = M(3) extension de degré finide M et M’ C L.

“base télescopique”, [M’ : K] = [M’ : M][M : K]
donc M’ extension de K de degré fini.

M’ champ > o, 3, donc M’ > a + 3, a.3, —a et a™t.
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construire des champs finis “par extension”. ..

PROPOSITION

Soient L extension de K et « € IL algébrique sur K.
Lanneau quotient K[X]/(M,) est isomorphe & I'extension de
champ K(«).

Premier théoréme d’isomorphie : “A/ ker ® = Im ¢”
¢ K[X] =L:P+—P(a)
® homomorphisme d’anneaux, ker ¢ = P, = (M,,) maximal.
K[X]/ ker & est un champ = Im ¢.

pour conclure, a-t-on Im® = {P(«) | P € K[X]} = K(a)?



EXTENSION PAR UN ELEMENT ALGEBRIQUE

¢ :KX]—-L:P+— P(a)

a € Im® (prendre P(X) = X)
K C Im® (prendre P(X) =k, ¥k € K).

donc K(«) C Im®.

Lautre inclusion :

Soit P(«) un élément quelconque de Im ¢, P € K[X].
P(a)=ko+kiao+---+kqga', ko,...,kg €K

et appartient donc a K(a)!
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APPLICATION
P(X) = X2 + X + 2 irréductible sur Z3[X].
Dans L = Z3[X]/(P) (extension de Z3), « = X + (P) annule P.
P(a) =X?2+X +2+(P) =0+ (P)
a € L algébrique sur Zz avec P comme polynéme minimum.
Ainsi, Zz(a) est un champ a 9 éléments
0,1 2 a a+l, a+2, 2a, 20+ 1, 200 + 2.

On y effectue les sommes et les produits comme dans Zz[«] en
se rappelant que o® + o + 2 = 0.

Par exemple, on a (1 + 2a)(2 + 2a) = o? + 2 = 2a.
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SUITE...

| || 1 | 2 | a | 1+« | 2+« | 2 |l+2a|2+2a|
1 1 2 @ 1+« 2+« 2c 1+ 2« 2+ 2«
2 2 1 2c 2+2a [ 1+ 2a « 2+« 1+a
o o 2c 14 2a 1 1+a 2+ a 2+ 2a 2
1+« 1+« 24+ 2« 1 2+« 2c 2 @ 1+ 2a
2+« 2+« 1+ 2a 1+« 2c 2 2+ 2« 1 @
2c 2c o 2+ a 2 2+2a [ 14 2a 1+a 1
1+ 2« 14 2a 2+ a 2 +2a « 1 1+a 2 2c
2+ 2« 24+ 2« 1+« 2 1+ 2a @ 1 2c 2+«
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UN AUTRE ELEMENT

B =2X+2+ (P) =2a + 2 est aussi tel que P(3) = 0.
P(B) = (2X +2)?+2X +2+2+(P) = X2+ X +2+(P) = 0+(P).

On aurait également pu construire I'extension Zz(3), isomorphe
a Z3(«) par 'isomorphisme envoyant « sur S et laissant les
éléments de Zs inchangés.
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REMARQUE

Lexemple s’adapte a un champ arbitraire K et a un polynéme
irréductible P de K[X] de degré d.

Si K est fini et contient t éléments et si « “annule” P, alors K(«)
est un champ a t% éléments.

Si K est un champ et si « et # annulent un méme polynéme
irréductible P € K[X], alors K(«) et K(3) sont isomorphes par
'isomorphisme envoyant « sur /3 et laissant les éléments de K
inchangés.



