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» Cryptographie
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DEFINITION : GROUPE(G, o) OU (G, o, €)

Un groupe : ensemble G
opération interne et partout définieo : G x G — G t.q.

> o est associative : VX,y,z € G, Xxo(yoz)=(Xxoy)oz
» élément (unique) e € G neutre t.q.

Xoe=X=eoX, VX € G,

» tout élément de G est inversible, i.e., Vx € G, dy € G
(unique, noté x 1 ou —x) t.g. X oy =yox =e

SiVx,y € G, X oy =Yy oX, alors groupe commutatif ou abélien.
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DEFINITION

Si un ensemble jouit uniquement des deux premieres
propriétés, on dit alors qu'il s'agit d’'un monoide

EXEMPLES

» Lensemble (Z/mZ,+), aussi noté (Zm, +), des entiers
modulo m muni de I'opération d’addition correspondante
est un groupe.

» Lensemble (Q \ {0}, -) en est un aussi.

» Lensemble GL,(R) des matrices carrées inversibles de
dimension n muni de la multiplication matricielle est un
groupe non commutatif.

» Par contre, (N, +) est un monoide qui n’est pas un groupe.



RAPPELS- MISE A NIVEAU EN ALGEBRE

DEFINITION
Soient (G, o,eg) et (H, ¢, ey) deux groupes. Un
homomorphisme de groupes est une applicationf : G — H

telle que
X,y € G:f(xoy) =1f(x)of(y).

PROPRIETES
f(eg) = en etf(x~1) =f(x)~! pourtout x € G.

Pourtoutx € G,onaf(x) =f(x ceg) =f(x)of(eg).
Multiplier & gauche par f(x)~* :
f(x)"tof(x) =f(x) L of(x)of(eg) donc ey = f(eg)

pour tout x € G, f(eg) =f(x ox~1) =f(x) o f(x 1) = eq.
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DEFINITION

Soient (G, o,eg) et (H, ¢, ey) deux monoides. Un
homomorphisme de monoides est une applicationf : G — H
telle que

Vx,y € G:f(xoy)=f(X)of(y) et f(eg)=-en.
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DEFINITION : ANNEAU (A, +,-,0,1) ou (A, +, )

Un anneau : ensemble A muni de deux opérations internes et
partout définies, + et - de neutre respectif O et 1

» (A, +,0) est un groupe commutatif,

» . est associatif, i.e., VX,y,z € A, (X.y).z = Xx.(y.z),
» 1 neutre pour -, i.e.,, VX € A, 1.x =Xx.1 =X,

» - est distributif par rapport a +,

VX,y,z €A, (X+Yy)z=xz+y.zetx.(y+z)=Xxy+X.z.

Un anneau est commutatif si - est commutative.
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EXEMPLES

» Lensemble (Znm, +, -) posséde une structure d’anneau
commutatif.

» L'ensemble R} des matrices carrées de dimension n a
coefficients réels muni des opérations usuelles d’addition
et de multiplication possede une structure d’anneau (non
commutatif).

» Soit K un champ, 'ensemble K[X] des polyndmes a
coefficients dans K est un anneau commutatif.

EXEMPLE

Si (A, +, ) estun anneau, alors (A, -, 1) posséde en particulier
une structure de monoide.
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DEFINITION

Un anneau pour lequel 0 # 1 et tout élément non nul posséde
un inverse pour -, i.e., pour tout x € A\ {0}, il existe y € A tel

que x.y = 1 =y .x, est qualifié de corps. Si de plus, 'anneau

est commutatif, on parle alors de champ

EXEMPLES

» Lensemble Zj est un champ si et seulement si p est un
nombre premier. On le note parfois Fp.

» Le sous-ensemble GL,(RR) des matrices inversibles de R}
est un corps.
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DEFINITION
Soient (A, +a, a,0a,1a) €t (B, +8, '8, 0s, 1g) deux anneaux.
Un homomorphisme d’anneaux est une applicationf : A — B
t.q.
» f homomorphisme de groupes entre (A, +a,04) et
(B, +B, OB)
» f homomorphisme de monoides entre (A, -a, 1) et
(B, ‘B, 15)
Autrement dit, on a

vx,y €A f(x +y)=F(x)+f(y), f(x.y)=f(x).f(y)

et f(lA) = 1;g.
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DEFINITION

Soit K un champ (ou simplement un corps). Un espace
vectoriel E sur K ou K-vectoriel est un ensemble E muni d’'une
addition interne + : E x E — E et d’'une multiplication interne
-t K x E — E tel que

» (E,+) est un groupe commutatif
et pour tous X,y € E ettous \, p € K

> A (- x) = (M) - X,

» 1.-X =X,

> (A4 ) X =X-X4+pu-X,

> A (XFY)=A-X+AY.
Si K n’est pas un champ, mais simplement un anneau, on parle
alors de K-module.
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SUITE. ..

Un espace vectoriel est de dimension finie s'il contient une
partie génératrice finie.

Sa dimension est alors le nombre d’éléments d’'une de ses
bases.

REMARQUE

Un A-module ne posséde pas toujours de base.
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EXTENSION DE CHAMP

Soient K, I. deux champs tels que K soit un sous-champ de L.

L est une extension de champ de K.
L est un K-vectoriel.

Si la dimension de I. comme K-vectoriel est finie et égale a d,
on parle d’extension finie et d = degré de I'extension, [L : K]

Plus généralement, si K et L. sont deux champs et s'il existe un
plongement h : K — L (i.e., un homomorphisme injectif), alors
on dit que LL est une extension de K car K est isomorphe a un
sous-champ de L.
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REMARQUE

Si K est un champ fini contenant t éléments et si L est une
extension de K de degré fini d, alors L contient t4 éléments.

Il existe une base (¢1,...,4q) de L

tout élément de L se décompose de maniére unique comme
kil1 + - +Kkglyg

avec les k; € K.
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EXEMPLE - EXTENSION DE CHAMP

Q(V/2) = {expr. rationnelles avec /2 et des éléments de Q }
plus petit champ contenant Q et /2

>ito i (V2)
Yol (vV2) "

gi,rj € Q,m,n eN.

Q(vV2)={a+bVv2]|abecQ}
(1,v2) base de Q(+/2) vu comme Q-vectoriel, [Q(v/2) : Q] = 2.

Par des raisonnements analogues,
Q(v2,vV3)={a+bv2+cv3+dVv6|a,b,c,d € Q}
et[Q(v2,v3): Q] = 4.
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DEFINITION

Un idéal (bilatére) d’'un anneau (A, +, -) est un sous-ensemble
| C Atel que

» (I, +,0) est un groupe commutatif,
» pourtousi €l etac A, a.i eti.aappartiennenta l.

DEFINITION

Soient a;, ..., ax des éléments de A. Dans le cas ou A est un
anneau commutatif, I'idéal engendré par a, ..., ax est

k
(al,...,ak> = {Zbiai | bi EA}.
i=1
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DEFINITION

Un idéal engendré par un unique élémenta € A, i.e.,

| = (a)

est qualifié de principal.

Un anneau principal est un anneau integre dans lequel tout
idéal est principal.

DEFINITION

Unidéal | d'un anneau A est maximal si | est propre, i.e., | # A,
et s'il n'est contenu strictement dans aucun idéal propre, i.e., Si
J estunidéal tel que | C J, alors J = A.
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EXEMPLE
Si K est un champ, les seuls idéaux de K sont {0} et K.

si a # 0 appartient a un idéal | # {0}, alorsa—ta=1¢|
et de 13, tout élément de K appartienta I.

EXEMPLE

Les idéaux de Z sont les mZ = (m) et Z est donc un anneau
principal.
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DEFINITION - QUOTIENT D'UN ANNEAU PAR UN IDEAL
(A, +,-,0,1) anneau et | idéal de A.

| est un sous-groupe du groupe commutatif (A, +, 0), on peut
considérer le groupe quotient A/l

les éléments de A/I sont les classes de la forme
at+l={a+iliel}, aecA
La somme de deux classes a + | et b + | est la classe
(a+b)+1

Le neutre : la classe
O+1=1I
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DEFINITION - QUOTIENT D’ UN ANNEAU PAR UN IDEAL

On munit A/l d’'une structure d’anneau :

le produit des classes a + | et b + | est la classe
(a.b) +1

le neutre est
1-+1

La projection canonique 7 : A — A/l : a+— a+ | est alors un
homomorphisme d’anneaux.
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EXEMPLE

Lanneau quotient de Z par I'idéal mZ est 'anneau Zp,.
Une classe est un élément de la forme a + (m).

Pour m = 3, on a par exemple,
14+3)+(2+(3))=3+(3) =0+ (3)

et
(2+(3))(2+(3)) =4+ (3) =1+ (3).

Dans Zm,

VabeZ:a+{m)y=b+(m)<a=b (modm).
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REMARQUE

Un élémenta+ | de A/l est nul (i.e., correspond au neutre pour
I'addition dans I'anneau quotient) SSl a € |I.

at+l={a+iliel}=lsacl

THEOREME
Soient A un anneau commutatif et | un idéal de A.

Lanneau quotient A/l est un champ si et seulement si | est un
idéal maximal.
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IDEAUX ET DIVISIBILITE

Soient A un anneau principal (muni d’'une division euclidienne)
eta,b € A\ {0}.Ona

» (a) D (b) SSI adivise b.
» (a) = (b) SSl a = ub avec u inversible dans A.

RAPPEL

Si a = ub avec u inversible, a et b associés
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K est un champ.

DEFINITION

Un polyndme & coeff. dans K est une suite (an)nen d’éléments
de K non tous nuls t.q. 3d > 0 t.q. a, = 0 pour tout n > d.

d
Pzzaixi:adxd+...+alx +ag, ag #0
i—0

d : degré, degP.

La valeur P(3) de ce polynéme évalué en 3 € K est

d
P(B)=) aif =agB’ +-- +a18+ao.

i=0
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TERMINOLOGIE
La suite nulle est appelé polynéme nul.

Si ag = 1, polyndme monique (ou unitaire).

Sid = 0, le polyndme est constant.

STRUCTURE ALGEBRIQUE

Lensemble K[X] des polyndmes a coefficients dans K posseéde
alors une structure d’anneau.

POLYNOME #

sur Zs[X], P(X) = X2 + 1 et Q(X) = X3+ X? — X + 1 sont
distincts mais représentent la méme fonction : Vz € Zs,

P(z) = Q(z)
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Il est aisé de munir K[X] de la divison euclidienne
(calcul écrit comme dans C|z])

THEOREME

Soit K un champ. Si D € K[X] est non nul, alors pour tout
P € K[X], il existe des polyndmes uniques Q et R tels que

P =Q.D+R, avec degR < degD.

REMAQUE

Si K n’est pas un champ mais simplement un anneau, pour
assurer I'existence des polynémes Q et R, il faut que le
coefficient principal de D soit inversible.

'unicité de Q et R n’est assurée que si 'anneau est integre.
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SiP = Q.R, alors le polynéme Q divise le polynébme P.

PROPRIETE
Puisque K est un champ

degP.Q =degP + degQ

donc K[X] est un anneau integre.
P.Q =0entraineP =00uQ =0.

REMARQUE

Si K est simplement un anneau, dans Z,[X],
(2X% +1).(2X +1) =2X? +2X + 1

Z4[X] n’est pas intégre.
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DEFINITION

Un polynéme non constant P est irréductible si P = Q.R
entraine que Q ou R est constant.

P ne peut pas s’écrire comme le produit de deux polynémes de
degré strictement inférieur au degré de P.

En particulier, tout polyndme de degré 1 est irréductible.

EXEMPLE
Le polyndme X2 + 1 est irréductible sur R[X] mais pas sur C[X]
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REMARQUES

Dans K[X], les seuls éléments inversibles sont les polyndmes
constants k € K\ {0}.

Si P est de deg> 1, alors pour tout Q € K[X], degP.Q > 1etP
n'est pas inversible.

(P) = K[X] SSI P # 0 est constant.
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Une conséquence de la division euclidienne. ..

THEOREME

Soit K un champ. Lanneau K[X] des polynémes a coefficients
dans K est principal.

COROLLAIRE
Soient K un champ et P € K[X].

Lidéal (P) est un idéal maximal SSI P est irréductible.

Démonstration ...
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Nous pouvons construire des champs finis. . .

Ingrédient 1

THEOREME

Soient A un anneau commutatif et | un idéal de A.
Lanneau quotient A/l est un champ SSI | est un idéal maximal.

Ingrédient 2

COROLLAIRE

Soient K un champ et P € K[X].
Lidéal (P) est un idéal maximal SSI P est irréductible.

PROPOSITION

Soit K un champ. Lanneau quotient K[X]/(P) est un champ
SSI P est un polyndme irréductible.
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EXEMPLE

Z3[X] quotienté par lidéal (X2 + 1).
X2 + 1 irréductible sur Z3[X]?
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EXEMPLE

Z3[X] quotienté par lidéal (X2 + 1).
X2 + 1 irréductible sur Z3[X]?

1,2, X, X +1, X +2,2X, 2x +1, 2X + 2
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EXEMPLE
Z3[X] quotienté par lidéal (X2 + 1).
X2 + Llirréductible sur Z3[X] ?
1,2, X, X+1, X+2 2X,2x+1, 2X +2
Les classes de I'anneau quotient sont de la forme
P+ (X2+1), degP <2

car pourtous P,Q € K[X], P + (X2 + 1) = Q + (X2 + 1)
SSI P et Q ont méme reste aprés division par X2 + 1.

Notons P + (X2 + 1) simplement P.
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Table de multiplication (sans 0) — version 1

[ Il 1 [ 2 [ X [ X+1 [ X+2 [ 2X [2X+1 [ 2X+2]]

1 1 2 X X+1 X +2 2X 2X +1 | 2X +2
2 2 1 2X 2X +2 [ 2X +1 X X+2 X+1
X X 2X 2 X +2 2X +2 1 X+1 2X +1

X +1 X +1 2X +2 X +2 2X 1 2X +1 2 X

X +2 X +2 2X +1 | 2X +2 1 X X +1 2X 1
2X 2X X 1 2X +1 X+1 2 2X +2 X+2

2X +1 2X +1 X+2 X+1 2 2X 2X 42 X 1

2X +2 2X +2 X +1 2X +1 X 2 X +2 1 2X
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Table de multiplication (sans 0)

version 2 (liste des coefficients)
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Version 3 : En base 3. ..
(Xf_1,...,%X0) € (Zp)f correspond a I'entier

-1
> xp'.
i—0

- [1[2]3[4[5]6]7[8]

111|123 |4|5|6(7]|8
212]1|6|8|7(3|5|4
3(3|6(2(5(8(1|4|7
414(8|5(6(1]72]|3
5(5|7(8(1|3|4|6|1
6(6[3[1|7|4(2|8]|5
7(7/5(4(2|{6(8|3|1
818[4|7|3|2|5|1]|6




RAPPELS- MISE A NIVEAU EN ALGEBRE

“Mathematica crash course”
In[71]:= Table[i, {i, 1, 4}]

auit[71]= {1, 2, 3, 4}

In[72]:= Tableli +j~2, {i, 1, 3}, {j., 1, 2}]
Qt[72]= {{2, 5}, {3, 6}, {4, 7}}

In[73]:= CoefficientList[X*"3+2X-1, X]

t[73]= {-1, 2, 0, 1}

In[74]: = Reverse[CoefficientList[X*"3+2X-1, X]]
Qit[74]= {1, 0, 2, -1}

In[86]:= PadLeft [{1, 2, 3}, 5]

at[se]= {0, 0, 1, 2, 3}

In[87]:= IntegerDigits[1324, 3]

at[87]= {1, 2, 1,1, 0, 0, 1}

In[88]:= FromDigits[{1, 2, 1, 1, 0, 0, 1}, 3]
Qit[8g]= 1324

In[90]:= {1, 2, 1, 1, 0, O, 1}. Reverse[Table[3"i, {i, O, 6}1]

Qut[90]= 1324
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“Mathematica crash course”

In[81]:= Pol ynom al Mod[4 X"3 +X-1, X"2-1]

aut[81]= -1+5X

In[82]:= Pol ynom al Quotient [4X"3+X-1, X*2-1, X]
t[82]= 4X

In[83]:= Expand[4 X (X?2-1) + (-1+2X)]

it[83]= -1-2X+4X3

In[84]:= Pol ynom al Mod[4 X*3 + X-1, X*2 -1, Mdul us » 3]
Qut[84]= 2+2X

In[85]:= Polynonial Mod[4 X3 +X-1, X*2-1, Mdul us -» 2]

Qut[85]= 1+X
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Avec Mat hemat i ca
In[1]:= t ={1, 2, X, X+1, X+2, 2X, 2X+1, 2X+2}

Qit[1]= {1, 2, X, 1+X 2+X 2X 1+2X 2+2X}

In[29]:= tab =Table[
PolynomaINbd[t[[|]]t[[]]], X724+ 1, Modul us » 3],
.1, 8} {j., 1, 8}]

Qit[29]= {{1, 2, X, 1+X, 2

+X 2X 1+2X 2+2X}, (2,1, 2X, 2+2X

X, 2, 2+X, 2+2X, 1, 1+X 1+2X}, {1+X 2+2X 2+X
(2+X 1+2X 242X 1, X, 1+X 2X 2}, {2X X 1, 1+2X,
{1+2X 2+X 1+X 2, 2X 2+2X X 1}, {2+2X 1+X 1+2
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Avec Vat hemat i ca

In[28]:= Table[
PadLeft [
Reverse[CoefficientList[
Pol ynomi al Mod[t [[i 11t [[j 1], X*2+1, Mdul us » 3]
. X11

2],
{i, 1, 8} {j, 1, 8}]

Qut[28]= {{{0, 1}, {0, 2}, {1, 0}, {1, 1}, {1, 2}, {2, O}, (2, 1}, (2, 2}},
({0, 23, {0, 1}, {2, 0}, {2, 2}, {2, 1}, {1, O}, {1, 2}, {1, 1}},
({1, 0}, (2, 0}, (0, 2}, {1, 2}, (2, 2}, {0, 1}, {1, 1}, (2, 1)},
({1, 13, (2 3. {1, 2}, {2, 03, {0, 1}, {2, 1}, {0, 2}, (1, 0}},
({1, 2}, {2, 1}, {2, 2}, {0, 1}, {1, O}, {1, 1}, {2, 0}, (O, 2}},
({2, 0}, {1, 0}, {0, 1}, {2, 1}, (1, 1}, {0, 2}, {2, 2}, {1, 2}},
({2, 1}, {1, 2}, {1, 1}, {0, 2}, {2, 0}, {2, 2}, {1, O}, {O, 1}},
({2, 23, {1, 1}, {2, 1}, {1, 0}, {0, 2}, (1, 2}, {0, 1}, {2, O}}}
In[30]:= Table[
FronDigits[
Rever se[Coef fi ci entLi st [Pol ynom al Mod[t [[i J1t [[j 1], X*2+1, Mdulus - 3], X]]
31,
{i, 1,8} {i, 1, 8}]
at[30]= {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {2, 1, 6, 8, 7, 3, 5, 4},
, 6,2, 5 81,4, 7}, {4 8,5, 6,1,7 2, 3}, {57, 8 1, 3, 4 6, 2},
{6, 3,1, 7, 4, 2, 8, 5}, {7, 5,4, 2,6, 8, 3,1}, (8 4,7,3,2, 5 1, 6}}
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Avec Mat hemat i ca

In[31]:= m=Tabl e[Hue[
FronDi gi t s[Reverse[
Coef ficientList[Polynom al Mod[t [[i J1t[[j 1], X*2+1, Mdulus >3], X]1, 3]
/81,
{,1 8} {i,1 81

In[32]:= Show[G aphics[RasterArray[m]]]

Qut[32]= - Gaphics -
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“Mathematica crash course”
In[16]:= Table[lntegerDigits[n, 2], {n, 1, 10}]

Qut[16]= {{1}, {1, 0}, {1, 1}, {1, 0, 0}, {1, O, 1},
{1, 1, 0}, {1, 1, 1}, (1, 0, 0, 0}, {1, 0, O, 1}, {1, O, 1, 0}}

In[17]: = Tabl eFor m[%g

Qut| 17]// Tabl eFor nF

PRRERRRRERRE R
coorroOrRO
rooroOrO

In[18]:= Tabl e[PadLeft [I ntegerDigits[n, 2], 5], {n, 1, 10}]

Qut[18]= {{0, 0, 0, 0, 1}, (0, 0, O, 1, 0}, {0, 0, 0, 1, 1}, {0, 0, 1, 0, O
(0,0, 1, 1, 0}, {0, 0, 1, 1, 1}, {0, 1, 0, 0, 0}, {0, 1 0

1 oA
, 0,0, 1}, {

[=X=}

0,1
) ,l, 0,

In[19]: = Tabl e[PadLeft [I ntegerDigits[n, 2], 5]. {X"4, X*3, X*2, X, 1}, {n, 1, 10}]

Qi[19]= {1, X, 1+X X2, 1+X2, X4 X2, 1+X+X2, X3, 14X, X+ X0}

. 0
1

1},
0}}
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UN AUTRE EXEMPLE

14 X + X3 4+ X4 4 X5 irréductible sur Z,[X]

Zo[X]/{1 + X + X3+ X4+ X5)

In[64]:= t =Tabl e[PadLeft [I ntegerDigits[n, 2], 5]. {X*4, X*3, X*2, X, 1}, {n, 1, 31}]

Qut[64]= {1, X, 1+X X2, 1+X%, X+X2, 1+X+X2, X, 1+X, X+X3, 1+X+X,
XX, 14X 0, X+X2 X3, 1+ XX 3, X4, 1+X, X+X*, 1+X+X,
X2 o XA, LaX X, XaX X, TaXaX X, XX, 1+ X, X+X x4,
LX) X, XX axt, 140X X X, XX 8 X, 1+X+X X x4y

In[65]:= tab =Table[
PonnomaINbd[t[[l]]t[[J]] 1+X+XA3 4+ X4+ X5, Modul us » 2],
{, 1,31}, {j, 1, 31}]
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Isomorphisme avec Z,[X]/(1 + X + X2 4+ X3 4 X°) ?

Patience... (Structure des corps finis)



RAPPELS- MISE A NIVEAU EN ALGEBRE

ou encore isomorphisme avec Z,[X]/{1 + X2 4+ X3 + X4+ X5) ?
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RAPPELS

Et si on considére un polynéme réductible ?

w
-
o
=
0]
x
]

X541

X

N
N
%)
c
©
@)
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Et si on considére un polynéme réductible ?

EXEMPLE

Dans Z,[X], X°+1=(X*+X3+X2+X +1)(X +1)
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Dans la table de multiplication d’'un corps

sur chaque ligne/colonne, permutation des éléments

In[79]:=

Qut[79] =

In[80]:=

Qut [ 80] =

In[78]:=

XYy=XzZ=y=12

Tabl e[

FronDigits[
Rever se[Coef ficientList [Pol ynom al Mod[t [[i 11t [[j 1], X*5+1, Mdulus -» 2], X]]
, 2],

{i, 3, 3} {j, 1 31}

{{3, 6, 5, 12, 15, 10, 9, 24, 27, 30, 29, 20, 23,
18, 17, 17, 18, 23, 20, 29, 30, 27, 24, 9, 10, 15, 12, 5, 6, 3, 0}}

m=Map[Hue[#/31] & % {2}]

({rue[ 5] rue[21]. e[ Sx]. ue[ 3], Hue[ 3], Hue[ 3], Hue[gr]. Hie[ 57
Hie[ 271, hue[ 3% ], hue[ 27 ], hue 22, hue[ 23], hue[ 23], hue[ 4T ], hue| 3T
e[ 37, Hie[ 53], e[ 37 ], Hie[Sr]. e[ 37]. Hie[3r]. te[F1],

Hie| o], Hie 2], Hue[ 2>, Hue| 3], hue| o1, Hue|or ], Huie[ ] Huer0]})

Show[Gr aphi cs[Raster Array [m]]]
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EN RESUME

Si p est un nombre premier et si P un polynéme irréductible de
degre f de Z,[X], alors

Zp[X]/{P)

est un champ a p’ éléments.

Questions :
» existence de polynémes irréductibles ?
» nombre d’éléments d’'un champ fini quelconque ?
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Nous devons encore démontrer le résultat suivant :

COROLLAIRE

Soient K un champ et P € K[X]. Lidéal (P) est un idéal
maximal si et seulement si P est irréductible.

= Supposons (P) idéal maximal avec P # 0.

P ne peut pas étre constant.

P.A. Supposons qu'il le soit. P =k € K\ {0} etk—1.k = 1 doit
appartenir a (k) d'ou (P) = K[X], impossible!

Supposons a présent que P est un polyndme non constant qui
se factorise en P = Q.R.

(P) C (Q). Si (P) = (Q), alors R est constant. Sinon, (P) C (Q)
et puisque (P) est maximal, (Q) = K[X] donc Q est constant.



RAPPELS- MISE A NIVEAU EN ALGEBRE

<« si P est un polyndme irréductible,
montrer que I'anneau K[X]/(P) est un champ
(d’ou conclusion, par thm...).

These : tout élément non nul 7(Q) = Q + (P) du quotient
K[X]/(P) est inversible.

REM : 7(Q) est non nul SSI Q ¢ (P).

Partie 1. Montrons que (P, Q) = K[X].

Puisque K[X] est principal, 3T t.q. (P,Q) = (T).
JUetVtq.P=UTetQ=V.T.

Par hypothése, P irréductible, donc U ou T est constant.

Si T constant, alors (P, Q) = (T) = K[X].
Si U constant, U =k € K, k # 0, U inversible dans K[X]
P et T sont associés, (P) = (T) = (P,Q), Q € (P), impossible!
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Partie 2. Nous savons que (P, Q) = K[X].
(P,Q) =K[X]>1.3A B e K[X] tg.

1=AP +B.Q.
Dans I'anneau quotient K[X]/(P),
(B+(P)-(Q+(P))=1+(P)

et donc, 7(Q) est inversible d'inverse B + (P). QED
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PROPOSITION

Tout polyndme de K[X] se décompose de maniére unique
comme produit de polynémes irréductibles (a des facteurs
constants et a I'ordre des facteurs pres).

degP.Q = degP + deg Q = existence de la décomposition
si un polynéme n’est pas irréductible,

il se factorise en un produit de 2 polynémes de degré <

la procédure s’arréte.

Lunicité de la décomposition découle du lemme suivant.

LEMME

Si P € K[X] est irréductible et si P divise F.G,
alors P divise F ou G.
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LEMME
Si P € K[X] est irréductible et si P divise F.G,

alors P divise F ou G.
Si P nedivisepasF. F ¢ (P)
(P) inclus strictement dans (P,F).
Puisque P irréductible, (P) est maximal.
Donc, (P,F) = K[X] contient 1
JSetTtgq.1=SP+T.F.

G =SPG+TFG

P divise chacun des deux termes de la somme, P divise G.
QED
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REMARQUE

les polyndémes irréductibles jouent, dans K[X], le méme role
gue les nombres premiers, dans I'ensemble des entiers.

A SUIVRE. ..

moyen commode pour générer des champs finis & pf éléments
pour tout p > 2 premier,

s'il existe au moins un polynéme irréductible de degre f sur Z,.

Dans la suite, construction alternative en considérant
I'extension d’'un champ K par un élément algebrique



