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Si I'équation ax? + 2hxy + by? + fx + gy + ¢ = 0 contient un
terme en xy.

Une rotation convenable permet d’éliminer ce terme.
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X = x'cosf—y’sing
y = x'sinf+y’cosé.

Léquation ax? 4 2hxy + by? + fx + gy + ¢ = 0 devient dans le
nouveau repere

a(x cosf —y sin#)? + 2h(x cos # — y sin)(x sinf +y cos )
+ b(xsind +y cosf)? +f(x cosd —y sin )
+ g(xsinf+ycosh)+c=0.

Coefficient du terme en xy
—2acos #sinf + 2b cos 6 sin 6 + 2h(cos? § — sin? §)

= (b —a)sin 20 + 2h cos 26.

Choisir 8 pour I'annuler.



x2 —6xy —7y> +10x +2y +3=0

Une rotation d’angle 6 a pour effet de modifier le coefficient du
terme en xy en
—8sin 20 — 6cos 26.

Choisir 6 tel que tg26 = —3/4,

299 3 ) B
Ty~ 430 -8@H-3-0.

On peut donc prendre tgf = 3 (§ ~ 71°) ou —1/3.
Puisque 1 + tg?f = 1/ cos? ¥,
cosfd =1/v10etsingd = 3/v10.



De 13, en effectuant la rotation, on trouve comme équation

(X Yo ) B(X e~y ) (X y )
V10 V10 V10 “v10'V V10 V10
—7(xi+yi)z+10(xi—yi)

V10 /10 V10 /10
+2(xi+yi)+3:0

V10 V10 '

En changeant I'échelle (x — x’ =x/v/10ety —y’' =y /v/10)
et en développant les carrés, on obtient

80x?% — 20y? — 16x + 28y —3 =0

On s’est ramené au probléme précédent.






REMARQUE

Go-=(%3)

matrice symétrige réelle (diagonalisable par une matrice
orthogonale) possede

)« (2

comme vecteurs propres normés. Avec ceux-ci, on peut
reconstruire rapidement la matrice de rotation désirée.



Introduction aux surfaces



DEFINITION
Un paramétrage (2, P) de classe Ci est la donnée d’'un ouvert
Q de R? et d’'une fonction P(u, V) de classe Cy a valeurs dans
I'espace affin euclidien a 3 dimensions.

» P injectif

» DyP et D, P linéairement indépendants V(u,v) € Q
OU DyP A DyP # 0 pour tout (u,v) € Q.
portion réguliére de surface {P(u,v) | (u,v) € Q}.

Deux paramétrages (2, P) et (', P’) sont équivalents s'il existe
un changement de variables régulier d’ordre k entre Q et ' tel
que

P/(u’,v") = P(u(u’,v"),v(u’,v").
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EXEMPLE
Soit Q =]0, 7[x]0, 27 et la fonction P définie par

P1(u,v) = sinucosv
P2(u,v) = sinusinv
P3(u,v) = cosu
Ona
DyP = (cosucosv,cosusinv, —sinu)
DyP = (—sinusinv,sinucosv,0)
et

DuP A DyP = (sin?ucosv,sin?sinv,sinucosu).

Il est facile de vérifier que D,P A DyP # 0 pour tout (u,v) € Q.



EXEMPLE 2
Soit Q =]0, 27[x]0, 27| et la fonction

P(u,v) = (u,v,sinusinv).

Un paramétrage de ce type est appelé paramétrage par des

coordonnées.
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DEFINITION

Surface : union de P.R.S. t.q. l'intersection de deux
guelconques d’entre elles soit une sous-portion réguliere de
surface de chacune d’entre elles qu’on peut alors rapporter
indifféremment aux parameétres de I'une ou de 'autre.

Dans le cas d’'un paramétrage par des coordonnées
P(u,v) = (u,v,f(u,v)), larelation z = f(x,y) est une équation
cartésienne de la portion réguliere de surface.

Dans le cas d’un paramétrage quelconque
P(U,V) = (P]_(U,V), PZ(U7V)7 P3(U,V)),

si on élimine les parametres u et v, on obtient une relation
F(x,y,z) = 0 a laquelle satisfont les points de la portion
réguliére de surface.

Lensemble des points dont les coordonnées satisfont une
relation F(x,y,z) = 0 n’est en général pas une P.R.S. mais une
surface



TANGENTE

Soit (2, P) un paramétrage d'une PR.S. .
Siu(t) et v(t) sont deux fonctions C; dans ]a,b[C R t.q.
(u(t),v(t)) € Q, vt €la,b[,

P(u(t),v(t)) estun a.r.c. situé sur
(a condition que D:u et Dyv ne s’annulent pas simultanément,
Ce que nous supposerons toujours).




La direction de la tangente a cet a.r.c. au point P (u(t),v(t))
s’obtient en dérivant P(u(t), v(t)) par rapportat,

[Drult [DuPluc)v(ty) + [Pev]e [DvPluctyv()) -

Ce vecteur est toujours non nul car, vu nos hypothéses, D,P et
D, P sont linéairement indépendants et D;u et D;v ne
s’annulent pas simultanément.



Si (uo, Vo) appartient & Q et si P(ug, vo) est un point de ¥, alors
les vecteurs tangents au point P (ug, Vo) des courbes situées
sur X et passant par P (ug, Vo) sont combinaisons linéaires de

[DUP](UQ,VQ) et [DVP](UQ,VQ)’

DEFINITION
Le plan Tp(yg,ve)

P (Uo, Vo)+)[DuPl(ug,ve)s [PvPliugvo) ¢

est le plan tangent a X au point P (ug, Vo).




DEFINITION

Associée au paramétrage (€2, P), une normale unitaire au plan
tangent (ou a X au point P (ug, Vp)) est donnée par

_ [DuP](uo,vo) A [DVP](UoNo)
(Uo,Vo) |[DuP](uo,ve) A [DvPliugvo)l

Un autre paramétrage équivalent pourrait donner —N. Choisir
'une de ces deux normales revient a orienter la P.R.S.

DEFINITION

Une surface orientable est une surface dont la normale unitaire
N choisie dépend continlmentde P € ¥.



paramétrage du ruban de Moebius comme suit
6 , .0,
P(6,t) =M(6) +t(cos Se1tsing e3)

pour 6 €]0,2n[ett €] —1/2,1/2|



((1 +tcosg) cosf, (1 +tcosg) siné, tsin g)




SURFACES CYLINDRIQUES

cylindre (généralisé€) en translatant une courbe le long d’'une
direction fixée.

Soit (Ja,b[,P) un a.r.c. I et h un vecteur non nul dirigé suivant
la direction de translation. Ainsi, on obtient les points du
cylindre par

Q(u,v) =P(u)+vh, ue€]a,bl,vec,dl.

On appelle T la directrice et les droites paralléles a h, les
génératrices.

P.R.S. si le vecteur D,P tangent a I'a.r.c. I' et h soient
linéairement indépendants.



EXEMPLE (SURFACE CYLINDRIQUE)

vecteur ¢ de composantes (0,1/2,1)
courbe plane ((1 + 7 cos4u)cosu, (1 + z cos4u)sinu) située

dans le plan O+)eq, ey(.

1 1 :
<(1 o Zcos4u)cosu,(1 o Zcos4u)smu o %,v)

|




SURFACES CONIQUES

Cone (généralisé) : union des droites passant par un point fixe
Q et s’appuyant sur un a.r.c. I de paramétrage (Q2,P) ne
contenant pas Q.

R(u,A\) = (1 —X)Q + AP(u)
avec u € Q et on prend en général A dans |0, +oo[, R \ {0},
10, 1[ ou encore | — 1,0[U]0, 1].
Les droites QP (u) sont appelées les génératrices.
Pour assurer a R d’étre injectif, il faut que (ﬁ(u) et (ﬁ(u’)
soient linéairement indépendants pour tous u,u’ € Q, u # u'’.

(En particulier, c’est pour cette raison que A # 0.) Les dérivées
partielles sont

D,R=AD,P et DyR=-Q+P(u)=QP(u).

Ainsi, pour avoir une P.R.S., il faut que (ﬁ(u) et DyR soient
linéairement indépendants pour tout u € Q.



n[,v €] — 1,1[\{0}




SURFACES DE REVOLUTION

rotation d’un a.r.c. plan I autour d’'un axe D situé dans le plan
de la courbe.

courbe I dans le plan O+)eq, e3(, D = O+)es(.
Un point de I est de la forme P(u) = (f(u),0,g(u)), u € Q
en effectuant la rotation, on obtient

Q(u,v) = (f(u)cosv,f(u)sinv,g(u)), u e Q,v €]0, 2x|.

(f(u),0,9(u))



SURFACES DE REVOLUTION

Q(u,v) = (f(u)cosv,f(u)sinv,g(u)), u € Q,v €]0, 27].

DuQ = ([Duf]ucosv, [Dyf]usinv, [Dyglu)
DyQ = (—f(u)sinv,f(u)cosv,0)
DuQ A DyQ = (f(u)[Dyg]u cosv, —f(u)[Dyg]u sinv, f(u)[Dyfly)
ID4Q ADyQJ = f3((Duf)? + (Dug)?).

Puisque I est un a.r.c., (Dyf)? + (Dyg)? n'est jamais nul et
donc, on a une portion réguliere de surface si f(u) # 0 pour
toutu € Q, i.e., si I n'intersecte pas I'axe de rotation.



=
o
—
-
—
o
>
w
0 d
L
(@]
L
3}
<
LL
o
-
2
N—r
L
-
o
=
L
x
]

((2+cosu)cosv,(2+cosu)sinv,u), u,v €]0, 27|

~

Z—=

i

S

Rty

T




SURFACES REGLEES

_
Soient ' un a.r.c. de paramétrage (2,P)etc: Q — A une
fonction a valeurs vectorielles.

Une surface réglée est une surface engendrée par une famille
de droites a un parametre. Elle est donc de la forme

Q(u,A) =P(u)+ Ac(u), ue @, XA eR.

Il faudra vérifier que D,Q et D, Q sont linéairement
indépendants. On appelle encore I la directrice et les droites
de la forme P(u)+)c(u)(, les génératrices.



EXEMPLE (SURFACE REGLER

si P(u) = (0,0,u) et c(u) est un vecteur de coordonnées
(cosu,sinu,0), alors on obtient une surface réglée appelée
conoide droit ou hélicoide




SURFACES QUADRIQUES

surfaces possédant une équation cartésienne de la forme

a;x’+apy?+azz?+2a4xy +2asyz+2agxz+bix+byy+bsz+c =0

a; a4 ag X X
(X Yy Z) as a, as y —|—(b1 b, bg) y|+c=0.
dg as as z " \z
—_———

B
A



THEOREME

équation d’'une quadrique non vide, sous forme canonique

1. ’5—2 + é—z + f—zz =1, ellipsoide,
2. ’S—z + v f—zz = 1, hyperboloide & une nappe,
3.6 ¥ _ f—f = 1, hyperboloide a deux nappes,

P2 o?
4. ’;—2 + 2]’—2 = z, paraboloide elliptique,
5. 3—2 — (y]—z = z, paraboloide hyperbolique,
6. g—i—%g—;—f—fzo,céne,
7. ’S—i + 2"—2 = 1, cylindre elliptique,
8. ’;—2 — 21/_2 = 1, cylindre hyperbolique,
9. ’F‘)—i =y, cylindre parabolique,
10. x =0, plan,

11. x2 = p?, deux plans paralléles,



Ellipsoide.






Hyperboloide a deux nappes.



Paraboloides elliptique



Paraboloide hyperbolique.



Cone.



Cylindres elliptique.



Cylindre hyperbolique.



Cylindre parabolique.



Deux plans sécants.



