ALGEBRE LINEAIRE - REDUCTION
D'ENDOMORPHISMES

Michel Rigo

http://ww. di scmat h. ul g. ac. be/

Année 2006-2007

UNIVERSITE de Liege



THEOREME DECAYLEY-HAMILTON

Soit T € £(E) un endomorphisme ayant xt pour polynéme
caractéristique. On a

xT(T)=0.

Autrement dit, tout endomorphisme annule son polynéme
caractéristique.

Par récurrence sur n = dimE.
Le cas n = 1 est immédiat :

Dans un espace vectoriel de dimension 1, un endomorphisme
estde laforme T = aid.

Ainsi, xt(n) =a—petxr(T)=aid =T =0.



OKn—-1etOK?pourn?
Soient A v.p. de T et e; vecteur p. non nul de v.p. A,
on considére une base e1,e,,...,e, de E.

Dans cette base, T se représente par

A%
"= (o 5)
ou B est une matrice (n — 1) x (n —1).

X1 (p) = det(T — pid) = det(A — ul)
xt (1) = (A — p)det(B — ul) = (A — 1) Q(1)

ou Q est le polyndbme caractéristique d’'un endomorphisme
défini sur un espace vectoriel de dimension n — 1 et représenté
par B. (par hyp. de récurrence, Q(B) = 0)



xt (1) = (A= 1) Q(p)

REMARQUE

(5 3 ome aw- () )

xt(A) = =A)Q(A) = (8 Al *—B) (Q(())\) QEkB)) '

Par hypothése de récurrence, Q(B) = 0 et donc 1 (A) = 0.

Puisque x1(A) représente 'endomorphisme x1(T) dans la
base ey, ..., e, cela signifie que x1(T) =0.



EXEMPLE
Soit la matrice

1 2 3 1
2 0 0 1
A=11 1 2 o
4 1 0 -1

Le polynbme caractéristique de A est donné par
det(A — Al) = =5 — 30\ — 1302 + 223 + \*
et on peut vérifier que

—5] — 30A — 13A% + 2A% + A* = 0.



COROLLAIRE (IDEAL ANNULATEUR)
Soit T € L(E). Lensemble

| ={P eCJz] | P(T) =0}
est un idéal propre de C|z].
SiP,Qel,ie,P(T)=0,Q(T) =0, alors
(P+Q)T)=P(T)+Q(T)=0,ie,P+Qel

SiP el,QeClz],alors (P.Q)(T)=P(T).Q(T) =0, i.e.,
P.Q el

Il s’agit d'un idéal contenant au moins un polynéme non nul, a
savoir le polynébme caractéristique de T.

Il est propre car 1 ¢ | etdonc | # C|z].



Puisque | = {P € C[z] | P(T) = 0} est un idéal propre d’un
anneau principal (C|[z]), il existe un polynédme monique M+ tel
que

| = (Mr7).

On I'appelle le polynéme minimum de T.

REMARQUE
SiP(T)=0,alorsP €l = (M), ie.,

3Q €C[z] : P = Q.M+

En particulier, le polyndme caractéristique de T est un multiple
de M.

Donc, tout zéro de M+ est zéro de xr.



EXEMPLE

SIS 25
0O 2 0 0 O
A=1]1 0 1 1 -2
0O -1 0 3 1
1 -1 -11 1

—(A = 2)3()\ — 3)? pour polynéme caractéristique et
—(X — 2)?(\ — 3)2 pour polynéme minimum.

A ce stade, on peut se borner a vérifier que

(A — 21)2(A — 31)2 = 0.



PROPOSITION

Soit T € L(E). Le polynéme caractéristique de T et le
polynéme minimum de T ont les mémes zéros.

Soit x1 (resp. M) le polynéme caractéristique (resp.
minimum) de T.

Soit A un zéro de yT, i.e., unev.p. de T.
Il existe x € E \ {0} tel que Tx = Ax. Par conséquent
M1 (T)x = Mt(\)x
=0

et puisque x est non nul, Mt (\) = 0.



Nous savons a présent que les valeurs propres distinctes
A1,...,Ap de T sont exactement les zéros de son polynéme
minimum. Si

alors 1 < mj < .

En particulier, si toutes les valeurs propres de T sont simples,
le polyndme minimum de T coincide avec son polynéme
caractéristique.



DEFINITION
Soit T € L£(E). Un sous-espace vectoriel F de E est stable si

T(F)CF.

Par exemple, les espaces propres de T sont stables pour T.
x € Ex SSI(T — Xid)x =0.

Ainsi, si x € E,, alors le vecteur Tx appartient encore a E, car

(T = Xid)Tx = T(T — Aid)x =0



POURQUOI VOULOIR DES SOUSESPACES STABLES?

Soient une base U = (ug, Uy, Uz, Ug) de C*,

G1 =)ug,Us(, Gy =)uz, us{ et T : C* — C* un endomorphisme
t.q. Tu; = Uy, Tup = Uy + Uy, Tuz = 0 et Tuy = us.

TG, C G, et TG, C G, et lareprésentation de T dans la base
U est




REMARQUE GENERALE
»SIE=G1&---aG; et
» si les sous-espaces vectoriels G; sont stables pour T,

alors la représentation de T dans une base
91,15---,91,dys----0t,1,---,0t,d, OUG;j € Gj pour tout i, sera une
matrice composée diagonale

diag(A1,...,Ar) avecA € CY.

C’est notre but de représenter T de la maniere la plus SIMPLE
possible...



> Les sous-espaces propres E,,, ..., E), sont stables;-)
» Si T estdiagonalisable, E = E), ©--- ® Ey, ;7))

Par contre, si T n’est pas diagonalisable :-((

EDE\ ©--- ©Ey,

CONSTRUCTION A VENIR...

On va introduire des sous-espaces F_, ..., F)
qui sont stablesett.q. E =F, ©--- ®F),

P



SOUS-ESPACES CARACTERISTIQUES

T,=T-XNid, j=1,...,p.

polyndmes de T, ils commutent entre eux et avec T.

THM. DE STABILISATION DES IMAGES ET DES NOYAUX

Soit m;, la multiplicité de \; comme zéro du polynéme minimum
de T.Ona

ker(TP) & ker(Tj) ¢ ker(T2) & -+  ker(T,™) = ker(T" ") = ker(T;"

et

IM(T®) 2 1m(T}) 2 Im(T2) 2 -+~ 2 Im(T™) = Im(T"™™) = Im(1"*?)

De plus,
m; m;
E =ker(T;") & Im(T;").



DEFINITION

Soit T € £L(E). On appelle sous-espace caractéristique associé
a la valeur propre )\; de T, le sous-espace vectoriel

Fy, = Fy (T) = ker(T™)

ou m; est la multiplicité de \; comme zéro du polyndéme
minimum de T.

Fy = ker(Tj") pour tout k > m; et en particulier, pour k égal a la
multiplicité algébrique de T.

REMARQUE

ne pas confondre les sous-espaces propres et caractéristiques
m
Ey =ker(Tj) et Fy=ker(T;")

vu le théoréme précédent, EAJ C FAJ., I'inclusion étant stricte
SSi mj > 1.



PROPRIETE(1)

Les sous-espaces caractéristiques sont stables pour T .

x appartienta F SSI ijjx —0.
De la, Tx appartient encore a F), car

TMTx =TT"x =0
et rappelons que ijj et T commutent.

SOUHAIT...



PROPRIETE(1)

Les sous-espaces caractéristiques sont stables pour T .

x appartienta F SSI ijjx —0.
De la, Tx appartient encore a F), car

TMTx =TT"x =0
et rappelons que ijj et T commutent.

SOUHAIT...

PROPRIETE(2)

— Projecteurs spectraux



PROJECTEURS SPECTRAUX

NOTATIONS

les valeurs propres de T sont Aq,. .., \p, leur multiplicite
comme zéro du polynéme caractéristique (resp. minimum) de
T sont pg, ..., pup (resp. mq, ..., mp).




On décompose 1/ M-+ (A) en fractions rationnelles propres

p

,Z )\ )\J)m, avec degA < m.

En réduisant au méme dénominateur, on a

p ~
ZAJ YA = A)™ [ (A= Ap)™

=1
sur C\ {A1,...,Ap} etdonc sur C.
Cette identité reste valable si on remplace A\ par T et donc

p
id => A(T)T™ ] Tp™.
j=1

P; :Aj(T)T{”l---[j]---T?p.

On appelle Py, ..., Py, les projecteurs spectraux de T.



PROPOSITION

Les applications Py, ..., P, forment un systeme de projecteurs.

RAPPEL
Soitn > 1. Des endomorphismes P4, ..., P, de E forment un
systeme de projecteurs si

Pij :5jkPj’ j,k E {1,...,n}

et
Py+ - +Py=ide.



Il est clair que id = > | Pj.
De plus, P;P, = 0 si | # k. En effet,

PPk :Aj(T)Ak(T)T]r_nl"'Ij\]"'TFr)inJr_nl"'[/k\]“

fait donc apparaitre le polyndme minimum de T.

Enfin, sz = Pj car

p
; 2
Piid =P} Y Py =P?.
k=1

Mp
. Tp



LIEN ENTRE PROJ SPECTRAUX ET SE. CARACTERISTIQUES

ker(Pj) = Im(T/™).

Si x appartient a ker(P;), on a
P
X =idx = Z Py X
k=1

A A

etdonc x € Im(ijj).

Réciproquement, si x € Im(T/™), il existe y tel que Ty = x.
Ona
.
PjX = PjTj ‘y = Aj(T)/\/lT(T)y =0

et donc ker(P;) = Im(T;™).



LIEN ENTRE PROJ SPECTRAUX ET SE. CARACTERISTIQUES
m
Im(Pj) = ker(T, ™) = Fy.

Pour I'autre égalité, ijj P, =A(T)M7(T)=0
donc Im(P;) C ker(ijj).

Réciproquement, si x € ker(ijj), alors Py x =0sik #j.
Par conséquent, onax = id x = P;x € Im(P;).



THEOREME

La dimension du sous-espace caractéristique de T associé a la
valeur propre ); est égale a la multiplicité de \; comme zéro du
polynéme caractéristique de T,

dim F>\j = -

On a

et les projecteurs associés a cette décomposition sont les
projecteurs spectraux de T .



These 1 :dimF) = ;.
P(z) = (z = A)™, T;" est un polyndme d’endomorphisme :

m

P(T)= (T —Xid)™ =T"

Eo(T/™) = {x | T"x = 0} = kerT," =F,,.

La multiplicité (algébrique) de 0 comme v.p. de ijj =P(T)
= la somme des multiplicités des v.p. 5 de T t.q.

P(8) = (B — \)™ =0, c’est-a-dire y; car Ay, ..., \p sont
distincts (et donc, la seule fagon d’avoir 0, est 3 = );).

Fy = ker(ij") = EO(ijj). La dim. d’'un sous-espace propre est
inférieure ou égale a la multiplicité algébrique de la valeur
propre correspondante, ainsi

dim F)\j < M-



Les applications P4, ..., P, forment un systeme de projecteurs,
ce qui signifie que E = Im(P1) & - -- @& Im(Pp).

n_Zdlm (Im(Py)) Zdlm FAJ)<ZHJ_n

=1

Par conséquent, dim(F ), ) = p; pour tout j € {1, ..,p}

RAPPEL, PROP SYST. DE PROJECTEURS

Si Pq,...,Pn est un systéeme de projecteurs de E, alors

E=ImMP1&---®&ImP,

Pour la deuxiéme partie,

E=ImP) & @& ImPp) =Fy & &Fy,



COROLLAIRE

Un endomorphisme T est diagonalisable SSI son polyndme
minimum ne posséde que des zéros simples.

T est diagonalisable SSIVj € {1,...,p}, dimE) = ;.
De plus, Ey CFy et dim Fy = -

Par conséquent, T est diagonalisable SSI
Ex =Fy-

Ceci a lieu si et seulement sim; = 1 pourtoutj € {1,...,p}.



Soit T € L(E). Il existe une base de E dans laquelle T se
représente par une matrice composée diagonale

B =diag(B1,...,Bp), Bje€ (C;j:.
Il suffit de considérer une base de E construite sur des vecteurs

Xiyeoo s Xy s Xy 42y -+ s Xpgpaps + - - 7Xn—Mp+17’ .., Xn

base de FM base de FAz base de FAp

d’ou la conclusion car les sous-espaces caractéristiques sont
stables pour T

De plus, on a
det(Bj — )\|) = ()\j — )\)“j.

En effet, la matrice B; représente la restriction de T a FAJ.. Elle
ne peut donc pas avoir d’autre valeur propre que ; car les
sous-espaces caractéristiques sont en somme directe.



ENDOMORPHISMES NILPOTENTS

DEFINITION

Un endomorphisme N € £(E) est nilpotent s'il existe un entier
positif k tel que N = 0. Le plus petit entier k vérifiant cette
égalité est appelé l'indice de nilpotence



EXEMPLE

Soit la matrice N donnée par

01 2 1
00 —2 3
N=100 o 4
00 0 O
Ses puissances sont
00 —2 11 000 -8
00 0 -8 000 O
2 3 _ 4
N“=1o00 0 of['N=|looo ofcN=0
00 0 O 000 O

Il s’agit donc d’un endomorphisme nilpotent de C*.



PROPOSITION
Soit N un endomorphisme nilpotent.

» Son indice de nilpotence est toujours inférieur ou égal a la
dimension de E.

» N n’est pas inversible.
» Son spectre est réduit a {0}.

Soit k le plus grand entier tel que NkK—1 £ 0.
Il existe x € E t.q. N¥~1x #£ 0.
X, Nx,. Nk‘lx sont lin. indép. donc k < dimE.

Supposons que Z, —o Qi N'x = 0 avec les o; € C non tous nuls.
Soit j le plus petit entier tel que a; # 0.



k—1 k—1
Nk-I-1 Zai N'x | = Zai Nk+H=0+y — 0.

i i
Or Nk+i=(+1) = 0 dés que i > j. La somme se réduit donc &

aj N*"1x =0

N——
#0

et on en conclut que o = 0!!

2) PA. Si N était inversible, on aurait
NET=N"1oN¥=N"100=0

ce qui contredit la définition de k.

3) NX = 0 donc Nk n’a que zéro comme valeur propre.
Corollaire polynéme d’endomorphisme...
si A v.p. de N, alors X\ v.p. de NX d’ou A = 0.



PROPOSITION
Si S et N sont deux endomorphismes nilpotents qui
commutent, alors S + N et SN sont aussi nilpotents.

Soit ¢ un entier tel que S = N* = 0. Puisque S et N
commutent, on trouve

(S+N)*=0 et(SN)'=0.

PROPOSITION

Un endomorphisme nilpotent N non nul n’est jamais
diagonalisable.

Si N est diagonalisable,
0 est racine simple du polynédme minimum de N
mais N n'a que 0 comme v.p. donc N = 0.



PROPOSITION UN AVANT-GOUT DE JORDAN...

SidimE = n et si N est nilpotent d’indice de nilpotence n, alors
il existe une base ey, ..., e, de E t.q.

Ne; =0 et Ne =e_1,j€{2,...,n}.

Autrement dit, N est représenté dans cette base par la matrice

O 1 0 --- 0
0

J(n) = 0

1

0 e 0

Soit x un vecteur tel que N"~1x £ 0. Les vecteurs
N"Ix,N"2x, ... NXx,x

forment une base de E qui répond a la question.



CHAINES ENGENDREES PAR UN ENDOMORPHISME

Fy = ker(ijj). Ainsi, la restriction de T; =T — );id a Fy»

Tj“:xj . F)\

; — Fy

est nilpotent et son indice de nilpotence est m; (c’est une
conséquence du théoréme de stabilisation des images et des

noyaux ker(ijj_l) < ker(T™)).
Les F), sont stables pour T donc pour Tj :
Six € FAJ., alors Tx € FAJ. et \jx € FAJ. donc Tx — Ajx € FAJ..
N——
TJ'X

— Les developpements qui suivent s’appliqueront donc a T; Fy
i



DEFINITION

Soit N € £(E) nilpotent. On appelle chaine (engendrée par N)
toute suite finie de la forme

X,NX, ..., N 1x

ou N“~1x £ 0 et N’x = 0.

X :téte, N¢Ix:queue, ¢:longueur de la chaine.

» la longueur ¢ d’'une chaine est < a l'indice de nilpotence k
de N.

» V¢ <k, il existe une chaine de longueur Z.
» |l existe une chaine de longueur k
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EXEMPLE

Dans R[x]3, on considére I'application dérivée Dy. Soit
P(x) = x2 + 3x + 1. Les élements

P, DyP =2x +3, D2P =2

forment une chaine de longueur 3 engendrée par Dy.

PROPOSITION
Les éléments d’'une chaine sont linéairement indépendants.

Preuve : exercice

PROPOSITION

Les éléments d’'un ensemble de chaines sont linéairement
indépendants SSI si les queues de ces chaines sont
linéairement indépendantes.



THEOREME (BASE REPARTIE EN CHAINES

Soit N un endomorphisme nilpotent de E. Il existe une base de
E formée des vecteurs de chaines linéairement indépendantes
réparties en longueurs décroissantes.

N™Ixpg oo N™Kxpg oo X
Nm_l-xm,dm Nm_k-xm,dm v Xmdn
Nk_-lxk,l Xk,1
Nl o

X1,1

X1,d,



Preuve : Patience!

» La base n’est PAS nécessairement UNIQUE
» La FORME du tableau ne dépend pas de la base.

PROPOSITION
Les k premiéres colonnes forment une base de ker(N*).

Preuve : Patience!

Le nombre d’éléments dans les k premieres colonnes
dim(ker(N¥)) = dimE — dim(Im(N¥)) = n — rg(N¥)
Le nombre d’éléments dans la k-ieme colonne est
dim(ker(N¥)) — dim(ker(NK71)) = rg(N¥=1) — rg(N¥).

La FORME du tableau de chaines ne dépend donc pas de la
base choisie. On peut la déterminer en calculant les rangs des
opérateurs N,N2, ... N™.



On peut trouver une base de F répartie en chaines
engendrees par T;.

Lenveloppe linéaire des vecteurs d’'une telle chaine est stable
pour T.

Eneffet, T =T, + ) id,
T (Tjkx) - Tjk+lx + /\jTJ—kx

appartient encore a I'enveloppe linéaire des vecteurs d’'une
telle chaine

CONSEQUENCE

Une base de F), répartie en chaines fournit une décomposition
de F) en une somme directe de sous-espaces stables pour T
(cette décomposition n’étant pas unique).



REDUCTION A LA FORME CANONIQUE DEJORDAN

Résumé des résultats acquis :

» E :F)\l@"'@F)\p,

> les sous-espaces caractéristiques F), sont stables pour T,

» l'opérateur Tj restreint a F), est nilpotent, on peut donc
construire une base de F), répartie en chaines
engendrées par T;,

» I'enveloppe linéaire des vecteurs d’'une telle chaine est
stable pour T et une base de F répartie en chaines
fournit donc une décomposition de F enune somme
directe de sous-espaces stables pour T.



THEOREME

Pour tout endomorphisme T € L(E), il existe une base de E
dans laquelle la matrice qui représente T est une matrice
composée diagonale dont les blocs diagonaux sont de
dimension 1 ou sont de la forme

A1 0 -+ 0
o X 1

- . 0
: oo 1
0 -+ -~ 0 A\

ou \ est une valeur propre de A. Plusieurs blocs diagonaux
peuvent correspondre a la méme valeur propre. Cette forme
canonique est unigue a une permutation des blocs diagonaux
pres.



Soient A1, ..., Ap les valeurs propres distinctes de T.

Tj = (T — Ajid) restreint a F), est nilpotent, d'indice de
nilpotence m;.

On a une base U; de F), répartie en chaines engen. par T;.

Le tableau formé par ces chaines (ce tableau est construit de
maniere analogue au tableau ...) contient t lignes de longueur
respective /1, ..., ¢ (autrement dit, si Uj contient t chaines)

RAPPEL

dimFy = yj etdonc {3 + - + {; est égal a la multiplicité de );
comme racine du polynédme caractéristique de T .,




Représentation de T; dans la base U; de F

IFx;
0
J(41) .0
: avec J(n) =
J(4) :
0
T||:AJ_ = )‘j idF)\j + TJ\FAJ'

Représentation de Tg, dans la base U;
]

34 (&) 0
A = avec Jy(n) =
J5, (&)

est appelée matrice de Jordan

o

o



Conclusion :
les sous-espaces caractéristiqgues sont en somme directe et
leur somme donne E

F)\l@"'@F)\p:E.

Si on considéere la base de E formée par les vecteurs des
bases Uy, ...,Up, alors T se représente dans cette base par

Si on dispose d'une autre décomposition en blocs de Jordan
comme représentation de T dans une base U’, il est clair que
chaque bloc de Jordan de valeur propre ); et de dimension r
provient de vecteurs de base correspondant a une chaine
engendree par T; de longueur r. La conclusion découle du fait
que la forme du tableau est unique.



REMARQUE (1)

Deux endomorphismes T et T’ ont la méme forme de Jordan
» s'ils ont les mémes valeurs propres ET

> siles formes des tableaux des bases de F), réparties en
chaines engendrées respectivement par les restrictions
(T —Njid) g, (r) et (T’ — \jid)g, (/) coincident.
] ]



REMARQUE (2)

Si dans les tableaux constituant une base répartie en chaines,
on avait commencé par les tétes au lieu des queues, on aurait
obtenu dans la décomposition canonique de Jordan des blocs
carrés ayant une valeur propre sur la diagonale et des 1 en
dessous de la diagonale.

(@)

A

> O O



UN EXEMPLE...

Considérons la matrice

1 0
4 1
A=|-2 -1
3 -1
—8 -2

OhRrNR
AR P RO

et réduisons-la a la forme canonique de Jordan. Il s’agit d'un
opérateur particulier T : C° — C® : x — AX.

1-) 0
-4 1-2A
det(A—\l)=det| -2 -1
-3 -1
-8 -2

= —(A-2)°.

R R PO

2 est 'unique v.p. de A de mult. algébrique = 5.



Dimension du sous-espace propre ?

-1 0 -1 10
-4 -1 -3 21
A-21=]1-2 -1 -2 11
-3 -1 -3 21
-8 -2 -7 5 2

lLs=Li+Ly+Lgetly =Ly + Ls.
Sion remplace L, par L, — (L1 + L3) et Lz par L3 — Ly, on
obtient un systéme suivant équivalenta (A — 21)x = 0,

-1 0 -1 1 0\ |[x
-1 0 0 00]||xs|=0
-1 -1 -1 0 1/ |xg

et les conditions x; = 0, X3 = X4 €t Xo + X3 = Xs.



Ainsi, le sous-espace propre E, est égal a

0\ /O
o] |1
1].]0]¢
11 |O
1/ \1

et sa dimension vaut 2

REMARQUE

Pour calculer dim E,, on aurait pu procéder plus rapidement en
calculant le rang de la matrice A — 21 et en utilisant le fait que
dimE; =5 —rg(A — 2I).

A n’'est pas diagonalisable puisque dimE, < 5.



Calculon les puissances de A — 21,

0 0 0 00O

0 0 0 00O
A-212=[-10 -1 10 et (A—21)®=0.

-1 0 -110

-1 0 -110

REMARQUE

Puisque (A — 21)® = 0, A — 2| est un endomorphisme nilpotent
de E et on a en particulier, ker((A — 21)3) = E. On a méme
kerl = {0} C ker(A —21) C ker(A —21)2 C ker(A — 213 =E =
ker(A—21)%=....



La forme du tableau d’une base de F, répartie en chaines est
donnée par les formules suivantes :

hauteurdelacolonne 1 :5-rg(A—2l)=5-3=2,
hauteur de la colonne 2 :rg(A—2l) —rg(A—21)2=3-1=2,
hauteur de la colonne 3 :rg(A—21)2 —rg(A-21)3=1-0=1.

Ainsi, ce tableau est de la forme

* | *
* | *
*

REMARQUE

Puisque la longueur maximale des chaines est 3, on peut
retrouver le fait que le polynéme minimum de A est (A — 2)3.



Il reste a construire des chaines linéairement indépendantes de
longueur respective 2 et 3 engendrées par A — 2|. La téte d’'une
chaine de longueur 3 est un vecteur x tel que (A — 21)3x = 0 et
(A — 21)?x # 0. On peut prendre x = e; et on a la chaine (en
commencant par la queue)

0 -1

0 —4
(A-2)e;=|-1],(A-2Des=|-2], es.

-1 -3

-1 -8

La téte d’'une chaine de longueur 2 est un vecteur y tel que
(A—21)%y =0et(A—2l)y #0.

Il faut de plus s’assurer que les queues des chaines (A — 21)?x
et (A — 2l)y sont linéairement indépendantes pour que les
chaines le soient et forment une base.



On peut prendre y = e, et on a la chaine (en commencant par
la queue)

0
-1
(A—2I)e2 =|-1], es.
-1
-2
La matrice S formée sur ces chaines est
0O -1 1 0 O
0O 40 -1 1
S=]-1 -2 0 -1 0
-1 -3 0 -1 0
-1 -8 0 -2 0
A titre indicatif, on a
00 2 -4 1
00 1 -1 0
s'=]120 1 -1 0
00 -5 6 -1
01 -1 2 -1



Grace aux constructions réalisées, il vient

0

S—ias =

O oOoo

QO ONEPEF
OO NEF O
NP~ OOOQO

0
0
2
0

qui est constitué de deux blocs de Jordan car la base de F,
contient deux chaines.



