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Préambule

Ce texte contient ’ensemble des notes du cours d’algebre linéaire destiné
aux premiers bacheliers en sciences mathématiques et deuxiemes bacheliers
en sciences physiques.

On y présente tout d’abord les nombres complexes pour ensuite aborder
les structures algébriques classiques (groupes, anneaux et corps) illustrées
principalement par l'intermédiaire des “entiers modulo n”. Cela permettra
en particulier de définir la notion d’espace vectoriel sur un corps quelconque.
Ensuite, on développe les bases du calcul matriciel comprenant une étude
complete des déterminants. On étudie également les systemes d’équations
linéaires en insistant, en particulier, sur leur discussion, utile entre autres
dans I’étude des lieux géométriques. Les six premiers chapitres dispensés en
début d’année académique sont uniquement destinés aux étudiants mathé-
maticiens. Les étudiants physiciens ont recu une formation analogue dans
leurs cours de mathématiques générales, hormis peut-étre les structures al-
gébriques classiques qui ne se seront que peu employées dans la suite de ces
notes.

Ensuite, on présente les polynémes & coefficients réels ou complexes et
le théoreme fondamental de 'algebre ainsi que les fractions rationnelles et
les théoremes de décomposition en fractions simples. On introduit aussi les
polynémes a coefficients dans un champ quelconque et ceci débouche sur la
notion d’idéal d’un anneau.

Ces notes contiennent des chapitres détaillés portant sur les espaces vec-
toriels abstraits et les applications linéaires. Enfin, on étudie le probleme —
capital a de nombreux égards — de la diagonalisation des endomorphismes
(i.e., les applications linéaires d’un espace vectoriel dans lui-méme), avec
comme cas particulier, la diagonalisation des matrices a coefficients réels ou
complexes en insistant en particulier sur le cas des matrices hermitiennes,
unitaires et normales. La réduction a la forme canonique de Jordan des
endomorphismes est également détaillée.

De nombreux chapitres de ce texte se terminent par des applications di-
rectes de la théorie, comme par exemple : des problemes de dénombrement
dans un graphe fini, ’analyse input-output ou encore la modélisation de pro-
cessus stochastiques. Des compléments théoriques sur la matiere enseignée
concluent les autres chapitres. On y présente par exemple la méthode de
résolution de Cardan des équations polynomiales de degrés trois et quatre,
I’algorithme de Gauss-Jordan de résolution de systemes linéaires ou encore
des résultats sur le dual d’un espace vectoriel. Ces compléments ont pour
modeste ambition de servir de référence au lecteur désirant élargir ses con-
naissances. L’exposé oral fixe les limites du cours proprement dit.



ii

Enfin, on trouvera tout au long de ce texte, de nombreuses notes en bas
de page. Elles ont pour but de fournir des compléments d’information. Le
détail de ces notes pourra étre passé en revue lors d’une seconde lecture.
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CHAPITRE 1

Nombres complexes

Soyez sur que je travaille et que je continuerai a le faire jusqu’a la limite de
mes forces. Mais un bon travail mathématique ne se fait pas rapidement.

Sonia Kovalevskaia (1850-1891).

Une équation comme 22 + 2 = 0 ne possede pas de solution réelle. Dans
ce chapitre, nous introduisons la notion de nombre complexe qui permet
de pallier cet inconvient en fournissant des solutions & une équation comme
2242 = 0. Ce chapitre sera aussi 'occasion de passer en revue quelques con-
structions mathématiques classiques comme les démonstrations par “récur-
rence” ou les symboles sommatoires.

1. Quelques notations

Tout au long de ce texte, nous utiliserons la théorie naive des ensem-
bles. Cela signifie que 'on ne définira pas de maniére rigoureuse la notion
d’ensemble mais qu’on la supposera connue implicitement!. En effet, définir
un ensemble comme une “collection d’objets de méme nature” poserait le
probleme de définir ce que lon entend par collection? !

Si A est un ensemble et si a est un élément de A, on écrit a € A (et cela
se lit : “a appartient a A”) ou encore A 3 a. Si A et B sont des ensembles
et si tout élément de A est un élément de B, on écrit A C B (“A est inclus
dans B”; “A est une partie de B”). On trouve aussi l’écriture B D A. Si
deux ensembles A et B ont exactement les mémes éléments, alors A = B. En
particulier, A = B si et seulement si A C B et B C A (ainsi, pour démontrer
que deux ensembles sont égaux, il sera souvent commode de vérifier ces deux
inclusions). On trouve parfois la notation A C B pour signaler que A est
inclus ou est égal & B (il y a donc une certaine redondance avec la notation
A C B qui a, somme toute, la méme signification). Si par contre, on désire
indiquer que A est inclus dans B et est différent de B, on écrira A C B (“A
est inclus strictement dans B”). L’union (resp. 'intersection) des ensembles
A et B est 'ensemble AU B (resp. AN B) des éléments appartenant a A ou

ID¢finir de maniere rigoureuse la notion d’ensemble est une question délicate qui n’a
pas sa place ici.
2Irnag;inez alors définir une collection comme un ensemble d’objets. ..



Soient A et B
deux ensembles, A\ B =
{z |z € A,z ¢ B}.
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a B (resp. a A et & B). Enfin, I'ensemble vide, noté ), est 'unique ensemble
ne contenant aucun élément.

Nous allons par la suite manipuler de nombreux ensembles de nombres et
nous adopterons les conventions d’écriture suivantes. On note N ’ensemble
des entiers naturels : 0,1,2,3,... et Ny I'ensemble des entiers positifs :
1,2,3,... (en d’autres termes, No = N\ {0}). On écrit Z (comme “Zahlen”)
pour I’ensemble des entiers relatifs ou simplement entiers: 0,1,—1,2,—2, ...
et Q (comme “quotient”) pour ’ensemble des nombres rationnels, c’est-a-
dire les nombres de la forme ¢ ot @ € Z et b € Ny. Enfin, R représente
I’ensemble des nombres réels. Dans ce cours élémentaire, nous ne préciserons
pas comment ces ensembles peuvent étre construits®. Pour rappel, on dispose
des inclusions (strictes)

NocNcZcQcCR.

Soient a et b deux nombres réels et < la relation d’ordre usuelle sur R,
a < bselit “a est inférieur ou égal a b”. Si de plus, a et b sont distincts, alors
on écrit a < b qui se lit “a est inférieur ¢ b” (pour insister sur le caractere
distinct de a et de b, on peut aussi dire que “a est strictement inférieur a b”).
On emploie une terminologie analogue si ¢ > b. Enfin, si a est un nombre
réel, a > 0 (resp. a > 0, a <0, a < 0) se lit “a est positif ou nul’ (resp. “a

est positif’, “a est négatif ou nul’, “a est négatif’).

Définition 1.1.1. Soient A et B deux ensembles. Le produit cartésien de
A et de B est 'ensemble des couples d’éléments de A et de B, i.e.,

Ax B={(a,b) |a€ A, be B}.

En particulier, il est bien évidemment licite de considérer le produit cartésien
de A avec lui-méme, A x A = {(a1,a2) | a1,as € A}. Notons que pour tout
entier n > 2, si Ay,..., A, sont des ensembles, on définit le produit cartésien
de Ai,...,A, comme I'ensemble des n-uples dont la j-ieme composante
appartient a A;,

Ay x Ay x -+ x Ay ={(a1,...,a,) | Vi€ {1,...,n} :a; € Aj}.
2. Notion de champ

Les ensembles Q et R (ou encore l'ensemble des nombres complexes
que nous introduirons bientot) jouissent des mémes propriétés structurelles
par rapport aux opérations d’addition et de multiplication. Ainsi, plutot
que d’étudier séparément et a plusieurs reprises des objets possédant cer-
taines propriétés communes, il est commode d’introduire un unique concept

30n peut, comme Zermelo (1908) ou von Neumann, se ramener & la théorie des
ensembles pour définir les entiers naturels. Une fois Q construit, les nombres réels sont
en général obtenus en utilisant la notion de coupure de Dedekind, voir par exemple Roger
Godement, Analyse Mathématique I, Convergence, fonctions élémentaires, 2¢me édition,
Springer (2001).
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générique regroupant ces propriétés. C’est dans cette optique qu’est intro-
duite la notion de champ.

Définition 1.2.1. Un champ K est un ensemble muni de deux opérations
binaires internes et partout définies?

+:KxK—-K
et
G KxK—-K
qui jouissent des propriétés suivantes.
(1) L’opération + est associative
Va,b,ce K:(a+b)+c=a+ (b+c).

Remarquons des a présent que cette propriété permet de donner
un sens a une expression comme a + b + ¢ puisque les opérations
peuvent étre réalisées dans n’importe quel ordre.

(2) Existence d’un neutre pour +

deeK,VaeK:a+e=a=e+a.

De 1, on peut facilement montrer 'unicité® du neutre que I'on note
des lors 0.
(3) Existence d’un opposé

VaoeK,F3beK:a+b=0=0b+a.

On peut montrer que tout élément a € K possede un unique opposé
noté —a.
(4) Commutativité de +

Ya,beK:a+b=0b+a.
(5) L’opération - est associative
Va,b,ce K:(a-b)-c=a-(b-c).
(6) Emistence d’un neutre (unique) noté 1 pour l'opération -
VaoeK:a-1=a=1-a.

(7) L’opération - est distributive par rapport a +; pour tous a,b, ¢ ap-
partenant a K, on a

(a+b)-c=a-c+b-c et a-(b+c)=a-b+a-c.

4L’adjectif “binaire” signifie que 'opération requiert deux arguments; l'adjectif “in-
terne” stipule que 'opération est a valeurs dans I’ensemble K et enfin, I’expression “partout
défini’ signifie que 'opération est définie pour chaque couple d’éléments de K.

5La démonstration de I'unicité du neutre est laissée au lecteur. Remarquons que c’est
précisément parce que le neutre est unique que 1’on peut utiliser une notation particuliére
pour le représenter. Cette remarque s’adapte aisément aux points (3), (6) et (8).

(D)=(3) : (K, +) est
un groupe

(1)-(4) : (K, +) est

un groupe commutatif

(D)—=(7) + (K, +, ) est



(1)-(8) : (K, +, ) est
un corps

(1)-(9) : (K, +, ) est

un champ
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(8) K # {0} et tout élément non nul possede un inverse pour 'opération

Va e K\{0},F3beK:a-b=1=b"a.
On peut montrer que tout a € K\ {0} posseéde un unique inverse
noté a1
(9) Enfin, 'opération - est commutative
Ya,beK:a-b=5b-a.

Remarque 1.2.2. Au vu de la propriété (9) dont jouissent les champs,
pour tous a,b € K, b#0,onaa-b"! =b"!-a. Ceci permet de donner un
sens aux notations

a/b ou %.

En effet, si Popération - n’était pas commutative, la valeur de a-b~! pourrait
différer de celle de b~! - a et dans une écriture comme 7, on ne saurait pas

décider si I'on doit mulitplier & gauche ou & droite par b~1.

Exemple 1.2.3. 1l est laissé au lecteur le soin de vérifier que Q (resp. R)
muni des opérations habituelles d’addition et de multiplication des nombres
rationnels (resp. de nombres réels) est un champ. Par contre, Z n’est pas
un champ car la propriété (8) est mise en défaut.

3. Définition de C

L’équation 3z + 2 = 0 posseéde une unique solution x = —2/3 qui est
un nombre rationnel. Par contre, I'équation 22 — 2 = 0 ne possede pas de
solution dans Q. Pour trouver les solutions de cette derniere équation, il faut
passer & I'ensemble R et on trouve alors comme solutions —v/2 et v/2 qui ne
sont pas des nombres rationnels®. Si on regarde & présent I’équation 2242 =
0, on s’apergoit qu’elle ne possede aucune solution réelle (en effet, le carré
d’un nombre réel est toujours positif ou nul). Pour pallier cet inconvénient,
nous allons introduire le champ C des nombres complexes”. En effet, nous
verrons que dans C, toute équation polynomiale de la forme

a2+ ap_ 12" P+ +az+ay=0

6Montrer que \/5 est irrationnel.

7Roge]r Godement, Analyse Mathématique I, p. 53 : “On croit souvent que les nombres
complexes ont été inventés pour donner des racines aux équations du second degré az? +
bz + ¢ = 0 lorsque b% — 4ac < 0. Tel n’est pas le cas : les Italiens du XVIeme siecle les ont
inventés parce qu’ayant trouvé de miraculeuses formules de résolution des équations du
troisieme degré, ils ont découvert que ces formules, tout en faisant parfois apparaitre des
racines carrées de nombres négatifs — donc apparemment “impossibles” — fournissaient
néanmoins une racine réelle lorsque 1’on portait la formule dans I’équation en calculant
sans savoir ce dont on parle. Ils ont ainsi été conduits a introduire des “nombres” nouveaux
de la forme a + bv/—1, ot1 a et b sont des nombres usuels, et & calculer mécaniquement sur
ceux-ci en tenant compte du “fait” que le carré de v/—1 est égal & —1. Plus tard, Euler a
introduit la convention consistant & désigner cet étrange nombre par la lettre i.”
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avec ap, Gp_1,..., a1, ag € C, possede toujours une solution®.
Définition 1.3.1. On pose
C=RxR={(a,b) | a,beR}.

Les éléments de C sont les nombres complexes. On définit la somme de deux
nombres complexres par
+:CxC—-C
et
(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d).
Le produit de deux nombres complexes est défini par

- CxC—=C

et
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).
Proposition 1.3.2. L’ensemble C muni des opérations d’addition et de
multiplication de nombres complexes est un champ. De plus,
i) le neutre pour + est (0,0);
) lopposé de (a,b) est (—a,—b);
iii) le neutre pour - est (1,0);
iv) linverse de (a,b) # (0,0) est

a —b
a2_|_b2’a2+b2 :

Démonstration. Il s’agit de simples vérifications. A titre d’exemple,

ii

vérifions que - est commutatif. Soient (a, b) et (¢, d) deux nombres complexes,
on a

(¢,d) - (a,b) = (ca — db,da + cb) = (ac — bd, ad + bc) = (a,b) - (¢,d)
car la multiplication de nombres réels est commutative. Vérifions a présent
le point iv). Soit (a,b) # (0,0), on a par définition de la multiplication de
deux nombres complexes

a —b a? —b(—b) a(—b) + ba
(a,0) <a2+b2’a2—i—b2> < a?+4+b2 a2 4 b2 ) (1,0)

Définition 1.3.3. On identifie un nombre réel a au nombre complexe (a, 0).
Cette identification est compatible? avec les propriétés de champ dont jouis-
sent R et C. En effet,

(a,0) + (¢,0) = (a+ ¢,0),

8Nous verrons méme qu’elle possede exactement n racines si on tient compte des
multiplicités. (cf. le théoréme fondamental de lalgebre VIII1.3.4.)

9Au vu de cette compatibilité par rapport a + et -, on dit que cette identification est
un homomorphisme (d’anneaux). En fait, par cette identification, R est en bijection avec
le sous-ensemble R* = {(a,0) | a € R} de C. Cette identification entre R et R* étant un
homomorphisme bijectif, on dit que R et R* sont isomorphes.

R X R est le produit
cartésien de deux copies
de R. Un nombre com-
plexe n’est autre qu’un
couple de réels.
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(a,0) - (c,0) = (ac,0),
le neutre de C pour l'addition étant (0,0) et celui pour la multiplication
(1,0). Le nombre complexe (0,1) se note i et est appelé unité imaginaire.
Tout nombre complexe de la forme (0,b) est dit imaginaire pur. On emploie
parfois la notation Ri pour désigner ’ensemble des imaginaires purs.

Proposition 1.3.4. Tout nombre complexe z € C s’écrit de maniére unique
sous la forme
z=a+1ib
avec a,b € R.
Démonstration. On a z = a + i b si et seulement si
= (a70) + (07 1) : (b7 0) = (CL, b)
[ ]

Proposition 1.3.5. On a i?> = —1 et cette relation suffit pour retrouver la
structure de champ de C.

Démonstration. On a
#=(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1.

Utilisons a présent les propriétés de champ de C. Puisque + est associatif
et commutatif (cf. les propriétés (1) et (4) de la définition 1.2.1), on a

(a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d).

On retrouve donc bien la définition de 'opération d’addition de deux nom-
bres complexes. En utilisant encore la structure de champ de C, on obtient

(a4 ib)(c + id) = ac + iad + ibc + i%bd = (ac — bd) + i (ad + bc),

ce qui suffit.

4. Nombres associés a un nombre complexe
Définition 1.4.1. Soit z = a + i b un nombre complexe avec a,b € R. On
associe & z les nombres suivants

» la partie réelle de z est Re z = a,

» la partie imaginaire de z est Jmz = b,
» le module de z est |z| = Va? + b2,

» le conjugué de z est Z=a —1b.

Exemple 1.4.2. Soit z =2+ 3. OnaRez =2, Jmz =3, |z| = V13 et
zZ=2-31.

Proposition 1.4.3. Soient z, z1, z9 des nombres complezes. On a

) Z=2, 21+ =2+%, 2122 = 21 22, 21/%2 = 21/ %2 si 20 # 0,
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ii)

1 1
mez25(2+2), jmz:z—z(z—z),

ili) zeReImz=02=7%,

iv) z est imaginaire pur < Rez =0< 2z = —Z,
v) stz # 0 alors
1z
el
vi) [2? = 27, [2] = |2], |2122] = |21l |2al, [21/22] = |21/ |22] si 22 # 0,

vii) |21 + 2|2 = |21|2 + 2Re (21%2) + |22/*

Démonstration. Nous nous contentons de démontrer certaines de ces
formules. Les autres sont laissées a titre d’exercice. Le point v) découle de
la formule d’inversion donnée dans la proposition 1.3.2. Pour le point vii), il
vient

2 S — 2 S — 2
‘2’1 + 22‘ = (2’1 + 22)(2’1 + 2’2) = ’21‘ + 2122 + 2122 + ’22‘
On conclut en remarquant que zZ7z9 = 2123 et en appliquant le point ii).

Remarque 1.4.4. On peut observer que si z; et zo sont des nombres com-
plexes, alors

21 = 29 < (Rezp = Rezg et Tmzy = Tm2g).
Proposition 1.4.5. Soient z, z1, z9 des nombres complezes. On a
i) Rez| < |z], |Tmz| < |z,
i) |21 + 22| < |21] + |22/,

iii) |21 — 22 > |[21] — [22] |-

Démonstration.
i) Soit z un nombre complexe de la forme a + ib avec a,b € R. Puisque
a2 <a?+b2etb?<a?+ b2, on trouve

la| < Va2 +b2 et |b] <Va?+b?

en d’autres termes |Re z| < |z| et |[TJmz| < |z|.
ii) En utilisant la proposition précédente et le point i) de cette proposition,
il vient
‘2’1 + 22‘2 = ’21‘2 + 2%Re (2’12’_2) + ’22‘2
2117 + 2|21 |22] + 2]

< (lal + |22,

IN

ce qui suffit.
iii) Par le point précédent, 21| < |21 — 22| + |22| d’ou

|21] — [22] < |21 — 22].
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Par un raisonement analogue, on a aussi
|z2] — [21] < |21 — 22],

ce qui permet de conclure.

5. Forme trigonométrique

Définition 1.5.1. Soit z = a + ¢b un nombre complexe avec a,b € R.
L’ exponentielle de z, notée e, est donnée'® par

e® = e%(cosb+isinb).

On s’apercoit que cette définition est compatible avec la définition de
I’exponentielle des réels.

Proposition 1.5.2. Soient z, z1, z9 des nombres complezes. On a
i) e*le?2 = €Z1+22,
i) (e*)"! =e77,
iii) pour tout n € Z, ()

n nz

=€

Démonstration.
i) Soient z; = a; +ib; avec aj,b; € R, j = 1,2. Par définition de I’exponen-
tielle complexe, pour j = 1,2, on a

e® = e% (cosb; + isinby).
Ainsi,

z1 al a2

ete*? = eMe[(cos by cos by — sin by sin by) + i(sin by cos by + cos by sin by)]

Vu les propriétés de I’exponentielle réelle, on a e e = 792 et en utilisant
les formules d’addition de la trigonométrie, on obtient

e”e* = e T%2[cos(by + by) + isin(by + by)] = €17,

z

ii) En utilisant le point précédent, e*e™* = €? = 1, ce qui permet de conclure.

Enfin, le point iii) est une conséquence de i) et ii) que 'on applique itéra-

tivement.
[
Proposition 1.5.3. 57 x est un nombre réel, on a
eia: + e—im eix _ e—ix
cosr=——— et sinz=-—-—
2 27
Démonstration. C’est une conséquence directe de la définition 1.5.1.
|

Si on munit le plan R? d’un repeére orthonormé ayant O comme origine,
alors le nombre complexe z = a+1ib est représenté par le point de coordonnées

(a,b).

100n notera que pour définir ’exponentielle complexe, on utilise des fonctions définies
sur R : Pexponentielle réelle ¢ :a € R+— e¢? € R, sin: R — R et cos : R — R.
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z=a+ib

N6

o
[ [
>

FIGURE I.1. Représentation d’un nombre complexe.

La distance p de l'origine du repere O au point z de coordonnées (a,b)
est exactement va? + b% = |z|. Notons 6 la mesure de I'angle orienté entre
Oz et Oz. Nous choisissons de prendre ¢ dans 'intervalle [0, 27r[. Ce nombre
réel est I’argument du nombre complexe z. Il est alors immédiat que

z = p(cos@ +isinf) = pe®.

On dit qu’un nombre complexe écrit de cette fagon est mis sous forme
trigonométriqgue. On remarquera qu’a tout nombre complexe z # 0 cor-
respond un unique couple (p, ) €]0, +o0[Xx |0, 27[ et réciproquement.

Remarque 1.5.4. On dispose ainsi de deux systemes de coordonnées pour
repérer les points du plan complexe : en termes de coordonnées cartésiennes
d’une part (Rez,IJmz) et en termes de coordonnées polaires d’autre part

(p,0).

--f-1-k-
Imz —

FicUre 1.2. Systéme de coordonnées cartésiennes et polaires.

Exemple 1.5.5. Voici quelques exemples de nombres complexes mis sous
forme trigonométrique. Si z =1+, on a |z| = v/2 donc
2 2 -
14+i=+v2 \/—— +i\/—— = \/5((308E —i—sinﬁ) = V24,
2 2 4 4
Siz=2+34%,0na
3

2
24+31=+v13 (— —i—i—) =13 (cosf + isinf
V13 V13 ( )

On a une bijection entre
C\ {0} et ]O, +o0[x [0, 27].



Pour rappel,

[-1,1] — [0, 7] et
arcsin est a valeurs dans
[ s T

20 21

arcos :

Quelques manipulations
élémentaires.
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D — L j— o i ~ .
ouf = arcos(\/ﬁ) = arcsm(\/ﬁ) (car Re z > 0 et Jm z > 0 donc # appartient
au premier quadrant). Pour terminer, considérons le nombre complexe z =
—2 — 34. Dans cet exemple, il faut étre plus prudent dans la détermination
de 'argument car nous recherchons un angle du troiseme quadrant. Ainsi,

- _i_ii = co 7 8in
—2—31_\/ﬁ<\/ﬁ «1‘3) VI3 (cos ¢ + isin 9)

ou ¢ = 2w — arcos(—\/%) =7 — arcsin(—\/%) =7+ arcos(\/%).
o S 2+3i

Ficure 1.3. Trois nombres complexes.

Un des avantages de la mise sous forme trigonométrique est de rendre
certains calculs plus simples a effectuer, en particulier les multiplications de
nombres complexes. En effet, si z1 et z9 sont des nombres complexes mis
sous forme trigonométrique, z; = p; e, j=1,2, alors

(1) 2122 = (p1 eiel) (p2 ei92) = p1p2 ei(91+€2)‘
De plus, si p # 0 alors

4 1
(peze)fl — Z et
P
et pour tout n € Z,
(P eiﬁ)n — pn eme‘
Dans le cas ot p = 1, on retrouve la formule de A. de Moivre qui peut se
réécrire
(cos @ +isinf)™ = cosnb + isinnd.
Exemple [.5.6. Voici une application a la trigonométrie. Il est facile de
développer
(cos B 4 isin @) = cos @ + 31 cos® O sinf — 3cos fsin? H — isin> 4.
D’autre part, la formule de A. de Moivre donne

(cos 6 + isin 0)® = cos(30) + isin(36).
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En égalant les parties réelles (resp. imaginaires) des deux expressions, on
trouve

sin36 = 3cos?fsinf — sin® 4.
En se rappelant que cos? 6 + sin? § = 1, on retrouve les formules classiques

cos 360 = 4cos®f — 3cos b
sin 30 = 3sinf — 4sin® 4.

{ cos 30 = cos® § — 3 cosOsin? 6

Exemple 1.5.7. Nous présentons ici quelques ensembles de nombres com-
plexes. Soit la partie A de C définie par A = {z € C : |z| < 1}. Il sagit
de la boule ouverte de rayon un et centrée a 'origine. Soit B défini par
B={ze€C:|z| <1let|z—1| <1}. Il s’agit de 'intersection de I’ensemble
A avec la boule ouverte de rayon 1 et de centre (1,0). Enfin, considérons
C={zeC:-1<Rez<let —1<TImz<1}.

ov}
@]

N
\
\
/
\
I
/
/

a

4 S < p S -

s
7

\H

Y

|
\
|
\

FI1GURE 1.4. Des parties de C.

6. Interprétation géométrique

Nous avons vu dans la section précédente que tout nombre complexe
correspond & un unique point du plan R? et réciproquement. Nous allons &
présent interpréter géométriquement les opérations d’addition et de multi-
plication de nombres complexes.

Soit zg = a + i b un nombre complexe ou a,b € R. Considérons ’appli-
cation

s:C—-C:z2~ 2+ 2.
Si z = ¢+ id est un nombre complexe ou ¢,d € R, alors z est représenté par
le point de coordonnées (c,d). Il est clair que z + zp = a+c+i(b+ d) est
représenté par le point de coordonnées (a + ¢, b+ d). Des lors, Iapplication
s correspond a une translation du vecteur Ozy de composantes (a,b). Une
illustration est donnée a la figure 1.5.
Considérons a présent I’application

p:C—=C: 2z zz.

En utilisant la forme trigonométrique introduite précédemment, les nombres

z et zp peuvent s’écrire respectivement pe® et pge’®. La formule (1) & la
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> 0
- /7
Py
e /
y L,
- /
0.~ /
/
/
Z
0] X

FiGURrE 1.5. Interprétation de ’addition de deux complexes.

page 10 montre que z zp est un nombre complexe ayant comme argument la
somme des arguments de z et zg et comme module le produit des modules
p et pg. De la, I'application p correspond & une rotation d’angle 6y suivie
d’une homothétie de centre O et de rapport pg. Une illustration est donnée
a la figure 1.6.

ZZO
y [
\\ Z
0y
g O
o
O X

FIGURE 1.6. Interprétation du produit de deux complexes.

Exemple 1.6.1. Voici un exemple ou I’on considere les nombres complexes
20 = 0,9624”/9 et z = ™4,

On représente sur la figure 1.7 qui suit les points z, z 2, zz%, N2/ T
Observez l'effet des multiplications successives par zg. On passe de zz{ a
zzg+1 grace a une rotation d’angle 20° suivie d’une homothétie de rapport
9/10.

Exemple 1.6.2. Considérons les trois nombres complexes 3, —1+41i et %4—21’
formant le triangle représenté en trait discontinu. La figure 1.8 reprend les
actions respectives de la multiplication par e?™/¢, 2¢77/6 et %ei”/ 6
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0.707

FIGURE 1.7. Les nombres z, 2 29, 2 23, . .

0.707

n
.72207....

FIGURE 1.8. Action de la multiplication par /6, 2¢i7/6 et %ei”/ 6,

7. Racines carrées

Dans cette section, étant donné un nombre complexe z, notre but est

de déterminer les nombres complexes w satisfaisant w? = z. Nous allons



sgn(b) =1,sib>0
sgn(b) = —1,sib< 0
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procéder de deux fagons : tout d’abord en utilisant la forme cartésienne
puis, en tirant parti de la forme trigonométrique.
Soient a et b deux nombres réels et z = a+14b. On recherche les nombres
réels x et y qui satisfont
(z+iy)>=a+ib.

En développant le carré et en égalant respectivement les parties réelles et
imaginaires des deux membres, cette derniere relation est équivalente a

22 —y? = a
2zy = b.
En élevant les deux égalités au carré et en additionnant membre & membre,
on obtient

(2 +9?)? =a® +b* et donc 2?+y* = Va2 + b2,

En faisant la somme et la différence de la premiere équation et de la derniere
égalité que nous venons d’obtenir, il vient

s Va2+b:+a ¢ o2 Va’l+bv?—a
= e S
2 Y 2
Des lors,

Va2 +b2+a Va2 +b2—a
T\ T St vEa T

avec 0, = 1 et 0y, = £1. Quelles que soient les valeurs choisies pour o, et
oy, 'équation z2 — y% = a est toujours satisfaite. Par contre,

2 2 _ g2
20y = 20,044/ Hfa = 0,04|b|

et donc, ’équation 2zy = b n’est satisfaite que si
020y|b] = 0.

Si b # 0, cette derniere condition signifie que 0,0, = sgn(b). Si b =0, la
condition est vide. Ainsi,

» pourb=0et a>0,0na

r=4va et y=0;
» pour b=0et a <0, on a

r=0 et y=+v—qa

» pour b #0, on a

Va2 +b2+a san(b) Va2 +b2—a
2 ’ \/ 2 ’
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Exemple 1.7.1. Les racines carrées de 3 — 44 sont
2—1 et —241.
De méme, les racines carrées de 3 + 414 sont
2441 et —2—4.
En utilisant la mise sous forme trigonométrique, les calculs a effectuer

pour rechercher les racines carrées d’un nombre complexe sont plus simples.
Siz=pe?onp>0etfcl02r], on cherche a > 0 et 8 € [0, 27 tels que

(« ew)2 = pew.

Cette relation est équivalente a

> = p
28 = 0+2%nr, ke

Ou encore a

a = /p
B = S4kn, keZ

Or, puisque 0 € [0, 27],

{§+k7r|k:€Z}ﬂ[O,27r[: {Q,Q

5 2+7T}

et les racines carrées de z sont donc
8. Equations du deuxiéme degré

Le but de cette section est de résoudre 1’équation polynomiale générale
du deuxieme degré dans C, a savoir

(2) az? +bz+c=0

ol a,b,c € Cet a # 0. Tout d’abord, remarquons que le premier membre

z+£ 2_b2—4ac
2a 4a? '

Ainsi, si on pose A = b%? — 4ac, z est solution de (2) si et seulement si

L b > A
“T9%) T

En général, A est un nombre complexe. Soit § une de ses racines carrées.

de l’équation (2) se réécrit

azQ—i—bz—{—c:a(zQ—l—éz—FE) =q
a a

On a donc ) 5
4
ar 2a 2a
et les solutions de (2) s’écrivent donc
b+ —b—90
21 = et 29 = .

2a 2a
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Les deux solutions sont distinctes si A # 0 et confondues sinon. Dans le cas
particulier ou a, b, ¢ sont réels, A est lui aussi un nombre réel. Si A > 0, les
solutions s’écrivent

b+ VA _-b—-VA

N 2a N 2a

et sont donc réelles (les solutions sont distinctes si A > 0, confondues si

21 )

A =0). Enfin, si A <0, les solutions sont données par

—b+iV—A —b—ivV—A
As T, o s

qui sont deux nombres complexes conjugués 'un de l'autre.

Remarque 1.8.1. Somme et produit des racines de (2). Une conséquence
directe de nos développements est que

c
21+ 29=—— et 2129 = —.
a a

Comme nous le verrons plus loin (cf. Proposition VIIL.3.7), ces formules se
généralisent aux équations polynomiales de degré arbitraire.

9. Puissances n-iémes
Pour rappel, si 0 < k < n, le coefficient binomial CE est défini par

ko n!
Cn = k! (n — k)!

et compte le nombre de choix possibles de k£ éléments distincts pris parmi n
éléments sans tenir compte de l'ordre'!.

Lemme 1.9.1 (Triangle de Pascal). Si 1l <k <mn, alors
k— k k
Cn ! + Cn = Cn+1'

Démonstration. On a

b1 i n! n!
T (/S § oy vy s R Xy pra Y
B nlk nl(n—Fk+1)
T Wkt Bkt
B nl(n+1) _ ok
T kK (n—k4+1) b

n

Hop emploie aussi parfois la notation anglo-saxonne ( X

), on remarquera que l'ordre
des arguments n et k est inversé dans les deux notations.
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Remarque 1.9.2. A titre indicatif, voici les premieres lignes du triangle
de Pascal.

Y 1
oY ¢l 11
0 1 2
C(Q) C% C% \ 1 2 1
Cg Ci{’ C% Cg \ 1 3 31
Cy Cy C; C; C3 1 46 4 1
k—1 k
co cy croo. cr
N
0 k +1
Chi1 .. Coig Chi
Avant d’introduire la formule du binéme de Newton, il est grand temps
de présenter le symbole sommatoire (noté “sigma” majuscule) La manipulation en est
primordiale ! Entrainez-
Z vous autant que néces-

qui permet une écriture simplifiée de sommes dont les termes dépendent
d’un méme indice. Ainsi,

8
>
i—1

est une écriture abrégée de
x1+ X9 +2x3+ x4 +T5 + T+ 7 + X8

On appelle i 'indice de sommation. 1l s’agit d’une variable liée ou “muette”
(semblable, dans son role, & la variable d’intégration que 1’on rencontre sous
le signe d’intégration). Ainsi, on peut remplacer cet indice par un autre
sans altérer la somme représentée a condition d’effectuer cette substitution

partout,
8

X1+ X2+ T3+ T4 +2T5+xg+ 7+ a8 = Zxk.
k=1
Cette derniere somme se lit “somme pour k allant de 1 a 8 des x”.

Exemple 1.9.3. La somme des n premiers entiers se note
n
142434 4+n=> i
i=1

Le polynome 1 + 2z + 322 + 423 + 52 + - - - 4+ 212%° se notera
20
Z(z + 1)z’
i=0
Les propriétés suivantes sont immédiates. Soient n € Ngeta,b,z1,...,z,
des nombres complexes :
> Dol AT = ay il i,
> i@t y) = 20w+ 20 Y



C’est méme vrai si n = 0.
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> ima(azi +by) = ad @ b3 v,
» > L a=na.
Soit j € Z, on a

n n+j
Zmi = Z 1‘2‘_]‘.
i=1 i=14j
Remarque 1.9.4. Soient I un ensemble fini de la forme {iy,...,i;} et des
éléments x;,, ..., x;, indicés par les éléments de I. On dispose alors de la
notation
Y wmi=miy bt
iel
qui généralise le cas précédent. En particulier, si I = (), alors on pose
Zie[ Tr; = 0.

On dispose aussi d’une notation analogue pour le produit de n facteurs,

n
i=1

Cette notation s’étend naturellement & un ensemble fini I d’indices. On a
aussi

>[I ami = a™ 300 2,

» [Ty @iy = (TTis @) (T62 i),

» [[IL a=a"

> Hie@ Xr; = 1.

Remarque [.9.5. La démonstration de la formule du binéme de Newton se
fait par récurrence sur la valeur de I’exposant. Rappelons le principe d’une
telle démonstration. Soit une propriété P(n) ou n € N est une “variable
indéterminée”. Pour prouver que la propriété P est vraie pour toute valeur
de n > a, ce que l'on notera : Vn > a, P(n), il suffit de montrer que

» P(a) est vrai,

» si P(n) est vrai, avec n > a, alors P(n + 1) l'est aussi.
Ces étapes sont toutes deux indispensables. La premiere est appelée le cas de
base et la seconde est parfois appelée étape d’induction. Le fait de supposer
P(n) vrai est ce qu’'on appelle I’hypothése de récurrence.

Exemple 1.9.6. Démontrer que pour tout n € Ny, la somme des n premiers
entiers vaut n(n +1)/2, i.e.,

3) Pn):=Y i= "(”T“)
=1

Tout d’abord, si n = 1, le membre de gauche vaut 1 et celui de droite aussi.
Ainsi le cas de base est vérifié (i.e., P(1) est vrai). Supposons a présent la
propriété vraie pour n et vérifions-la pour n + 1. Il vient

n+1 n 9

1 3 2 1 2
ZZ-:ZHTLH:MMHJ +3n+2 _ (n+1(n+2)
i=1 i=1 2

2 2
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Ceci prouve que la propriété est encore vérifiée pour n+ 1 (i.e., nous venons
donc de montrer que P(n) vrai implique P(n+1) vrai). De la, on en conclut
que cette propriété (3) est vraie pour tout n € N.

Proposition 1.9.7 (Binéme de Newton). Soient w et z deuz nombres com-
plexes. On a

(w+2)" ZCsz

Démonstration. On procede par récurrence. La formule est vraie sin = 0.
Supposons-la satisfaite pour n > 0. Des lors,

(w+ )" = (w+2) (w+ 2)"

n
= (w+2) Z Ckhk =k
k=0
n

n
— Z C]:L wk-i—l Zn—k + Z sz wk Zn—k-‘rl
k=0 k=0
n+1

— ZCE 1 E P €+1+ZC£ V4 n—ﬁ—i—l

_ wn+1 + Z(Cﬁfl + Cﬁ) w[ anZJrl + ZnJrl‘
(=1
En utilisant & présent la formule du triangle de Pascal, on trouve

(w+z)n+1 — Zi% n+1+ZCZ+ wﬁzn €+1+CO+1Z +1

n+1
— 2 :C +1wk2n+1 k

On retrouve bien la formule annoncée quand l'exposant est n + 1. Par
conséquent, la formule du binéme de Newton est satisfaite pour tout entier
naturel n.

[

Démonstration. Voici une preuve alternative et bien plus directe! Le
terme en w'z" %, 0 < ¢ < n, s'obtient par distributivité en sélectionnant
dans ’expression

(w+2)"=w+z)(w+2) - (w+2)

i fois un terme w dans les n facteurs (w+ z) et les n — i autres fois, un terme
z. Pour conclure, rappelons que choisir i facteurs parmi n peut se faire de
C;, facons distinctes.
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Remarque 1.9.8. Un moyen commode pour retenir la formule du binéme
de Newton est d’introduire les puissances divisées notées z[ et définies

comme suit. Soit n € N,

xn

H.
Avec cette notation, la formule du bindme de Newton se réécrit simplement

(w+ 2) "]—Zw H[n—kl,

Remarque 1.9.9. On peut généraliser aisément la formule du binéme de

ol _

Newton au cas multinomial. Soient z1,..., 2, des nombres complexes'?. On
& |
n: k k
(Z1_|_..._|_Zp)n: E 7211"'21;2).
kil k!
E1,....kp€EN p
k1+-+kp=n
En recourant aux puissances divisées, cette identité se réécrit
k k
(214_...4’_21))[”}: E Z£1}___Zl[)p].
k1,....kpEN
k1+~~~+kp:n

Le principe de démonstration est simple mais peu élégant. Il suffit de
procéder une fois encore par récurrence. Par exemple, pour ne pas sur-
charger I’écriture, prenons le cas p = 3,

n

(z1 + 22+ 23)lM = 2(21 + 2'2)%‘]2:[3”_1ﬂ
k=0
_ ZZ k 4, n K _ Z ngl} chz] ngs}_
k=0 /=0 k1,ko,k3eN

k1+ko+kz=n

Une autre méthode consiste (une fois connue la notion de dérivée) a dévelop-
per les produits se trouvant dans (z1+- - -—i—zp)["} pour obtenir une expression
de la forme

2 : k k
(Z1_|_+Zp)[n} — ak‘l,---,kp le...pr
klv---akpeN
ki4-+kp=n

. . , ;. . k N
puis d’appliquer 'opérateur de dérivation D’jll --- D> aux deux membres (o1
ki + -+ kp, = n) pour déterminer la valeur de ces coefficients Ay .ok

1201 trouve parfois la notation anglo-saxonne ( p) pour le coefficient multinomial

n

ky...k
n!

kil-kp!”
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Exemple 1.9.10. Soit n un entier naturel, on a

(z+iy)" = ) Cra" iy

k=0

[n/2]
_ Z (_1)ZC$LZ xnfﬂy%
{=0
[(n—1)/2]
+i Z (_1)ﬁci€+1 xn—2€—1y2€+1
=0

De 1a, on a directement une expression pour Re (z + iy)™ et IJm (z + iy)"

sous forme de polynémes en x et en y. Dans le cas particulier ou x = cos 6

et y = sin 0, ces formules permettent d’exprimer cosné et sinnf comme des

polynémes en cosf et sinf. (Pour n = 3, on réobtient les formules données

dans 'exemple 1.5.6.)

10. Racines n-iémes

La section précédente nous a montré que 1’écriture sous forme cartésienne

des nombres complexes pouvait conduire a des expressions délicates pour la

recherche des racines n-iemes d’un nombre complexe lorsque n > 2. Nous

allons donc considérer ici un nombre complexe z # 0 sous la forme
z=pe? avec p>0ethc|0,2n].
Le probleme posé est de déterminer les nombres complexes w tels que
n

w' =z
ou
w=ae? aveca>0et e [0, 27].
L’équation w™ = z est équivalente a
ot einﬁ _ peie
c’est-a~dire a
a = p
nB = 0+2kn, keZ.
Ces relations ayant lieu si et seulement si
a= /p

et

0 0
ﬁe{——i—?kzz:kGZ}ﬁ[O,%’[: {—+2/<:E:]<::O,...,n—1}.
n n n n

Par conséquent, le nombre complexe z # 0 posséde n racines n-ieémes a

savoir

0+2km

{L/ﬁei n avec k=0,...,n— 1.

La notation |z ] désigne la
partie entiere (par défaut)
de z, sup{y € Z | y < x}.
Par exemple, [1,2] = 1,
7] =3, -2,5] = =3 et
7] =1.
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Remarque [.10.1. Considérons les racines n-iémes de 'unité. Soit

Wy = e2z7r/n.
Les racines n-iémes de 'unité sont
2 n—1
Up=A{lwn,wy,...,w, "}

On remarquera que ces racines sont toutes des nombres complexes de module
1 et que le produit de deux racines est encore une racine de 'unité'3. Si on
représente les éléments de Uy, on obtient un polygone régulier a n cotés
inscrit dans le cercle unité et ayant 1 pour sommet. Deux exemples sont
donnés a la figure 1.9.

y y
i i

(DZ 0)5
2
< 05

1 1
X X

3
d .

0) 4

2 0)5

FIGURE 1.9. Racines n-iemes de 'unité pour n = 3 et n = 5.

Proposition 1.10.2. Soit n > 2. La somme des racines n-iémes de 'unité
est nulle.

Démonstration. Pour tout nombre complexe z # 1, on a

1—2"
I+z+- 42" = :
1-=2
Dans cette formule, si z = w,, on obtient
1_ n
Lt wy 4wl =%
1—w,

Proposition 1.10.3. Soit w une racine n-iéme du nombre complere non
nul z. Les n — 1 autres racines n-iémes de z sont

W Wy, wwfw e wwﬁfl.

Démonstration. Il est immédiat de vérifier que (w wﬁl)" = z pour tout
j=1,...,n—1

131 es racines n-itmes de I'unité forment un sous-groupe de (C, -).
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Une illustration est donnée a la figure 1.10.

FI1cure 1.10. Racines n-iemes d’un complexe z.

Définition 1.10.4. Soit w une racine n-ieme de I'unité. On dit que w est
une racine n-ieme primitive de I'unité si n est le plus petit entier positif ¢
tel que w! = 1.

Exemple 1.10.5. Par exemple, ¢ et —i sont les deux seules racines qua-
triemes primitives de 'unité. Il s’agit d’une simple vérification.

Proposition 1.10.6. Si w une racine n-iéme primitive de l'unité, alors
{w,?, .. W W =1}
décrit exactement l’ensemble des racines n-ieémes de 'unité.

Démonstration. Nous savons qu’il y a exactement n racines m-iemes
distinctes de I'unité. Pour j = 1,...,n, le nombre complexe w/ est tou-
jours une racine n-ieme de l'unité. Il nous suffit des lors de montrer que
sij,k € {l,...,n} avec j # k, alors w/ # w*. Procédons par 'absurde et
supposons de plus que j < k. Dans ce cas, w¥™7 =1 et ceci contredit le fait
que w Soit une racine primitive.

Remarque 1.10.7. On peut montrer que w® = eZikn/n I ¢ {1,...,n—1},
est une racine primitive de 'unité si et seulement si k est premier'* avec
n. On définit une fonction ¢ qui a tout entier n > 2, associe le nombre
d’entiers strictement inférieurs a n et premiers avec n. On pose (1) = 1.

Cette fonction est appelée la fonction indicatrice d’Euler. Autrement dit,

1Deux entiers sont premiers entre eux si leur seul diviseur commun est 1.
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Z ou w.

Il est donc
équivalent de
connaitre

w ou a.
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le nombre de racines n-iemes primitives de 'unité vaut ¢(n). Voici a titre
indicatif les premieres valeurs de cette fonction,

n |2 3456789 10 11 12
en)[1 2 2 426 46 4 10 4

Exemple 1.10.8. Il est clair que 1 et 3 sont premiers avec 4. Ainsi, p(4) =
2 et on retrouve donc bien les deux seules racines quatriemes primitives de
I'unité: wg =i et wj = —i.

11. Complément : Equations de degré 3 et 4

Nous avons vu précédemment comment résoudre explicitement une équa-
tion de degré 2. Une théorie profonde die a E. Galois montre qu’il n’existe
pas de méthode explicite pour résoudre une équation polynomiale de de-
gré supérieur a 4. En d’autres termes, il n’est pas possible d’exprimer les
solutions de I’équation générale

an2" 4 12"+ a1z +ay =0

ol an, Gn_1, ---,a1, ag € C, ap, #0 et n > 5, par des formules ne faisant
intervenir que des fonctions rationnelles et ’extraction de racines. Dans ce
cas, on utilise des méthodes numériques'® pour rechercher des approxima-
tions des zéros.

Néanmoins, nous allons voir dans cette section que les solutions des
équations polynomiales de degré 3 et 4 peuvent étre décrites explicitement.

Considérons I’équation générale du troisieme degré!®

az +b22+cz+d=0

ou a,b,c,d € C, a # 0. Pour se débarrasser des termes du second degré,
effectuons d’abord la substitution

b
Z=w— —.
3a
On se ramene alors a résoudre
3y c b2 n d be . 253 0
w ——— v+ - —+ —==0.
a 3a? a 3a?  27a3
=p T

Si p = 0, la résolution de I’équation revient a chercher les racines cu-
biques d’'un nombre complexe.
Si p # 0, on recherche alors w sous la forme

w:a—ﬁ, a #0.
3

15yoir plus tard, le cours d’analyse numérique.

161,a méthode que nous reprenons ici est dite & H. Cardan (de son vrai nom, Geronimo
Cardano). Elle lui aurait été transmise par N. Tartaglia mais on réfere généralement a la
méthode de Cardan.
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(On vérifie aisément que tout nombre complexe peut toujours s’écrire sous
cette forme.) Il vient ainsi

3 Py? p 3 ’
wpwtg=(a-go) +p(a-gg) ra=a’ - g e
En réduisant au méme dénominateur, on est des lors amené a résoudre
I'équation du second degré en o
342 3 P’
4 ——==0.
(4) (@) +q0® 2

. 2 3 . .
Soit!” A = qZ + g—7 et 0 une de ses racines carrées. On a donc

ad = . d.
2
On obtient de cette maniere jusqu’a six valeurs pour « (les trois racines
cubiques de —2 4 § et aussi celles de —4 — ).
Il est remarquable que ’on trouve tous les zéros de ’équation de départ
en attribuant a « les valeurs des trois racines cubiques de — % +6 (ou bien, de

maniere équivalente, en attribuant a « les valeurs des trois racines cubiques
de —4 — ). En effet, nous allons prouver que pour tout a satisfaisant

ad = —4 + 6, on peut trouver § satisfaisant B3 = —4 — 6 tel que
_P_5_ P
3 33

et inversement.

En fait, il suffit de choisir a et g tels que of = —p/3 ce qui est tou-
jours possible car, si on applique la remarque 1.8.1 concernant le produit des
racines d’'une équation du deuxieme degré a I’équation (4), on a

q q P.3
(=5 +0)(=5 -9 =(=3)"
—— N —
a3 33
En toute généralité, si (pe®)3 = (p ew/)3 cela n’implique pas 6 = 6’ mais
bien 6 = 0" + 2k%. Cest pour cette raison, qu'un “choix” doit étre fait pour

assurer a3 = —p/3. Dans ce cas,
I NP P
fra=—350-0)=—37+33
et on a bien
P _454_P
3o 33

En résumé, connaissant les 3 valeurs possibles pour «, on trouve les
valeurs de w et enfin celles de z.

1Tpour simplifier les expressions qui suivent, nous pouvons de maniére équivalente
3
considérer 'équation 1(a®)® + £a® — £= = 0. 1l s’agit d’un artifice permettant d’alléger

certaines écritures. On pourrait trés bien s’en passer.
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Remarque [.11.1. Considérons a présent le cas particulier ou a, b, ¢,d € R,
a # 0. Plusieurs cas sont a envisager.
i) Si A >0 et p # 0, alors on al®

a3:—g—|—\/Z

Au vu de la proposition 1.10.3, on a pour zéros de w? + pw + ¢

a—ﬂ aw—ﬂuﬂ et an—ﬂw

3a’ 3a 3a

avec
a={ —%—F\/K et w = e27/3,

Le premier zéro est réel. Montrons que les deux autres sont des zéros com-
plexes conjugués. Puisque @ = w?, on a
Re <aw — £w2> = aMew — L Rew? = (a — ﬂ) Rew
3o Ja Ja

= fRe (aw2 - ﬁw)

3a
et
Jm (aw — £w2) =aJmw — L Tmw? = (a + ﬂ) Jmuw.
3o 3o 3a
De la méme maniere,
Jm <aw2 — £w> =aJmw? — P Jmw = — <a + ﬁ) TJmuw.
3o 3a 3o

Il suffit donc de montrer que o 4 4% est non nul. Une fois encore, on a

q q p
(—5 + \/Z)(—g —-VA) = (—5)3

et des lors, par définition de «, on a

Puisque A > 0, on a bien a # —5%~. On vérifie facilement qu’on obtient

également un zéro réel et deux zéros complexes conjugués lorsque p = 0.
.o . 2 3
ii)SiA=% 45 =0etp#0,0na
2 2 3
3q 3q 3 27q 27q 3
w4+ — w—— | =w’— —w— — =w w + q.
( +2p> ( p) 4p? 4p? e
On est donc en présence d’un zéro réel double et d’un zéro réel simple.
ili) Si p = g = 0, I’équation possede un zéro réel triple.
iv) Si A < 0, alors nécessairement p < 0. Choisissons « tel que

ol = —g + iV —=A.

Comme en i), les zéros de w? + pw + ¢ sont

P V) 2 p
a——, aw——w et aw’——uw
Ja Ja Ja
180n a aussi le cas o® = —4 — +/A mais nous avons déja montré précédemment que

cette situation fournit les mémes zéros.
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Ces trois zéros sont réels. En effet,

(~5 +iVE)(—5 —iVA) = (-3)’

3
d’ou l'on tire, [a|* = —& et donc @ = —£. Ainsi, puisque @ = w?
p P o 2 D 2
a—— =2%Req, aw-——w'=2Re(aw) etaw’——w=2Re(aw’).
3o 3a (orw) 3a ( )

On peut vérifier que ces nombres sont distincts deux a deux. Montrons a
titre d’exemple que e o # Re (aw). Procédons par 'absurde et supposons
que Rea = Re (aw). Ainsi, o(1 — w) est un imaginaire pur de la forme it
pour un ¢ réel. En élevant au cube, on a

a3(1 — 3w + 3w? — w3) = —it3.

11 vient
2 4 2 4
303 [— cos % + cos % +i(—sin % + sin %)] = —it3

d’ott 3v/3a® = t3 € R alors que o n’est pas réel. D’ot1 I'absurdité.

Considérons pour terminer ce chapitre, ’équation générale!'®
azt + 022+l +dz4+e=0

avec a,b,c,d,e € C, a # 0. On peut se ramener a la résolution d’une
équation de degré trois de la facon suivante. Quitte a diviser par a, on peut
supposer a = 1. Pour tout nombre complexe (, si z est un zéro de ’équation
de départ on a

b 2 b?
<z2—|—§z+g‘> = z4+bz3+<2g+z>22—|—bC2+C2

= <2C+Z—2—c>z2+(bC—d)z+C2—e

On cherche ¢ pour que le dernier membre soit de la forme (pz + ¢)2. 11 suffit
pour cela que ¢ soit un zéro de
2

(bg—d)2—4<2<+%—c> (¢%—e)

qui est un polynoéme de degré 3 en (. 1l suffit donc de trouver un zéro de ce
dernier polynome, le calcul des zéros de ’équation de départ se ramenant
alors au calcul des zéros de deux polynomes de degré 2.

19Crest un éleve de Cardan, L. Ferrari, qui a énoncé le premier la regle permettant
de résoudre I'équation générale du quatrieme degré.






CHAPITRE 1II

Structures algébriques

1. Relation d’équivalence

Définition T1.1.1. Soit A un ensemble. Une relation d’équivalence sur A
est une partie R de A x A qui est
» réflexive : Vo € A, (x,x) € R,
» symétrique : Y,y € A, (z,y) € R = (y,z) € R,
» transitive : [Vx,y,z € A, (z,y) € Ret (y,2) € R = (z,2) € R.

Remarque 11.1.2. Si aucune confusion n’est possible, on s’autorisera sou-
vent a écrire xRy au lieu de (z,y) € R. Dans ce cas, on dit que “x est
en relation avec y pour R”. Ainsi, exprimer que R est symétrique, s’écrira
simplement : Vz,y € A, 2Ry = yRzx.

Exemple I1.1.3. Définissons une relation & sur R de maniere telle que
xSy si et seulement si sinx = siny. Ainsi, il est évident que pour tout
nombre réel 0 et tout entier relatif k, on a

06 (0 +2km) et 06 (m— 0+ 2knm).

Exemple I1.1.4. Deux entiers p et g supérieurs a un sont dits “multiplica-
tivement indépendants” si'les seuls naturels k et ¢ satisfaisant
=
sont k = £ = 0. Sinon, p et g sont “multiplicativement dépendants’. Par
exemple, 2 et 3 sont multiplicativement indépendants. Par contre, 2 et 4
sont multiplicativement dépendants puisque 22 = 4!. On vérifie facilement
que la relation p9MMq : “p et ¢ sont multiplicativement dépendants” est une
relation d’équivalence sur N>o = N\ {0, 1}.
» Elle est réflexive. Soit p > 2. On a pMp car p' = pl.
» Elle est symétrique. Soient p,q > 2 tels que p9Nq. Ainsi, il existe
des entiers naturels non nuls k et ¢ tels que p* = ¢*. Cela signifie
aussi trivialement que ¢ 9 p.
» Enfin, elle est transitive. Sip9Mq et ¢ N r, alors il existe k, £, m,n €
No tels que pF = ¢¢ et ¢™ = ™. Ainsi, p*™ = ¢*™ = rt" et donc
pMr.

IMontrer que p,q > 2 sont multiplicativement indépendants si et seulement si
log p/ log q est irrationnel.

29



Une classe d’équivalence
est completement carac-
térisée par une direction.
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Exemple I1.1.5. Soient F et F' des ensembles non vides et f : F — F
une application. La relation R définie sur E par

zRy < f(z) = f(y)
est clairement une relation d’équivalence. L’exemple II.1.3 n’est qu’un cas
particulier de la situation décrite ici.

Exemple I1.1.6. On considere I’ensemble A des droites du plan affin eu-
clidien R2. 11 est clair que la relation “étre paralléle” (que nous noterons ||)
est une relation d’équivalence sur A. Par exemple, cette relation est transi-
tive : si D1, Dy et D3 sont trois droites telles que Dy || Dy et Dy || D3, alors
D || Ds.

Définition 11.1.7. Soient A un ensemble et R une relation d’équivalence
sur A. La classe d’équivalence de x € A (pour la relation R) est I'ensemble
des éléments en relation avec x pour R,

[z]m ={y € A| 2Ry}
Siy € [z]n, on dit que y est un représentant de [x]sx.

Exemple 11.1.8. Considérons une fois encore la relation “étre multiplica-

tivement dépendant”. Les premiers éléments de quelques classes d’équiva-
lence pour cette relation sont repris ci-dessous? :

2l = {2,4,8,16,32,64,...} Bl = {3,9,27,81,243,...}
Bl = {5,25,125,625,3125,...} [6]lox = {6,36,216,1296,...}
[Mlom = {7,49,343,2401,16807}  [10]sn = {10,100,1000,...}
[M1]on = {11,121,1331,14641...} [12]on {12,144,1728,...}

Exemple I1.1.9. Si on reprend l'exemple I1.1.6, une classe d’équivalence
pour la relation || est constituée de I'ensemble des droites ayant une direction
donnée. Si le plan est muni d’un repere, une classe d’équivalence est donc
de la forme

{D=ax+by=c|ceR}

ou a et b sont des nombres réels fixés.

Proposition 11.1.10. Soient A un ensemble et R une relation d’équivalence
sur A.

i) Pour tout x € A, [z]n est un sous-ensemble non vide de A.
i) Pour tous x,y € A, on a

rRy < [z]m = [y
iii) Six ety ne sont pas en relation, alors [x],m N [yls = 0.

iv) L’ensemble des classes d’équivalence pour la relation R est une par-
tition® de A.

2Le plus petit entier d’une classe pour la relation “étre multiplicativement dépendant”
est dit simple.

3Pour rappel, une partition de ’ensemble E est un ensemble de parties E; C E (i € I)
toutes non vides, telles que si ¢ # j alors E; N E; = ( et telles que Ui By = E.
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Y.

Ficure I1.1. Droites appartenant a la méme classe d’équivalence.

Démonstration. Pour i), il est immédiat que z € [z]x.

Pour ii), supposons tout d’abord que 2 Ry. Soit t € A. Sit € [x]w, alors
tRz. Par transitivité de R, puisque 2Ry, il vient t Ry et donc t € [y]m.
Nous avons donc montré que [z], C [y]n. Par un raisonnement analogue,
on a [y]m C [z|m et donc [z]n = [y]n.

Supposons & présent que [z], = [y];s. Vu i), y appartient a [x]n et donc
zRY.

Pour démontrer iii), procédons par I’absurde et supposons que x et y ne
sont pas en relation et que [z, N [ylm # 0. Il existe donc z € [z]n N [y]m.
En d’autres termes, xR z et 2R y. Par transitivité, on conclut que xRy ce
qui est absurde.

Au vu de i), chaque classe d’équivalence est non vide et 'union de ces
classes est A tout entier. Enfin, si [x]m # [y]n, alors par ii), x et y ne
sont pas en relation et donc par iii), [z]s N [y]sr = 0. Le point iv) est ainsi
démontré.

[

L’énoncé suivant est une conséquence directe de la proposition I1.1.10.

Corollaire I1.1.11. Soient A un ensemble et R une relation d’équivalence
sur A.

i) Tout x € R appartient a une et une seule classe, a savoir [x],m. En
p(]/f’t’iCUliCT, T,y € A) HAS [1/]9% = [‘T]fﬁ = [y]%

ii) x ety appartiennent a la méme classe d’équivalence si et seulement
st xRYy.

Démonstration. Le premier point est une conséquence directe du point
iv) de la proposition I1.1.10. Le second point découle du point ii) de la méme
proposition.

Définition I1.1.12. Soient A un ensemble et R une relation d’équivalence

sur A. On pose
AR ={[z]n | x € A}.



Le cas m = 1 est trivial.
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Cet ensemble formé des classes d’équivalence de A pour R est appelé I'en-
semble quotient de A par SR. L’application

mr:A— A/R:z— [x]n
qui & x associe sa classe d’équivalence est appelée projection canonique.

Exemple I1.1.13. Si on reprend la relation 91 “étre multiplicativement
dépendant”, ’'ensemble quotient de N>o = N\ {0, 1} par 90 est*

Remarque I1.1.14. Rappelons que Z est muni de la division euclidienne.
Ainsi, pour tous entiers n, k € Z, k > 0, il existe deux entiers uniques q et r
tels que

n=qgk+r, 0<r<k.

On a supposé ci-dessus k > 0. Si k < 0 alors —k > 0 et on peut appliquer
la division euclidienne & n et —k. Ainsi, il existe des entiers uniques g et r
tels que

n=q(=k)+r, 0<r<Ikl|.
Cette relation peut se réécrire n = (—q)k + r ou —q est encore un entier et
donc, on a I’énoncé général suivant. Sin,k € Z, k # 0, il existe deux entiers
uniques g et r tels que

n=qgk+r, 0<r<]|k| ‘

L’entier r est le reste de la division de n par k et ¢ en est le quotient. Si
n # 0, quand le reste est nul, on dit que k divise n, ce que 1'on note k|n.
Voici des exemples de divisions euclidiennes,

n=17, k=25, 17 =3.5+2, 0<2<5
n=-17, k=5 —17=(-4)5+3, 0<3<5
n=17, k=-5 17=(-3).(-5)+2, 0<2<|—5|
n=-17, k=-5 —17=4.(-5)+3, 0<3<]|-5]|.

Exemple I1.1.15. Nous présentons maintenant un exemple fondamental.
Soit m > 1 un entier positif. Définissons une relation R sur Z par

xRy < x — y est divisible par m.

Il est facile de vérifier que R est une relation d’équivalence. Si Ry, on dit
que x est congru a y modulo m ce que 'on note x =,,, y ou z =y (mod m).
En particulier, z =,, y si x et y ont méme reste apres division euclidienne
par m. On note [z],, la classe d’équivalence de x € Z pour la relation =,,.
Par exemple, si m = 3, on a les trois classes d’équivalence

0] = {0,3,-3,6,—-6,9,-9,...} ={3n]|neZ}
s = {1,-2,4,-5,7,-8,10,...} ={3n+1|neZ},
25 = {2,-1,5,-4,8,-7,11,...} ={3n+2|neZ}.

4 est licite d’écrire par exemple, 4 € 2] € N2 /9 car 4 est un élément de la classe
d’équivalence [2]on et la classe elle-méme est un élément de ’ensemble quotient.
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Proposition 11.1.16. Soit m un entier positif. Si x € Z, alors il existe un
unique élément r € {0,...,m — 1} tel que

T =T
On dit que r est le reste de x modulo m.

Démonstration. Si on effectue la division euclidienne de x par m, on
obtient un quotient ¢ et un reste r tels que
r=qgqm+r, 0<r<m-—1.
Ainsi, x — r est divisible par m et par définition, x =,, r.
I reste & démontrer 'unicité. Soient r,7’ € {0,...,m — 1} tels que
r =, T =, r. Par transitivité, r =, v’ et il existe donc k € Z tel que

' =km+r.

Mais ' = 0.m + /. L’unicité de la division euclidienne entraine que k = 0
et r=r'.

Définition I1.1.17. Soit m un entier positif. L’ensemble Z,, des entiers
modulo m est ’ensemble quotient® de Z par =,,,

Loy =1] =p
Proposition I1.1.18. Soit m un entier positif. L’application qui d r €
{0,...,m — 1} associe [r|m € Zy, est une bijection entre {0,...,m — 1} et

Lo

Démonstration. Trivial.
[
Remarque 11.1.19. Cette derniere proposition nous montre que I'on peut
identifier les ensembles {0,...,m — 1} et Z,,. Ainsi, si € {0,...,m — 1},
on s’autorise souvent & écrire simplement z au lieu de [z],, si le contexte

clarifie la situation.

Exemple 11.1.20. La figure I1.2 reprend les restes modulo 2 des entrées du
triangle de Pascal (0 et 1 sont représentés en blanc et noir respectivement).
Ainsi, on peut considérer ’ensemble

A={(p,q9) eNxN|p=>gqg}

et la relation d’équivalence R sur A définie par
(0, Q)R (P .q) & CL=CY  (mod 2).

La figure I1.2 donne donc une représentation graphique des éléments appar-
tenant aux deux classes d’équivalence.

5Cet ensemble est aussi souvent noté Z/mZ.
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FiGURE I1.2. Les 256 premieres lignes du triangle de Pascal
(mod 2).
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2. Groupes

Définition I1.2.1. Un groupe G est un ensemble muni d’une opération
binaire interne et partout définie
0:GxG—-G
qui jouit des propriétés suivantes :

(1) associativité, Va,b,c € G : (aob)oc=ao (boc)

(2) ezistence d’un neutre, de € G, Va € G : ace = eoa = a. Il est facile
de vérifier que ce neutre est unique (on pourra des lors utiliser une
notation spécifique pour le représenter).

(3) existence d’un inverse, Va € G, 3b € G : aob=boa = e. Une fois
encore, 'inverse de a est nécessairement unique.

Si le groupe G possede la propriété supplémentaire suivante,

(4) commutativité, Ya,b € G : aob=boa
on dit alors que G est un groupe commutatif ou groupe abélien. Dans cette
derniere situation, on utilise souvent la notation 4+ au lieu de o. En partic-
ulier, le neutre se note 0 et I'inverse d’un élément a s’appelle alors I'opposé
de a et est noté —a.

Pour rappeler 'opération dont est muni le groupe, on notera souvent ce
dernier par le couple (G, o).

Exemple 11.2.2. Les ensembles suivants sont des groupes :

(Z7+)7 (Q7+)7 (R7+)7 (Q07')7 (R07')7 (Kzlfi_)? (GLn(R)f)'

Ici, K (resp. GL,(R)) représente I’ensemble des matrices a coefficients
dans K de forme m x n (resp. inversibles réelles de forme n x n). Puisque
ces nombreux ensembles (et il en existe bien d’autres) jouissent d’'une méme
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structure de groupe, il est plus commode d’étudier les propriétés générales
des groupes plutot que d’étudier séparément et a plusieurs reprises les pro-
priétés de ces différents ensembles. Nous ne ferons qu’effleurer ces notions
par la présentation des entiers modulo.

Exemple 11.2.3. Voici un exemple de groupe fini non commutatif. Soit Q
un ensemble fini de C3 dont les éléments sont {I,—1,J,—J, K,—K,L,—L}

(000 %) k(D)

Muni du produit de matrices, ’ensemble () est un groupe ayant I pour neu-
tre. Ce groupe est appelé le groupe des quaternions et on vérifie facilement
que
JK=-KJ=L, KL=—-LK=J, LJ=—-JL=K
et
JP=K?*=1°=—1I.

Exemple 11.2.4. Voici un exemple de groupe utilisant des opérations en-
semblistes. Soit X un ensemble. On désigne par P(X), 'ensemble des
parties® de X, i.e.,

PX)={Y|Y C X}.

Par exemple,

P({0,1,2}) = {0, {0}, {1}, {2},{0,1},{0,2},{1, 2}, {1,2,3}}.

Il est facile de vérifier que (P(X),A) est un groupe commutatif. Rappelons
que si Y et Z sont des parties de X, la différence syméirique de Y et Z est

YAZ=(YUZ)\(YNZ)={zeX|zeYUZetzgYNZ}
Le neutre du groupe est (). En effet, pour tout Y C X, YA) =Y = (AY.

Définition 11.2.5. Soient (G,o) un groupe et H un sous-ensemble de G.
Si la restriction de 'opération o & H définit un groupe sur H, alors on dit
que H est un sous-groupe de G.

Nous allons & présent munir I’ensemble Z,, d’une structure de groupe.
Définition 11.2.6. Soit m un entier positif. On définit I'opération

+ Ly X Ly — Loy,

par
] + W]m = [ + ylm.

60n trouve aussi la notation 2% au lieu de P(X). Si X est fini, il est facile de se
convaincre que #P(X) = 2#X  Ceci explique certainement cette autre notation.
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Cette définition a un sens’. En effet, si  =,, 2 et si y =, ¢/, alors il existe
des entiers relatifs k£ et £ tels que
2 =z+km

y =y +Im.
Des lors,
P4y =z+y+k+Om

Par conséquent, ' + 3’ =,,, v + y et en d’autres termes,
[z + yln = [&" + ¢

Proposition 11.2.7. L’ensemble Z,, des entiers modulo m muni de l’opé-
ration + définie ci-dessus est un groupe commutatif ayant [0],, pour neutre.
De plus, Uopposé de [x],, est [—z|p,.

Démonstration. Il s’agit de simples vérifications. Nous montrons unique-
ment l’associativité de 4. Soient z,y, z € Z. Il vient®

([2lm + [ylm) + [2]m

[+ ylm + [2]m , par définition de + dans Z,,
= [(z4+vy)+2]m , par définition de + dans Z,,
= [z4+ (y+2)]m , par associativité de + dans Z
= [2]m+[y+ 2]m , par définition de + dans Z,,

[]m + ([Y]m + [2]m) , par définition de + dans Z,,

Exemple 11.2.8. Voici les tables des groupes (Zs,+) et (Z4,+). Pour
rappel, si € {0,...,m— 1}, nous nous autorisons a écrire x au lieu de [z},
(cf. remarque I11.1.19).

+]0 1 2 3
0j0 1 23
1(1 230
212 3 0 1
313 01 2
2 est son propre opposé.

On voit par exemple que pour (Z4,+),

"1 faut vérifier que cette définition ne dépend pas du représentant choisi pour les
classes [z]m et [Y]m.

811 faut étre conscient que nous sommes en présence de deux symboles “+” distincts;
d’une part, 'addition de classes d’équivalence définie en 11.2.6 et d’autre part, ’addition
usuelle d’entiers.
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3. Anneaux

En mathématiques, il est fréquent de rencontrer des structures possédant
non pas une seule opération mais deux opérations. Nous introduisons donc
la notion d’anneau.

Définition I1.3.1. Un anneau est un ensemble A muni de deux opérations
binaires internes et partout définies
+:AxA— A
et
tAXA— A
qui jouit des propriétés suivantes
(1) (A,+) est un groupe commutatif (nous conviendrons donc de noter
le neutre pour + par 0 et opposé de a € A par —a).
(2) L’opération - est associative,
(3) - possede un neutre (nécessairement unique) noté 1,
(4) - est distributif & gauche et a droite par rapport & +, i.e., pour tous
a,b,c € A,
a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c
On dit que 0 (resp. 1) est le zéro (resp. 'unité) de 'anneau.

Si de plus, l'opération - est commutative, alors 'anneau est dit commu-
tatif.

Proposition 11.3.2. Si A est un anneau, on a
0-a=0,
(=1)-a=—a.
Démonstration. Tout d’abord, on a
0-a=(04+0)-a=0-a+0-a

donc 0 - a est un neutre pour +. D’ou la conclusion, vu l'unicité du neutre.
Ensuite,

O\-/g:(l (-1)-a=1-a+(-1)-a=a+(-1)-a.
0

Ainsi, (—1) - a est bien l'opposé de a.

Exemple 11.3.3. Les ensembles
Z? @7 R? C? Kz

muni des opérations usuelles d’addition et de multiplication ont une struc-
ture d’anneau.
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Exemple I1.3.4. Nous avons vu dans ’exemple 11.2.4 que (P(X), A) pos-
sede une structure de groupe commutatif. Munissons cette structure d’une
seconde opération pour en faire un anneau. Il est facile de vérifier que

(P(X),A,N)
possede une structure d’anneau, le neutre pour N étant X. L’opération
“d’addition” (resp. de “multiplication”) est ici A (resp. N). Le zéro (resp.
l'unité) de cet anneau est () (resp. X). En particulier, dans cet anneau, tout
élément est égal & son carré’. En effet, Y NY =Y.

Définition 11.3.5. Soient A est un anneau et B un sous-ensemble de A
contenant 1'unité de A. Si la restriction des opérations + et - & B définissent
un anneau sur B, alors B est qualifié de sous-anneau de A.

Dans la section précédente, nous avions muni Z,, d’une structure de
groupe. Nous allons & présent le munir d’une structure d’anneau.
Définition 11.3.6. Soit m un entier positif. On définit 'opération
< Loy, X Loy, — Loy,
par
Vérifions que cette définition a un sens'®. Si 2’ =,, x et 3y =,, y, alors il
existe des entiers relatifs k et £ tels que

¥ =x+km
y =y+Im.
Des lors,
2y = (x 4+ km)(y + tm) = zy + (2 + yk + kfm)m.
Par conséquent, 2’1y’ =,, zy et en d’autres termes,
[2y]m = [y Tm.

Proposition 11.3.7. L’ensemble Z,, des entiers modulo m muni de l’opé-
ration + donnée dans la définition 11.2.6 et de l'opération - définie ci-dessus
est un anneau commutatif d’unité [1],,.

9Un anneau ayant cette propriété est qualifié d’anneau de Boole.
10pgyy rappel, nous devons montrer que cette définition ne dépend pas des représen-
tants choisis.
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Démonstration. Il s’agit une fois encore de simples vérifications. Mon-
trons la distributivité a gauche de - par rapport a 4. Soient x,y, z € Z,

= [2]m v+ 2]m , par définition de + dans Z,,
[x(y+ 2)|m , par définition de - dans Z,,
= [zy+ xz]nm , par distributivité dans Z
[

Y|m + [22]m , par définition de + dans Z,,
= [@]m - [Y]m + [®]m - [2]m , par définition de - dans Z,,

Remarquons que 'on utilise le fait que Z est un anneau. Les vérifications
des autres axiomes sont laissées au lecteur.
[

Exemple I1.3.8. Poursuivons 'exemple 11.2.8 en donnant a présent la
table de multiplication de Zg et Zy4,

01 2 3
0/0 0 0 O
110 1 2 3
210 2 0 2
3/0 3 21

Définition 11.3.9. Soit A un anneau. Un élément x € A est inversible s’il
existe un élément z’ € A, appelé inverse de x, tel que zz’ = 2’z = 1.

Exemple 11.3.10. Au vu de l'exemple I1.3.8, on remarque que, dans
I’anneau Zg, 2 est inversible et est son propre inverse puisque 2 -2 = 1.
Par contre, dans Z,4, 2 n’est pas inversible mais 1 et 3 le sont.

Définition 11.3.11. Un anneau non trivial A dans lequel tout élément

fll

non nul possede un inverse est appelé corps. Un corps commutatif™* est un

champ.

Exemple 11.3.12. Au vu de ’exemple 11.3.8, Z3 est un champ mais Z4 est
un anneau commutatif qui n’est pas un corps.

Pour étudier de maniere précise la division dans Z,,, il est nécessaire de
revoir en détail certains résultats sur les entiers.

Définition 11.3.13. Soit a,b € Z tels que ab # 0. Le plus grand commun
diviseur (ou p.g.c.d.) de a et de b est 'entier positif d qui satisfait aux deux
conditions suivantes :

i) d|a et d|b,
ii) si cla et ¢|b, alors ¢ < d.

L’algorithme d’Euclide permet de rechercher le p.g.c.d. de deux entiers.
Proposition 11.3.14. Soient a,b € 7 avec ab # 0. En appliquant succes-

Hela signifie que - est commutatif. En effet, par définition d’'un anneau, + est
toujours commutatif.

On pourrait méme se res-
treindre & a,b € N car
pged(a, b) = pged(—a, d)
= pgcd(a, —b).
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siwvement la division euclidienne, on obtient la suite d’équations

aqy +ry, 0<r<a
a = 7r1qs+ 73, 0<rg<mr
L = T9q3+7Ts3, 0<rg<ry
ri—2 = Tj-14q; + 71y, 0< ry <7rj-1
Tj—-1 = Tjd4j+1, rj # 0.

Le p.g.c.d. de a et de b est le dernier reste non nul r;.

Lemme 11.3.15. Soient a,b,m € Z, ab# 0. On a
pged(a, b+ ma) = pged(a, b).

Démonstration. Soient d le p.g.c.d de a et de b et g celui de a et de
b+ ma. Puisque d|a et d|b, alors d|b+ ma. Donc d est un diviseur commun
de a et de b + ma. Pour conclure, il suffit de montrer que g < d. On sait
que gla et g|b+ ma; de 1a on tire que g|b. Ainsi, g est un diviseur commun
de a et de b donc g < d.

[
Démontrons a présent l'algorithme d’Euclide.
Démonstration. Par le lemme précédent, il vient immédiatement
pged(a,b) = pged(a,r1) = pged(ri,2) = ... = pged(rj_1,75) =715
[

Exemple I1.3.16. Calculons le p.g.c.d. de 966 et 429 par l'algorithme
d’Euclide,
966 = 429.2 4 108

429 = 108.3+4 105
108 = 105.1+3
105 = 3.35.

Ainsi, le p.g.c.d. recherché est 3.

Théoréme 11.3.17 (Théoréme de Bezout). Soient a,b € Z tels que ab # 0
et d le p.g.c.d. de a et de b. Il existe des entiers relatifs xq et yg tels que

d = axg + byg.
Démonstration. Considérons ’ensemble
S={ax+by|x,y €Zet ax + by > 0}.

Cet ensemble est une partie non vide de N, elle contient donc un plus petit
élément'? d = axg + byy. Montrons que d est le p.g.c.d. de a et de b en
vérifiant qu’il satisfait aux conditions de la définition I1.3.13. Supposons

120n dit que N est bien ordonné.
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que d ne divise pas a. Des lors, si on effectue la division euclidienne de a
par d, il existe q,r € Z tels que

a=qd+r, 0<r<d.
Par conséquent,

r=a—qd=a—q(axo + byo) = a(l — gzo) + b(—qyo)
ce qui signifie que r € S et r < d. Ceci contredit le fait que d est le plus
petit élément de S. Par conséquent, d|a. De maniere analogue, on montre
que d|b. Soit ¢ un diviseur commun de a et b. Des lors, c|ax 4+ by pour tous
x,y € Z. Donc c|d et comme d > 0, on conclut que ¢ < d. Ce qui suffit.
[

Remarque 11.3.18. Soient a,b € Z tels que ab # 0 et d le p.g.c.d. de a
et de b. Les entiers xg et yg donnés dans le théoreme de Bezout peuvent
étre obtenus par élimination de r1,72,...,7j_1 dans le systeme d’équations
fourni par lalgorithme d’Euclide. En effet, on a

i = T2 = qiTi-1
et en utilisant I’équation précédente, on trouve
rj =7j-2 = q(rj-3 — ¢j-17j-2)
En continuant de proche en proche, on exprime r; comme combinaison de

a et de b. En particulier, on aurait pu reproduire ici la preuve du théoreme
VIIL.5.14.

Exemple 11.3.19. Poursuivons I'exemple 11.3.16. En remontant de proche
en proche, on a

3 = 108—105
— 108 — (429 — 108.3) = 108.4 — 429
— (966 — 429.2).4 — 429 = 966.4 + 429.(—9)

Définition 11.3.20. Deux entiers non nuls a et b sont premiers entre eux
ou relativement premiers si leur p.g.c.d. vaut 1.

Un entier p > 1 est un nombre premier si ses seuls diviseurs sont 1 et
p. Un entier plus grand que 1 qui n’est pas premier est dit composé. Les
premiers nombres premiers sont

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43, 47,53, 59, . ..

Proposition 11.3.21. Soient a,b € Z tels que ab # 0; a et b sont premiers
entre eux si et seulement si il existe x,y € Z tels que ax + by = 1.

Démonstration. La condition est nécessaire par le théoreme de Bezout.
Supposons a présent qu’il existe x,y € Z tels que ax + by = 1. Soit d le
p.g.c.d. de a et de b. Puisque d divise a et b, il divise ax + by quels que
soient z,y € Z. Comme d > 1, alors d = 1.
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Proposition 11.3.22. Soient m et a deux entiers positifs. L’élément x =
[a]y, de Z,, est inversible si et seulement si a est premier avec m.

Démonstration. Soit a € {0,...,m — 1} tel que x = [a],,,. Supposons que
x est inversible dans Z,,. Il existe donc b € {0,...,m — 1} tel que

[alm - [blm = [
Par conséquent, il existe k € Z tel que ab 4+ km = 1. Par la proposition
11.3.21, a et m sont premiers entre eux.
Réciproquement, si a est premier avec m, par la proposition 11.3.21, il
existe «, 8 € Z tels que ac + mfB = 1. De la, on trouve
[alm - [a]m = [m,
ce qui signifie que x = [a],, est inversible.
[ ]

Exemple 11.3.23. Plagons-nous dans Zo; et recherchons l'inverse de 8.
L’algorithme d’Euclide nous donne

21 = 82+5
8§ = 5143
5 = 3142
3 = 2141
2 1.1.

On s’apergoit que 8 et 21 sont premiers entre deux. Ainsi, 8 est bien in-
versible dans Zs;. De ces relations, on tire

1 = 3-2=3-(5b—-31)=32-5
(8—5)2—-5=82-53
= 82—(21-8.2).3=288—213.
Donc 8.8 =91 1 et 'inverse de [8]o; est [8]21. A titre d’exercice, on peut
vérifier que [10]5,) = [19];.
Par contre, 3.7 = 21 =91 0, c’est-a-dire que
[3]21.[7]21 = [0]1.
Les nombres 3 et 21 ne sont pas premiers entre eux. Si nous supposons que
[3]21 est inversible dans Zs;, on pourrait multiplier la derniere relation par

I'inverse de [3]21 et obtenir la contradiction [7]2; = [0]21 (en effet, 7 #21 0 et
donc les classes d’équivalence [7]2; et [0]2; sont distinctes).

Remarque 11.3.24. Dans I'exemple précédent, Zo1 n’est pas un corps et
on a trouvé deux éléments non nuls dont le produit est nul'®. Si a et b sont

130n dit que [3]21 et [7)21 sont des diviseurs de zéro.
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des éléments d’un corps K et si a-b =0, alors a = 0 ou b = 0. En effet, si
a # 0, alors il possede un inverse a~! et en multipliant par cet inverse, on a

0O=a'-a-b=0b.

Proposition 11.3.25. Soit m un entier supérieur ou égal a 2. L’anneau
Loy, €st un champ si et seulement si m est un nombre premier.

Démonstration. Si Z,, est un corps, tout élément non nul est inversible.
Au vu de la proposition 11.3.22, 1,...,m — 1 sont premiers avec m. Par
conséquent, m a comme seuls diviseurs 1 et m et est donc premier.

Supposons a présent que m > 2 est premier. Dans Z,,, 0 # 1 et
1,...,m — 1 sont tous premiers avec m. Par la proposition I1.3.22, tous
les éléments non nuls de Z,,

s eoy m— 1],

sont inversibles et donc Z,, est un corps'?.

1 ¢rest méme un champ.






CHAPITRE III

Matrices

Dans ce chapitre, on considére un champ K fixé une fois pour toutes!.
Les éléments de K sont appelés scalaires.

1. Premieres définitions

Définition II1.1.1. Pour tous entiers positifs m et n, une matrice m x n
a coeflicients dans K est un tableau rectangulaire d’éléments de K formé de
m lignes et de n colonnes. On note une matrice par

aix -+ Qlp
A=
am1 " Qmn
L’élément de la matrice A se trouvant a la i-ieme ligne et a la j-ieme colonne
se note simplement a;;, 1 <i <m, 1 < j < n. Pour désigner la matrice A,
on écrit aussi parfois

A = (aij)i<i<m,
<j<n

et méme simplement A = (a;;) si les valeurs de m et n sont clairement
déterminées par le contexte. L’ensemble des matrices m x n a coefficients
dans K est noté K.

Soit A € K", m est la hauteur de A et n sa largeur. La matrice A est

» horizontale si m < n,
» verticale si m > n,
» carrée si m = n,
» rectangulaire si m # n.
Si A est une matrice carrée, on appelle la valeur commune des entiers m et
n, la dimension de A.

Enfin, deux matrices A = (a;;) et B = (b;;) de forme m x n sont égales
si a;j = bjj pour tous i € {1,...,m} et j € {1,...,n}.

10n pourra par exemple considérer que K = R ou K = C. Néanmoins, toutes les
notions introduites dans ce chapitre peuvent s’adapter a un champ arbitraire. Rappelons
que l'on note 0 (resp. 1) le neutre pour opération + (resp. -) de K.

45
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Exemple II1.1.2. Voici quelques exemples de matrices.

» La matrice horizontale A de Q% définie par a;1 = 1, a9 = 2,
a1z = 3/4, ag1 =0, age = —1 et ags = 5 est la matrice

()

» La matrice verticale B de R3 définie par a;; =i — j est la matrice

0 -1
B=1|1 0
2 1
» La matrice carrée $ = (h;;) de R} définie par
1
hij = ———
t+5—1

est appelée matrice de Hilbert. Si n = 4, alors
1 1/2 1/3 1/4
1/2 1/3 1/4 1/5
1/3 1/4 1/5 1/6
1/4 1/5 1/6 1/7

H =

Définition I11.1.3. Si A = (a;;) est une matrice carrée, les nombres a;;
sont les coefficients diagonauzr de A. La diagonale formée par ces nombres et
qui part du coin supérieur gauche est la diagonale principale de A. L’autre
diagonale de la matrice A qui part du coin supérieur droit est la diagonale
secondaire. Si n est la dimension de A, cette derniere diagonale est formée
des nombres a; ,,—;+1. Ces deux diagonales sont représentées ci-dessous pour

—

des matrices de dimension 4 et 5 :

*

* K| ¥

* X X | *

* | ¥ | ¥ | *
* | X | ¥ | *
*

olE

* | % | K| X | *

* K| K| X X

* | ¥ | ¥ | ¥ | ¥
o

*
*

=\

On dit que A est diagonale si a;; = 0 deés que ¢ # j. Une matrice diago-
nale étant completement déterminée par ses coefficients diagonaux Ay, ..., An,
on note

A = diag(A1, ..., An).

La matrice A est triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure) si
a;j = 0 des que i > j (resp. i < j). Voici un exemple de matrice triangulaire
supérieure :
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Il est souvent commode d’introduire le symbole de Kronecker défini par
dij = { ! S? l :‘7:
0 sii#j
Exemple II1.1.4. Considérons la matrice carrée A € R} définie par
aij = “5@]

C’est une matrice diagonale de la forme

1 0 --- 0
2
0 = diag(1,2,...,n).
: -0
0 - 0 n

Définition II1.1.5. La matrice nulle m x n est la matrice dont tous les
éléments sont nuls. On la note 0, , ou méme 0 si m et n sont sous-entendus.

La matrice unité (aussi appelée matrice identité) de dimension n est la
matrice diagonale

In = diag(l, ceey 1) = (5ij)1§i,j§n-
Une matrice m x 1 est appelée wvecteur colonne. L’ensemble de ces

vecteurs se note K™. De méme, une matrice 1 X n est appelée vecteur
ligne. L’ensemble de ces vecteurs se note K,,.

2. Opérations sur les matrices

2.1. Multiplication scalaire. Soient A € K et A € K. On note
AA la matrice m X n dont les coefficients sont obtenus en multipliant les
coefficients de A par le scalaire A,

AA = (Aaijhi<i<m,-

I<j<n
On vérifie aisément que si A\, u € K et si A € K], alors
1A = A,
AMpA) = (Ap)A.
Exemple II1.2.1. Par exemple,
1 0 3 3 0 9
32 = 0 ]=[6 37 O
0 0 -1 0 0 -3
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2.2. Addition. La somme de deux matrices n’est définie que si elles

m

m_ on note A 4+ B la matrice dont les

ont méme forme. Soient A,B € K
coeflicients s’obtiennent en additionnant les coefficients correspondants de
A et de B,

A+ B= (aij + bij)1§z‘§m,-
1<j<n

On vérifie aisément que si A\, u € Ket si A, B,C € K], alors
(A4 p)A=NA+ uA,
AMA+ B)=)XA+)\B

et aussi’

(A+B)+C=A+(B+(C)
A+B=B+A

A+0=0+A=A

L’opposé de la matrice A se note —A = (—1)A.

Exemple I11.2.2. Par exemple,
1 2 . -1 3\ (0 5
3 4 0 2/ \3 6/
Définition II1.2.3. Soient A;,..., A, € K" et A1,..., A, € K. Une ex-
pression de la forme

D ONA=MA o+ A,

i=1
est appelée une combinaison linéaire des matrices Aq,..., A,. Les scalaires
A, ..., A\ sont les coefficients de cette combinaison.

2.3. Multiplication. Le produit de deux matrices A et B n’est défini
que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. Soient
Ac K et B € KJ. On note AB la matrice m x ¢ définie par

AB = (Z aikbkj>
k=1

On voit donc que I’élément d’indices 7, j du produit de A et de B est la somme

des produits des éléments de la i-ieme ligne de A par ceux correspondants de

la j-iéme colonne de B. On dit que le produit s’effectue lignes par colonnes.
1

0
o o)(2oo)=(3 W)
0 2 —1

2(K?, +) est un groupe commutatif. En outre, muni de la multiplication scalaire, K};*

1<i<m,
<j<t

Exemple I11.2.4. On a

_= O O

possede méme une structure d’espace vectoriel.
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Proposition 111.2.5. On a les propositions suivantes.
i) Si A est un scalaire et si A € K", B € K}, alors

(M)B = A(AB) = \(AB).
ii) Le produit matriciel est bilinéaire, i.e., si A, B et C' sont des ma-
trices et A, p des scalaires, alors
(M + uB).C = NAC + uBC
A.(AB + uC) = AAB + pAC
ot l’on suppose que les produits matriciels ont un sens.
iii) Le produit matriciel est associatif :
A(BC) = (AB)C
ou A€ Ky, BeKj, CeKi.
iv) Si Ae Kl

™, alors

0pmA=0, A0,,=0
et
I,A=A Al,=A.
Démonstration. Nous démontrons l’associativité du produit matriciel.

On a tout d’abord

[(AB)Cli; = (AB)ixCk;

M= I

q p q
<Z Aiszk> Crj=> > AuBuCy;.

/=1 k=1 (=1

i

1
De plus,

[A(BC)ij = > Au(BC)y
(=1

q p q p
= Z A Z B Crj = Z Z AigBogCh;-
k=1

/=1 {=1 k=1
On conclut en permutant les sommes.
A présent, montrons que Al, = A. Les autres résultats sont laissés en
exercice. Rappelons que (1,,);; = 6;;. Des lors, on a

n
(AlL)ij = Zazk5kj = ajj,
k=1

ce qui suffit.
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Exemple I11.2.6. Vérifier que le produit de deux matrices carrées de méme
dimension et diagonales (resp. triangulaires supérieures, triangulaires in-
férieures) est encore une matrice diagonale (resp. triangulaire supérieure,
triangulaire inférieure).

Définition II1.2.7. Puisque le produit matriciel est associatif, on peut
définir la puissance n-itme d’une matrice carrée A de dimension k, n > 0,
par

A"=A.. A.
——

n fois

Sin =0, on pose A° = I},.

Remarque I11.2.8. Le produit de matrices carrées n’est en général pas
commutatif. En effet, on a

01 0 1y _ /0 O
0/\0 0/ \o 1
01 0 1y /10
0/\1 0/ \o O
Définition 111.2.9. Deux matrices carrées A et B commutent si>

AB = BA.

—_

)

Remarque [11.2.10. Si les matrices A et B sont carrées de méme dimen-
sion et commutent alors, la formule du bindme de Newton subsiste

(A+B)" = f: ck Ak pr=k,
k=0

Par contre, si A et B ne commutent pas?, alors

(A+B)" = A"+ A" 1B+ A" 2BA+...+ ABA" 24 BA™!

+A""2B? 4 ...+ B".

Par exemple, si A et B ne commutent pas, alors

(A+B)> = A+ A’B+ ABA + BA? + B*A+ BAB + AB*> + B?
et
(A+B)* = A' + A3B+ A’BA+ ABA? + BA3

+A?B? + ABAB + BA’B + AB>A+ BABA + B*A* + B%.

30n définit le commutateur de A et B par [A, B] = AB—BA. Ainsi, A et B commutent
si et seulement si leur commutateur est nul.

40n peut faire analogie avec les mots de longueur n que l'on peut écrire (sans se
préoccuper du sens) sur un alphabet de deux lettres {a, b}. Il est clair que le mot aba est
différent du mot baa (on ne peut donc en général pas commuter les lettres d’un mot sans
le modifier). Ainsi, tous les mots de longueurs 3 sur {a,b} sont aaa, aab, aba, baa, bba,
bab, abb et bbb. On pourra comparer cette liste avec développement de (A + B)? ci-dessus.
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Exemple I11.2.11. Voici quelques exemples de matrices qui commutent.

» Toute matrice carrée A commute avec 0 et 1. En effet, AO =04 =0
et Al =TA= A.
» Les puissances d’'une méme matrice carrée A commutent. Soient
p,q € N. Il vient
AP AT = A9AP,
Par conséquent, si Ao, A\1,..., A\ et po, p1, - - -, s sont des scalaires
et si A et une matrice carrée, alors®

Ml +M A+ +NA" et pol + A+ 4 pgA°
commutent.
» Deux matrices diagonales (de méme dimension) commutent et
diag(A1, ..., Ay) diag(pr, - .., ) = diag(A 11, .-y Arpiy).

Remarque I11.2.12. Quelques remarques concernant le produit matriciel.

» Il existe des matrices A, B telles que BA = —AB (dans ce cas, on
dit que les matrices sont anticommutatives). Par exemple,

1 0 0 -1\ 0 -1\ /1 0
0 -1)\1 o) \1 0o/\0o —-1)°
» Le produit de deux matrices peut étre nul sans qu’aucun des fac-
teurs ne soit nul. Par exemple,

1 2 0 1 -1 1 11
<. Zl> —0, [-1 0o 1 ][t 1 1]=0
! 1 -1 111

2.4. Transposition. La transposée de la matrice A = (a;j) € K" est
la matrice A € K7, dont les lignes sont les colonnes de A,

(A)ij = aji-
On vérifie facilement que
A=A,
(M + B = AA + 1B,
(ABY = BA.

50n dit que Aol + M A+---+ X\ A" est un polynéme de matrices. On peut également
définir 'exponentielle d’une matrice carrée A de la maniére suivante. Si A est une matrice

s n
A A
=D

n=0

converge vers une matrice carrée de méme dimension appelée 1’ exponentielle de A (dans ce

carrée, alors la série

cours d’algebre linéaire, nous ne voulons pas nous étendre sur la notion de convergence).

B A+B

Onae’ =1, ee ™ =€’ =I. Cependant, la formule e?e? = e n’est valable que si

les matrices A et B commutent (cf. la remarque II1.2.10).
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Définition I11.2.13. Si A est une matrice carrée telle que A= A, alors on
dit que A est symétrigue. En d’autres termes, A est symétrique si a;; = a;;
pour tous ,j. Si A= —A, alors A est dite antisymétrigue. Dans ce cas,
aj; = —aj; pour tous i, j.

2.5. Opérations spécifiques aux matrices complexes. Dans ce
paragraphe, le corps K est C.

Définition 111.2.14. On peut associer a la matrice complexe A = (a;;),
les matrices suivantes
» la partie réelle de A : (e A);; = Rea;j,
» la partie imaginaire de A : (Jm A);; = Imayj,
» la matrice conjuguée de A : (A);; = @y,
» la matrice adjointe de A :

A = A=A

)

autrement dit, (A*);; = aj;.

Exemple I11.2.15. Soit la matrice
1447 2 1—4
A=
< 0 w7 3+ 2i> ’
on a

12 1\ . (10 -1\ — (1—i 2 1+i
%“L‘Q w3>“mA_<00 2>’A_<() w3—%>

et
1—2 0
A = 2 0
147 3—22
Pour autant que les opérations soient définies, il est immédiat de vérifier
que
A=ReA+iTJmA A=ReA—iTmA
9%eA;%(A+A) TmA=4(A-A)
A=A (A=A
M+ puB=XNA+7B (M + pB)* = NA* 4+ B*
(AB)* = B*A*
Définition I11.2.16. Une matrice carrée A est hermitiennesi A* = A. Elle
est antihermitienne si A* = —A. En particulier, si A est hermitienne (resp.

antihermitienne), alors ses éléments diagonaux sont réels (resp. imaginaires
purs).
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3. Sous-matrices

Soit A une matrice m x n. La construction d’une sous-matrice revient
a extraire les éléments se trouvant sur certaines lignes et certaines colonnes
afin d’obtenir une nouvelle matrice. Considérons les entiers i1,...,4, et
J1,-..,7s tels que
1<y <~ <ip <y
I<i<--<js<n
On pose

A(ilv"'viT;jlv"'ij) = (alk][)1§k§7’"
1<t<s

On dit que cette matrice est une sous-matrice de A.

Exemple II1.3.1. Soit la matrice

1 2 3 4
A=|5 6 7 8
9 10 11 12
On a par exemple,
1 3 s
Aq213) = (5 7) v Agpesny =0 2 3 4), Anass =17
11
Comme nous I’a montré I’exemple précédent, les lignes Lq,..., Ly, et les
colonnes C1,...,C, de A sont des sous-matrices particulieres de A.

Notons enfin que, par abus de langage, on appelle sous-matrice diagonale
de A, une sous-matrice de A pour laquelle on a sélectionné des lignes et des  Cette notion réapparaitra

notamment dans la propo-

colonnes de méme indice dans A. Ainsi, une sous-matrice diagonale est de . " 1~

la forme

A(ilv--'v

On remarque que les éléments de la diagonale principale de A,

Uho3i15ennnif)

k5015l
sont des éléments de la diagonale principale de A. Par exemple,

1 3

9 11
est une sous-matrice diagonale de la matrice A donnée ci-dessus. En général,
une sous-matrice diagonale n’est pas une matrice diagonale !

4. Matrices composées

La section précédente nous a montré quune matrice pouvait se décom-

poser suivant ses lignes ou ses colonnes. Dit autrement, si L1,..., L, € K,
(resp. C1i,...,C, € K™) sont les lignes (resp. colonnes) de A € K" alors
Ly
A= = (Cy Cy)
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Inversement, si on se donne m vecteurs lignes ou n vecteurs colonnes, on
peut construire une matrice A.

Ce phénomene de construction d’une matrice a partir de certaines de ses
sous-matrices se généralise de la maniere suivante. Considérons les matrices
Aij, 1 <i<r, 1<j<s,ou A;j est une matrice m; x n; (pour tous i, j, m;
et n; sont des entiers positifs). On considére alors la matrice

Ao Ags
: s = Aighi<isrn,
Arl o Ars eI
obtenue en juxtaposant les matrices A;; dans 'ordre. Les matrices A;; sont
bien siir des sous-matrices particulieres de A, on les appelle les matrices
partielles de la matrice composée.

Exemple I11.4.1. Considérons les vecteurs colonnes

1 4 7
3 6 9
La matrice composée (C; Cy C3) est
1 47
2 5 8
3 6 9

Considérons a présent les matrices

1 2 5
A11=<3 4>7 A12:<6>’ A21:(7 8)’ AQZ:(Q)'

La matrice composée (A;j)1<i j<2 est la matrice

1 215
3 416
7 819
Définition II1.4.2. Soient Aq,..., A, des matrices carrées de dimensions
respectives ni,...,n,. On peut construire la matrice composée diagonale
Ay
diag(Ay, ..., A,) = = (Ai0i5)1<ij<r-
Ay

Cette matrice est une matrice carrée de dimension Z§:1 n; dont les seules
matrices partielles non nulles sont celles se trouvant sur la diagonale.

Exemple I11.4.3. Soient les matrices

12 5 6
A1_<3 4)’ A2_<7 8>'
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La matrice composée diagonale diag(A1, A2) est la matrice

Un des intéréts des matrices composées est que les opérations sur les ma-
trices composées peuvent s’exprimer en termes de leurs matrices partielles.
Si A et B sont des matrices composées
A= (Aijh<i<r, B=(Bij)i<it,
1<5<s 1<5j<u
telles que r = t, s = u et pour tous 7, j, A;; et B;; ont méme forme, alors
A+ ,U,B = ()\AZ] + ,uBij)lgigr’.
1<5<s
Intéressons-nous a présent au produit de deux matrices composées. Le
produit de deux matrices composées peut s’effectuer lignes de matrices par-
tielles par colonnes de matrices partielles a condition que la division des
lignes de la premiere soit identique a la division des colonnes de la seconde.
En d’autres termes, si
A= (Aijh<i<r, B=(Bij)i<it,
1<5<s 1<5<u

sont telles que s =t et que les produits A;, By; ont un sens, alors
S
AB = (Z AikBkj>
k=1

On dit parfois qu’on effectue le produit “grosse ligne par grosse colonne”.

1<e<r,
1<55<u

Exemple I11.4.4. Le résultat précédent est immédiat si on remarque qu’il
ne s’agit finalement que d’une maniere évoluée de faire le produit. Traitons
un exemple,

a1 a2 | ai3 bi1 b2
a1 a2 | ass bor  boo
az1 as | ass bs1 D32

ain a1z (b1 bi2 a13
b b
_ <a21 a22> <b21 522> * <a23> (bs1bs2)
b b
(as1 as) < 1 b;i) + (ass) (bs1 bs2)

bo1
a11b11 + a12b21 + a13bzr  aribiz + arabs + ai3b3
= | a21b11 + azobor + az3bzr  az1bi2 + aznba + azzbsz
az1bi1 + az2ba1 + aszbzr  aszibia + azabaa + azzbz
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Remarque I11.4.5. Dans le cas particulier ou L,..., L,, sont les lignes
de A€ K et Cp,...,C, les colonnes de B € K7, alors

T

AB = (LZ'CJ') 1<i<m, -

i<j<r
Enfin, si

A= (AZ]) 1<i<r, , alors AV = (A]Z) 1<i<s, -

1<5<s 1<5<r
5. Vecteurs
Rappelons qu’'un vecteur colonne (resp. ligne) est une matrice particu-

liere de forme n x 1 (resp. 1 x m). Le nombre n (resp. m) est la dimension
du vecteur. On notera un vecteur colonne x par

I

Ln

et un vecteur ligne y par

y=0 - Ym)-
Ici, un seul indice est nécessaire. Les scalaires x; (resp. ;) sont appelés
composantes du vecteur x (resp. y).

Le nom de vecteur® sans autre précision est en général réservé aux
vecteurs colonnes. Les vecteurs étant des matrices de formes particulieres,
toutes les opérations définies précédemment sont applicables aux vecteurs
colonne et ligne. En particulier, on peut considérer des combinaisons linéaires
de vecteurs de méme dimension.

Définition II1.5.1. Les vecteurs unitaires a n dimensions sont donnés par

1 0 0
0 1 :
ei=|0], e2=|0], ..., en=10
: : 0
0 0 1

Quel que soit le vecteur z € K", on a
n
T = E Zj€y.
Jj=1

Remarque I11.5.2. Si A € K7,, alors il est aisé de vérifier que
Aej :Cj et e, A= Ly
6Dans le chapitre VII, on étudie les espaces vectoriels en général. Un vecteur est alors

simplement un élément d’un espace vectoriel. Il est facile de vérifier que K™ est un espace
vectoriel particulier.
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ou C; (resp. Ly) est la j-ieme colonne (resp. k-ieme ligne) de A, 1 < j < m,
1 < k <n. En particulier,
é} A ej = Akj-

Dans ce qui suit, on va s’intéresser principalement & des vecteurs com-
plexes.

Définition I11.5.3. Le produit scalaire (canonique) de deux vecteurs x,y €
C™ est le nombre complexe®

n
(x,y) =y 'z = ijy_j
i=1

Exemple II1.5.4. Soient deux vecteurs de C3

2 2+
r=|2i] ety= 1
3 1+

Ona (z,y) =2.(2—14) +2.14+3.(1 —i) =7 — 3i.

Le produit scalaire jouit des propriétés suivantes (les démonstrations
sont immédiates et sont laissées au lecteur) :

> (y,2) = (z,9);

» le produit scalaire est linéaire par rapport au premier facteur et
antilinéaire par rapport au second, i.e., pour tous A\, u € C, z,y,z €
C™ on a

Az + py, 2) = Mz, 2) + uly, 2),
(@, My + pz) = Mz, y) + iz, 2);

» (x,z) > 0, Pannulation ayant lieu si et seulement si x = 0;

» pour tout j € {1,...,n}, (z,e;) = x;

» pour tous 4,7 € {1,...,n}, (e;, e;) = djj.

"D’une maniére générale, un produit scalaire sur un espace vectoriel complexe est
une forme bilinéaire gauche hermitienne définie positive (les définitions sont précisées ci-
dessous). Ici, I'application de C™ x C™ dans C que nous venons de définir n’est qu’un cas
particulier de produit scalaire.

De maniere analogue, dans le cas d’un espace vectoriel réel, un produit scalaire est
une forme bilinéaire symétrique définie positive. Par exemple, si on considére le R-vectoriel
E des fonctions a valeurs réelles continues sur [0, 1], Papplication (-,-) : E x E — R définie
par

(frg) = / f(@)g(z) dx

est un produit scalaire sur E.
80n peut aussi de maniere analogue définir le produit scalaire (canonique) de deux
matrices A, B € C}' par (A, B) =37 > | aijbi;.

Dans ce cours, c’est le
seul produit scalaire que
nous utiliserons. Sachez
qu’on pourrait cependant
en définir d’autres...
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On peut résumer les trois premieéres propriétés en disant que (-,-) est
une forme bilinéaire gauche hermitienne définie positive®.

Définition II1.5.5. Le produit scalaire d’un vecteur = par lui-méme, par-
fois appelé carré scalaire, est le nombre positif ou nul,

n

(x,x) =2z = Z |2]2.

Jj=1
On peut des lors considérer la racine carrée de (x, z) qui est appelée module
ou norme'® du vecteur z,

o = /o2 =

Un vecteur est normé si sa norme vaut 1.

On a immédiatement

n n n
o =)l =) (Rew)® + > (Gmay)® = [Rea| + [Jmaf’.
j=1 j=1 j=1

Remarque I11.5.6. Soit x € C™,
r=0<«|z|=0.
Remarque I11.5.7. Soit z € C™. Pour tout A € C, on a
[Az| = [A]|z].
Démonstration. Il vient
Az|? = Az, Az) = M\ (z, z) = |A]? |z
[

9Une forme bilinéaire gauche sur un espace vectoriel complexe E est une application
B : E x E — C qui est linéaire par rapport au premier facteur et antilinéaire par rapport
au second. Si elle satisfait B(y,z) = B(z,y), on dit qu’elle est hermitienne. Si elle satisfait
B(z,z) > 0 pour tout z € E \ {0}, on dit qu’elle est définie positive. Enfin, une forme
bilinéaire est symétrique si B(y,x) = B(z,y).

10D une maniere générale, une norme sur un espace vectoriel F (réel ou complexe)
est une application || - || : E — R satisfaisant les trois propriétés suivantes

pour tout v € E et pour tout o € R (ou C), ||aw|| = |a| ||v]],

pour tous u,v € E, |lu+ v|| < ||ul| + ||v]],

pour tous u € E, ||u|| = 0 si et seulement si u = 0.

Une application jouissant de ces deux premieres propriétés est qualifiée de semi-norme.
En particulier, en procédant comme dans la définition II1.5.5, tout produit scalaire sur
FE induit une norme sur ce méme espace. De plus, tout norme induit une distance. Par
définition, une distance sur un ensemble M est une application d : M x M — R vérifiant
pour tous z,y € M, d(z,y) > 0 et d(z,y) = 0 si et seulement si x = y,

pour tous z,y € M, d(z,y) = d(y, ),

pour tous z,y,z € M, d(z,y) < d(z,y) + d(y, z). (Inégalité triangulaire).

La distance sur un espace vectoriel E induite par la norme || - || est définie par d(z,y) =
||z — y||, pour tous z,y € E. On vérifiera qu’ainsi défini, il s’agit bien d’une distance.
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Proposition I11.5.8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous vecteurs
z,y € C", on a
[z, )] < |zl [yl,
légalité ayant lieu si et seulement si il existe a, 8 € C, (,3) # (0,0), tels
quell
ar + By = 0.

Démonstration. Si y est nul, l'inégalité est immédiate. On a méme
I’égalité et 0.z + 1.y = 0. Nous pouvons donc supposer y # 0.
Pour tout A € C, on a
lz+My)> = (x4 \y,z+)\y)
2 + My, @) + Az, y) + [M[y[”
= |z[* + 2Re (X(z,9)) + [AP[y[* > 0.

Si on considere en particulier A = — <|3; "ZQ, on obtient alors
2 ‘ <$, y) ’2

et donc
[, y)? < 2Pyl
On obtient I'inégalité proposée en passant aux racines carrées.

Au vu de la remarque I11.5.6, I’égalité a lieu si et seulement si x4+ Ay = 0.
Si a # 0, la relation ax + Py = 0 annoncée se rééerit x + (G/a)y = 0 et est
donc bien de la forme x + Ay = 0. Si 8 # 0, on obtient une relation de la
forme Nz + 1y = 0 et on aurait pu, par symétrie, raisonner dans la preuve
ci-dessus sur x # 0 et [Nz + y|.

Corollaire 111.5.9 (Inégalité de Minkowski). Pour tous vecteurs z,y € C",
on a
|z +y| < |x] + [y,
l’égalité ayant lieu si et seulement si il existe des nombres réels positifs ou
nuls A\, u, (A, 1) # (0,0), tels que A\x = py.

Démonstration. Puisque la partie réelle d’'un nombre complexe est ma-
jorée par son module, on a

|22 + 2Re (z,y) + |y|?
2 + 2 |z, y)| + [yl
En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

@+ gl < J2f* + 2 [ Jy] + [y = (| + [y)*.

lz+y)*=(z+y,z+y)

IN

HEp d’autres termes, cela signifie que x et y sont des vecteurs linéairement dépendants
du C-vectoriel C™.

Attention! En général,

si a,b € R, alors

a? <b2 % a<b.
Pourquoi, ici, peut-on le
faire 7



L’indépendance linéaire
signifie que la seule fagon
d’obtenir 0 est que tous
les  coefficients soient
nuls.
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D’ou la conclusion. Le cas de ’égalité est trivial si x = 0 ou y = 0. Sup-
posons donc z et y non nuls. L’égalité a lieu si et seulement si Re (z,y) =
{z,y)| et |{x,y)| = |z||ly]. Au vu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, la
derniere égalité a lieu si et seulement si il existe o € C tel que y = ax.
Dans ce cas, (z,y) = a|z|? et [(z,y)| = |a||z|?. Ainsi, la premicre égalité
a lieu si et seulement si Rea = |«, c’est-a-dire si et seulement si « est un
nombre réel positif ou nul. Encore une fois, par symétrie et comme dans la
preuve de la propriété précédente, on se ramene aux conditions de 1’énoncé.

Terminons cette section sur les vecteurs en introduisant la notion de
dépendance linéaire.

Considérons un exemple de logique rudimentaire mais au combien cru-
cial. Quelle est la négation de I'affirmation : “tous les éleves de la classe
ont des lunettes” 7 Vous répondrez certainement : “au moins un éleve de la
classe ne porte pas de lunettes”. Ces deux phrases sont la négation 'une de
I'autre. De la méme facon, la négation de “tous les coefficients de la relation
sont nuls” est “au moins un coefficient de cette relation est non nul”.

Nous considérons ici des vecteurs colonnes de K" pour un champ K
quelconque. Les développements qui suivent s’adaptent aisément au cas de
vecteurs lignes.

Définition I11.5.10. Des vecteurs x1, ..., x, € K" sont linéairement dépen-
dants si il existe A1,..., A, € K non tous nuls tels que
)\1$1+"'+)\p$p:0.
Dans le cas contraire, z1,...,z, € K" sont dit linéairement indépendants,
c’est-a-dire que toute combinaison linéaire de la forme
)\1.%'1+---+Ap1'p:0
entraine

A==\, =0.

Proposition II1.5.11. Des vecteurs x1,...,x, sont linéairement dépen-
dants si et seulement si l'un d’eux s’exprime comme combinaison linéaire
des autres.

Démonstration. Si x1,...,x, sont linéairement dépendants, il existe des
scalaires A1, ..., \, non tous nuls tels que A\jz1 +---+ A\px, = 0. Sans perte
de généralité, nous pouvons supposer que A1 # 0. Ainsi,

A2 Ap
I :—)\—lxg—---—)\—lxp

et x1 est combinaison linéaire des autres vecteurs.
Réciproquement, supposons que

T1 = AoTo + -+ ApTp.
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Dans ce cas,

T1— ATy — - — A\pxp =0
ce qui signifie que les p vecteurs sont linéairement dépendants (on ne sait
rien sur la valeur de A2, ..., )\, mais le coefficient de 1 vaut 1 et est bien
non nul).
[ |

Exemple II1.5.12. Voici des exemples de vecteurs linéairement dépen-
dants ou indépendants.
» Les vecteurs unitaires eq,...,e, de K" sont linéairement indépen-
dants.
» Les vecteurs,

1 2 —4
z1= |0 , X2 = 9 , X3 = 6
0 0 2
sont linéairement indépendants. En effet, quels que soient A1, Ao, A3,
on a
A +2X—4X3 = 0
)\1561 + )\2$2 + )\3563 =0& 9y + 6)\3 =0
23 = 0

Ce systeme possede 'unique solution A\ = A\s = A3 = 0.
» Par contre, les vecteurs

0 2 —4
r1 = 12 , X2 = 9 , I3 = 6
1 0 2

sont linéairement indépendants. En effet, il est facile de voir que
2$1 - 21‘2 — X3 = 0.

» Soient les vecteurs de R3

1 0 1
—1 , 2 , 1
2—m m — 2 m

Pour quelle(s) valeur(s) du parametre m € R ces trois vecteurs
sont-ils linéairement indépendants ? Il est facile'? de vérifier que
les trois vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement si
m = 0.

Remarque I11.5.13. Les quelques résultats suivants découlent immédiate-

ment de la définition!?.

12165 calculs peuvent s’avérer parfois fastidieux. Nous aurons dans les chapitres
suivants d’autres outils & notre disposition, comme par exemple le calcul de déterminants.
13Cest un bon exercice que de les démontrer.
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» Pour qu’un seul vecteur soit linéairement indépendant, il faut et il
suffit que ce vecteur soit non nul.

» Sizy,...,x, sont linéairement indépendants, alors x1, ..., x,_1 sont
encore linéairement indépendants. De maniere générale, parmi des
vecteurs linéairement indépendants, on ne peut trouver que des
vecteurs linéairement indépendants.

» Si x1,...,x, sont linéairement dépendants, alors quel que soit y,
Z1,...,Tp,y sont encore linéairement dépendants. En particulier,
les vecteurs 0,1, ..., x, sont toujours linéairement dépendants.

» Sixq,...,x, sont linéairement indépendants et si xq,...,2p, Tp41

sont linéairement dépendants, alors x,; est combinaison linéaire
des autres.

Théoreme I11.5.14 (Théoreme de Steinitz). Soit p un entier positif, p+1
combinaisons de p vecteurs sont toujours linéairement dépendantes.

cf. théoréme VII.2.3.

Corollaire I11.5.15. Dans K", on ne peut trouver plus de n vecteurs linéaire-
ment indépendants.

Démonstration. De fait, tout vecteur de K™ est combinaison linéaire
des vecteurs unitaires eq,...,e,. Par conséquent, des vecteurs quelconques
Z1,...,Tne1 de K" sont n+41 combinaisons linéaires des n vecteurs eq, ..., e,
et sont donc toujours linéairement dépendants.

6. Quelques applications

Dans cette courte section, nous illustrons brievement quelques applica-
tions immédiates et élémentaires du calcul matriciel.

Exemple I11.6.1. Considérons quatre ordinateurs placés en réseau suivant
le schéma repris a la figure I11.1. Nous supposons que les communications
sont & sens unique (par exemple, 'ordinateur 1 peut envoyer des données a
I'ordinateur 4 mais I'inverse n’est pas vrai). Considérons la matrice A = (a;;)
ou a;; = 1 si 'ordinateur 7 est relié a 'ordinateur j et a;; = 0 sinon :

0 001
1 001
A_1000
0110

La question est la suivante. Peut-on, au moyen de la matrice A, déterminer
quels ordinateurs peuvent communiquer avec quels autres ordinateurs (en
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A

)

= =

A

FigURrE II1.1. Un mini réseau informatique.

passant par de possibles intermédiaires) ? Examinons le carré de A,

0
B=A?=

N O OO
S O = =
o O = =
— =

4
bij = E ik Qfj-
k=1

De la, on s’apercoit que b;; compte les connexions de longueur exactement
2 allant de I'ordinateur 7 a 'ordinateur j. Par exemple,

ba1 = aq1a11 + 42091 + a43a31 + ag4a41 = 2.
—_——— == = ——
=0 =1 =1 =0
Ainsi, le réseau dispose des connexions 4 — 2 — let4 —3 — 1. Il ya
donc deux chemins possibles pour acheminer des données de 4 a 1.

En examinant A et A%, on s’apercoit qu’il n’y a aucune connexion de
longueur 1 ou 2 allant de 'ordinateur 3 a l'ordinateur 2. Si on regarde la
matrice A3, on s’apercoit que ’élément & la troisieme ligne et & la deuxieme
colonne est non nul. Ainsi, le calcul de A2 et A% montre que tout ordinateur
est relié a tout autre par une connexion de longueur au plus 3.

Bien évidemment, le probleme posé ici est particulierement simple et
peut étre résolu directement sans recourir a l'algebre. Par contre, les tech-
niques algébriques deviennent indispensables lorsque la taille des réseaux
grandit.

D’une maniere générale, on peut compter le nombre de chemins de lon-
gueur n dans un graphe en calculant la n-iéme puissance de la matrice
associée au graphe. Dans notre exemple, remarquons qu’il n’est pas interdit
pour un chemin de repasser deux fois par le méme noeud. Ainsi, 1 — 4 —
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2 — 1 — 4 est un chemin de longueur 4 entre les ordinateurs 1 et 4 qui est
pris en compte dans la matrice A%.

Exemple I11.6.2 (Matrices de Pauli). En physique quantique, lors de
I’étude du moment angulaire intrinseque ou spin de I’électron, apparaissent
les équations suivantes

O0g0y = —0y0py = 105,
Oyo, = —0,0y = 10y,
0.0 = —040, = 10y

Une représentation est donnée par les matrices reprises ci-dessous,

0_01 0_0—z' 0_10
ro\1 0/ Y \i o) 7 \0 —-1)°

Exemple I11.6.3. Un vecteur de probabilité est un vecteur (ligne ou colonne)
dont les composantes sont des nombres réels positifs ou nuls et dont la somme
vaut 1. Une matrice dont les lignes sont toutes des vecteurs de probabilité
est dite stochastique.

Considérons un pays imaginaire dans lequel trois partis politiques R, .S
et T s’opposent. Les analystes politiques locaux ont décrit un modele de
prédiction de répartition des votes d’une élection a 1’élection suivante. Ce
modele est repris schématiquement a la figure II1.2. Les informations du

Fi1GURE II1.2. Modele d’élections

modele peuvent étre enregistrées dans la matrice stochastique

0,6 0,2 0,2
P=10,3 0,6 0,1
0,3 0,2 0,5

Supposons qu’a I'instant ¢, les proportions dans la population des personnes
votant respectivement pour R, S et T sont de 30%, 50% et 20%. Le modele
permet d’estimer ces mémes proportions au temps t; situé apres ¢ élections.
0,6 0,2 0,2
Ent;: (0,3 0,5 0,2) (0,3 0,6 0,1]=(0,39 0,4 0,21).
0,3 0,2 0,5
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En to, on calcule P? et

0,48 0,28 0,24
(0,3 0,5 0,2) (0,39 0,44 0,17 | = (0,417 0,36 0,223).
0,39 0,28 0,33

On remarquera que le carré d’une matrice stochastique est encore stochas-
tique. Ainsi, en calculant la puissance n-itme de P, on peut rechercher,
suivant le modele choisi, le pourcentage de la population ayant voté pour
un parti donné a partir d’une répartition initiale. La question naturelle que
I'on peut se poser est de savoir si ces pourcentages se stabilisent lorsque
n grandit. Nous verrons plus loin comment répondre a cette question et
comment étudier le comportement asymptotique de la répartition de la po-
pulation suivant les trois partis R, S et T.

Remarque I11.6.4. On pourra encore noter que l'infographie, la concep-
tion assistée par ordinateur et en particulier le rendu d’images tridimension-

nelles font un usage intensif du calcul matriciel'®.

Exemple I11.6.5. Revenons un instant sur la notion de produit scalaire.

1 0 1 2
A (Y an- (2.

Pour illustrer notre propos, placons-nous dans R? et considérons les produits
16

Soient les matrices

suivants et les normes associées, pour tous z,y € R2,

(%y) = gl‘ = T1Y1 + xr2Uy2, |,CL'| — m
(z,y)a = YAz = 2191 + 232Y2, |7|a = \/m

(r,y)B = yBx = x1y1 + T1y2 + 222y1 + 42232, |2[B = \/5'3% + 3z129 + 423
A la figure III.3, sont représentés, dans le plan euclidien, les vecteurs uni-

scalaires

taires (i.e., de norme 1) de R? pour les trois normes envisagées.

CIN T T
NI

FIGURE I11.3. {z € R? : |z| = 1}, {v € R? : |z|4 = 1} et
{x e R%: |z|p =1}

14Essayer de le démontrer.

1516 lecteur intéressé pourra par exemple consulter un ouvrage introductif comme:
R. Malgouyres, algorithmes pour la synthése d’images et ’animation 38D, Dunod (Paris),
2002.

1616 lecteur vérifiera qu’il s’agit de formes bilinéaires symétriques définies positives.






CHAPITRE 1V

Permutations

La définition du déterminant d’une matrice carrée fait intervenir les no-
tions de permutation et de signature d’une permutation. Des lors, avant
d’introduire le déterminant, nous allons présenter de maniere détaillée le
concept de permutation d’un ensemble fini X.

1. Définition et premieéres propriétés

Définition IV.1.1. Une permutation de ’ensemble X est une bijection de
X dans lui-méme. On s’intéressera ici au cas d’un ensemble fini X. Des
lors, si X contient n éléments, on pourra considérer en toute généralité! que
X =A{1,...,n}.

La permutation v : X — X

v:l—v(l),...,n—rv(n)

iy vy - i)

Tout réarrangement des colonnes du symbole donne lieu & un symbole re-

est notée par le symbole

présentant la méme permutation.

Nous dénotons par Sy, 'ensemble des permutations de {1,...,n}. Soient
v € S,. Le produit® de p1 et v est la permutation composée o v définie
par

i— u(v(i)), ie{l,...,n}
et notée simplement pv. Cette fonction est injective et surjective, il s’agit
donc bien d’'une nouvelle permutation. La permutation identique ou identité

. 1 2 -+~ n
Zd_<1 2 ... n>

Remarque IV.1.2. Des arguments élémentaires d’analyse combinatoire

est la permutation

montrent que

#S,, = nl.

1Si un ensemble X contient n éléments, il est en bijection avec {1,...,n}.
20n vérifie que ’ensemble S, muni du produit de permutations est un groupe, appelé
le groupe symétrique. Le neutre en est la permutation identique.

67
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Exemple IV.1.3. Soit la permutation p de {1,2,3} définie par u(1) = 3,
1(2) =1 et pu(3) =2. On peut la noter indifféremment

1 2 3 1 3 2 2 31 2 1 3 3 2 1
(312)’(321)’(123)’(132)’(213)
ou encore
3 1 2
(2 3 1>'
Soient les permutations

(v 284y (1234
F=\3 21 4) V" \4u1 2 3)

Le produit puv est la permutation

123 4\ /1 2 3 4 123 4
! L= !
3214/ \41 23 43 21

Il est aisé de vérifier que le produit de permutations jouit des propriétés
suivantes®.

» Le produit de permutations est associatif,
» la permutation identique est un neutre a gauche et a droite,
vid =1idv = v,
» toute permutation v possede un inverse noté v ! qui est tel que
v t=vly=id

Le symbole de v~! est obtenu en intervertissant les lignes du sym-
bole de v.

Remarque 1V.1.4. Le produit de permutations n’est en général pas com-

mutatif; en effet
1 2 3\/1 23y (123
2 3 1)\1 32/ \21 3
1 2 3\/1 2 3y (123
1 3 2/)\2 3 1) \3 2 1/

Définition TV.1.5. Deux permutations u et v de X sont disjointes si 'une
laisse invariants les nombres modifiés par 'autre. Ainsi,

mais

(1) # i implique v(7) = 1.
Auquel cas, on a aussi®
v(i) # 4 implique p(i) = 1.

3Comme annoncé a la page précédente, cela signifie que S,, muni du produit de per-
mutations est un groupe.

4Penser a la contraposition, A = B est équivalent & =B = —A (la négation de B
implique la négation de A).
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Proposition 1V.1.6. Deux permutations disjointes p et v de X commu-
tent, i.e.,
uy = v,
Démonstration. Trois cas sont & envisager.

» Sii € X est tel que u(7) # i alors, les permutations étant disjointes,
v(i) =i et ainsi p(v(i)) = p(i). Puisque u est injectif, p(u(i)) #
wu(7) (sinon, 7 et p(i) auraient méme image par p). En utilisant
une fois encore le fait que les permutations sont disjointes, on a
v(p(i)) = (i) et donc

p(v(i)) = pli) = v(p(i)).

» Sii € X est tel que v(i) # i, alors en appliquant le méme raison-
nement, on a v(u(i)) = u(v(i)).

» Enfin, si i € X est tel que p(i) = i et v(i) = i, alors p(v(i)) =
v(u(i)).

Exemple 1V.1.7. On vérifiera que les permutations suivantes sont dis-
jointes et commutent

1 2 3 45 1 2 3 45
3 21 45)7\1 2 35 4)°

2. Cycles
Définition IV.2.1. Soit X = {1,...,n}. Considérons ti,...,t, des élé-
ments de X, p > 1, et t,41,...,t,, les n — p autres éléments de X. Le cycle
associé a t1,...,t, est
(tl ty .- tp—l tp tp—f—l tn)
ty t3 -ty t1 tp1 ooty
Ainsi, cette permutation remplace t1,...,t,_1 par I’élément suivant, ¢, par

t1 et laisse inchangés les autres éléments.

Ztl\
tp t
f 2 AU t
} p+l n
tp—l
A

FiGure IV.1. Un cycle.

On note ce cycle
(ot o o1 b)),
on dit que t1,...,t, sont les éléments du cycle et que p est sa longueur.

On parle aussi de
permutation circulaire.
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Exemple IV.2.2. La permutation

1 2 3
2 31

est en fait un cycle que 'on pourra alors noter plus simplement (1 2 3).
On peut aussi considérer le produit deux cycles. On a

(1 2 493 1 4)=(2 4 3)

1 2 3 4\(1 2 3 4\ (1 2 3 4
2 43 1/)\4 213 14 2 3)°

Remarque 1V.2.3. Les remarques suivantes sont immédiates.

car

» On peut permuter circulairement les éléments d’un cycle. Cela
équivaut a un réarrangement de son symbole. Par exemple,

(1 32)=(2123=0321).

» Dans la définition précédente, un cycle (t1 to -0 tp1 tp) laisse
invariants les éléments de X \ {t1,...,%,}. Donc en particulier, tout
cycle de longueur 1 est égal a la permutation identique.

Proposition 1V.2.4. Toute permutation distincte de id est un produit de
cycles disjoints. Si on omet les cycles de longueur 1, cette décomposition est
unique a l’ordre des facteurs pres.

Avant de donner la preuve de ce résultat, considérons un exemple.

Exemple IV.2.5. On a

123456 136245
“:<346251>:<361425>:(136)(2 4.

Pour obtenir cette décomposition, on regarde les images itérées d’un élément
de X par la permutation pu. Puisque X est un ensemble fini, on réobtient
Pélément de départ aprés un nombre fini d’itérations (les justifications pré-
cises sont données dans la preuve qui suit) et de cette maniere, on détecte
un cycle. Par exemple,

1536 1donnelecycle (1 3 6).

En répétant cette procédure, on épuise les éléments de X et on met en
évidence les cycles de la permutation. Autrement dit, I’ensemble des orbites
pour pu partitionne X et chaque orbite non triviale définit un cycle.

Démonstration. Soit y une permutation distincte de id. Fixons i € X et
considérons la suite
. . 2. k-
iy (i), po(2), ooy 1 (@), e
Comme X est un ensemble fini, il existe des nombres naturels p et ¢ distincts
tels que
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On peut supposer que p < q. Dés lors, ¢ — p est un entier positif tel que
pi=P (i) = i.
Soit m;, le plus petit entier positif ayant la propriété p™i(i) = i. De cette
définition, il résulte que
iy (@), ™ ()

sont distincts deux a deux. De plus,

Ci = {i, (@), .., p™ 7 (@0} = {p"(0) | k € Z}.
En effet, si on effectue la division euclidienne de k € Z par m;, alors il existe
q € Z tel que
k p—

gm; +r avec 0 <r < m;.
Or, puisque p™i(i) =i =p
)

~™Mi(7), on a
pk () = (i) avec 0 <r < mj.

Montrons & présent que les ensembles C; forment une partition® de X.
On sait déja que 7 € Cj, il suffit donc de montrer que si C; N C; # 0, alors
C; = C;. Supposons qu'il existe v € C; N Cj. 1l existe donc k, £ € Z tels que

ki I
v=p (i) = ().
Des lors, j = ukié(i). Par conséquent, pour tout ¢t € Z, on a
: k—£,; : —k+e
p(G) = 1) et pt(6) = pTG),
ce qui signifie que C; = C}.

Choisissons a présent iy,...,43, € X tels que Cj,...,C5,

deux distincts et forment une partition de X. Vu ce qui précede, on vérifie

soient deux a

aisément que

o= (i op(in) - pm (i)

o= (G wp) o 1)
sont des cycles disjoints tels que jt = 1 - - - 7;,. Comme les cycles de longueur
1 sont égaux a l’identité, on peut les omettre sans changer la valeur du

produit.

Pour conclure, il nous faut encore montrer 'unicité de la décomposi-
tion. Supposons que p = ¥y -7, ol Vj,...,7, sont des cycles disjoints
de longueur au moins égale & 2. Soient k € {1,...,¢} et z un élément du

cycle ;. Puisque v, est un cycle, ensemble {u’(z) | i € Z} est exacte-
ment ensemble des éléments apparaissant dans ;. et coincide avec un des
Ciys - -+, Cy,. Réciproquement, pour tout j € {1,...,p}, C;; coincide avec
I'ensemble des éléments d’un des cycles 7}..

5Des ensembles P;, j € J, forment une partition de X si UjesP; = X et si ces
ensembles sont non vides et deux a deux disjoints.

Se rappeler que p est une
bijection d’inverse p~ 1.
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Remarque 1V.2.6. Certaines opérations sont faciles & effectuer dans le
cas des cycles et par le résultat précédent, se transposent aisément a toute
permutation décomposée en produit de cycles.

» On obtient la puissance k-ieme d’un cycle en écrivant le (ou les)
cycle(s) formé(s) par ses éléments pris de k en k.

aYa
o A

Ficure IV.2. Un cycle et son carré.

12 3 4)°

(1 3)(2 4),

123 4°=01 43 2.

En particulier, la puissance /-ieme d’un cycle de longueur ¢ est la
permutation identique.

» Voici une conséquence de la remarque précédente et de la proposi-
tion IV.2.4. Si m est le plus petit commun multiple des longueurs

des cycles o1, ..., 0, apparaissant dans la décomposition de la per-
mutation pu, alors
u™ = id.
En effet,
p"=oi" o)
et pour tout i € {1,...,r}, m est un multiple de la longueur de o;.

Donc, vu la premiere remarque, o;" = id.
» L’inverse d’un cycle s’obtient en renversant ’ordre de ses éléments.
Par exemple,

(1234 =432 1).
3. Transpositions

Définition IV.3.1. Une transposition est un cycle de longueur 2. La trans-
position (z j), i # j, permute i et j et laisse les autres éléments de X
inchangés.

On dispose des formules suivantes :
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Si k differe de i et de j, alors
(@ 3)= i)k )k i)=F 5)FE 0)FE 5).
Exemple IV.3.2. On a

(1 3)=(2 1)(2 3)(2 1)

123\ /1 2 3\/1 2 3\(/1 23
321/ \213/\1 3 2/\2 1 3)°

Proposition 1V.3.3. Tout cycle de longueur p est un produit de p — 1

car

transpositions.

Démonstration. On a
(i 2 oo i) = (i i) (i ip-1) - (in o)
= (il iZ) (i2 i3) e (ip—l ip) :
Pour le voir, il suffit de vérifier que I’action des deux membres sur les élé-
ments qui y figurent est la méme puisque les autres restent inchangés.

Corollaire 1V.3.4. Toute permutation est un produit de transpositions.

Démonstration. Cela résulte de la proposition IV.2.4 et de la proposition
précédente.

Exemple IV.3.5. On a par exemple,

123456789
(3 1278659 4> =132 7589

=(1 33 2)(4 7)(7 5 (> 8) (8 9
=(1 2)(1 3)(4 9)(4 84 5) (4 7).
4. Signature d’une permutation
Définition IV.4.1. Soit y une permutation de X = {1,...,n}. Une paire®
{i,7}, 1,7 € X, est une inversion de p si

i<j et p(i) > p()
ou

A T O R))
c’est-a~dire si p inverse 'ordre des éléments i et j. La signature de la per-
mutation p est le nombre

signp = (—1)V

6Ne pas confondre les notions de paire et de couple. Pour une paire, 'ordre des
éléments n’est pas important (d’ou la notation ensembliste). Pour un couple, si i # j,

(1,5) # (4, 1)
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ou NV est le nombre d’inversions de u. Sisign = 1, la permutation est dite
paire. Sisign g = —1, la permutation est dite impaire.

Exemple 1V.4.2. Soit la permutation

/12 34
F=\3 1 4 2/

Les paires {1,2}, {1,4} et {3,4} sont les seules inversions de u. Cette
permutation est donc impaire.

Remarque [V.4.3. La permutation identité est paire car elle ne présente

aucune inversion,
signid = (—1)? = 1.

Toute transposition est une permutation impaire. En effet, considérons
la transposition 7 = (2 ]) avec ¢ < j. Cette transposition possede comme
inversions la paire {i,j} et toutes les paires {i,k} et {k,j} telles que i <
k < j. Il y a donc un nombre impair d’inversions.

La propriété fondamentale de la signature est la suivante.
Proposition 1V.4.4. Soient p,v deux permutations de S,. On a

sign (uv) = sign p sign v.

Démonstration. Soit {i,j} une paire telle que 1 < ¢ < j < n. Quatre
possibilités sont & envisager :

cas H v inverse {i,j} ‘ w inverse {v(i),v(j)} ‘ pv inverse {i,j}

a oul oul non
b oul non oul
c non oui oui
d non non non

Notons N, le nombre de paires correspondant au cas = (z = a,b,c,d). Le
nombre d’inversions de v est égal & N, + Ny, et celui de pv est égal & Ny+ N,.
Il nous faut & présent calculer le nombre d’inversions de u. Or, v est une
permutation, les ensembles {v(i),v ()} décrivent donc exactement les paires
d’éléments de {1,...,n}. Il s’ensuit que le nombre d’inversions de p est
Ny + N.. Par conséquent,
signp signy = (—=1)NatNe) (_1)(NatNe)
_ (_1)(Na+Nb)+(Na+Nc)f2Na — (_I)Nb+Nc = sign (uv).

[
Corollaire 1V.4.5. Dans une décomposition d’une permutation en trans-

positions, le nombre de facteurs est pair (resp. impair) si la permutation est
paire (resp. impaire)
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Démonstration. Si i € S, est égal & 7 --- 7, ou les 7; sont des transpo-
sitions, on a
sign p = sign 7y -+ Sign 7.
D’ou la conclusion car toute transposition est impaire.

Corollaire 1V .4.6. Tout cycle de longueur paire (resp. impaire) est une
permutation impaire (resp. paire). De plus, la parité d’une permutation est
la parité du nombre de ses cycles de longueur paire.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 1V.3.3.

Remarque [V.4.7. Pour toute permutation 4 € S,,, on a
sign p = sign p 1.
En effet, p='p = id et id est une permutation paire.

Proposition IV.4.8. Soit n > 1. Le nombre de permutations paires’ de
{1,...,n} est égal au nombre de permutations impaires de {1,...,n} et vaut
n!/2.

Démonstration. Soient p1, ...,y les permutations paires de {1,...,n}.

8 7. Au vu de

Puisque n > 1, il existe au moins une permutation impaire
la proposition 1V.4.4, les permutations 71, ..., 7ur sont impaires. De plus,
ces derniéres permutations sont deux a deux distinctes. En effet, supposons
que Tu; = T, avec i # j. En multipliant a gauche par 1
p; = pj. Enfin, il n’y a pas d’autre permutation impaire que 71, ..., 7.

En effet, supposons que v soit une permutation impaire distincte de 7u;

, on trouve

pour tout ¢ € {1,...,k}. Des lors, 7~!v est une permutation paire. Donc il
existe j € {1,...,k} tel que 771w = pj; et

v=11"tr= T

On note A, 'ensemble des permutations paires de {1,...,n}.

"Un sous-groupe H d’un groupe G est un sous-ensemble de G qui posséde lui-méme
une structure de groupe pour la loi de G. Nous avons vu précédemment que S,, était un
groupe. On peut facilement vérifier que I'ensemble A,, formé des permutations paires est
un sous-groupe de Sn, appelé le groupe alterné de {1,...,n}. Pour vérifier que A, est
un sous-groupe, il suffit de vérifier que id € A,, et que pour tout u,v € A,, pr € A,
et 4~ € A,. Remarquons encore que l’ensemble des permutations impaires n’est pas un
sous-groupe de A,,.

8Par exemple, la transposition (1 2).






CHAPITRE V

Déterminants

Dans ce chapitre, pour faciliter I’écriture, si v € §,,, alors on s’autorise
a dénoter I'élément v(i) simplement par v;, i € {1,...,n}.
1. Déterminant d’une matrice carrée

Définition V.1.1. Soit A = (a;j)1<i j<n une matrice carrée de dimension
n & coefficients dans K. Le déterminant de A est le scalaire

det(A) = Z sign (V) a1y, *** Gny,, -
I/GSn

La somme portant sur toutes les permutations de {1,...,n}, elle comporte
donc n! termes. Si n > 1, la moitié des termes sont affectés du signe +1,
l’autre moitié de —1. Un terme de la somme est construit en sélectionnant
exactement un élément sur chaque ligne et sur chaque colonne de A.

On note souvent le déterminant d’une matrice carrée en plagant les élé-
ments de celle-ci entre deux barres verticales.

Exemple V.1.2. Sin =1, alors A = (a) et det A = a.
Sin=2,alors S, = {id, (1 2)} et

ail aiz|
= 011022 — (12021 .

a1 a22
On retrouve la regle des produits diagonaux.

Si n = 3, alors l'ensemble &,, contient trois permutations paires id,
(1 2 3), (1 3 2) et trois permutations impaires (1 2), (1 3) et (2 3).
Ainsi,

det(A) = ar1aaz3 + a12a23a31 + a13a21032
—@12a21033 — A13022031 — A11023032.

On résume ce développement par la regle des produits triangulaires représen-
tée schématiquement sur la figure V.1. Cette régle peut encore se réénoncer

*\/\ ® ® f\/*

N 7/

+ ® xS - %I N ®
/- /\\
//@ s % ®\\

FIGURE V.1. La regle des produits triangulaires.

7



sin=4,2n=28
et n! = 24.
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sous la forme de la régle de Sarrus. On recopie a droite de la matrice A les
deux premieres colonnes de celle-ci pour obtenir le tableau

a1 a2 a3 | ail a2

21 G2 (23 | G21 @22 .

a3z1 a3z2 agz | azr a32
Le déterminant de A s’obtient en sommant les produits des éléments des
trois diagonales descendantes et les produits de —1 et des éléments des trois
diagonales ascendantes. Ceci est résumé par la figure suivante. On notera

oy aya
x % & K &
*\*X*/\\*// *
7/
TOCOXIN
w0 Cwl Tk x
NN
+ + +

FIGURE V.2. La regle de Sarrus.

que cette régle ne se généralise pas au cas n > 3. En effet, elle ne fait
intervenir que 2n termes alors qu’il en faut n! pour calculer det A. Ainsi,
pour n > 3, le calcul d'un déterminant par application de la définition
peut s’avérer fastidieux et on a des lors généralement recours a des moyens
détournés.

La définition du déterminant semble privilégier I'indice de la ligne par
rapport a celui de la colonne. Le résultat suivant montre qu’il n’en est rien.

Proposition V.1.3. Si A = (a;j)1<i j<n est une matrice carrée de dimen-
ston n alors
det(A) = Z sign (V) a1 Qyyn-
veS,
En particulier, det A = det A.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que la somme porte encore sur
toutes les permutations de {1,...,n}. Par définition,

det(A) = Z sign (V) a1y, * - any,, -
VESn

Pour toute permutation v, on a

sign (v) a1y, -+ - Gy, = sign (v71) Ay-1(1)1 " * Q=1 (n)n
car d’une part, sign (v) = sign (v~1) et d’autre part, si la permutation v est
telle que
Vit v =]
alors la permutation !

v e () = vy =
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Ainsi, le facteur a;, du premier membre est égal au facteur a,-1(;); du
second membre et par conséquent, les deux membres sont les produits des
mémes éléments. Comme 'application

S, — 8, iv—v!

est une bijection de S, on a

det(A) = Z sign (v™1) Ay=1(1)1 " * Q=1 (n)n
Vesn
= Z sign (M) Q)1 """ Apu(n)n-
HESRH

Remarque V.1.4. La proposition précédente permet de traduire les pro-
priétés du déterminant par rapport aux lignes de A en termes de propriétés
par rapport aux colonnes de A et inversement.

Remarque V.1.5. Dans le cas de matrices complexes (i.e., K = C), il est

clair que
det A = det A.

Et donc, en vertu de la proposition précédente, il vient
det A* = det A.

2. Premiéres propriétés
Proposition V.2.1. L’application det : K]! — K : A — det(A) jouit des
propriétés suivantes. (On note C1,...,Cy les colonnes de A.)
i) det I =1,
i) det A est multilinéaire’ par rapport aux colonnes de A, i.e., pour
tous X1,...,Xp €K™ et A1,..., Ay €K,

¢
det ((11 LN Cn>
L
=> Ndet (C1 0 X o Ch)
=1
iii) det A est alterné par rapport auz colonnes de A, i.e., sii # j et si
C; = C; alors
det(01 e G e Gy e Cn) = 0.
r fois
—_—~
1S0it E un espace vectoriel. Une application f : EXEXx---xE — FE
est r-linéaire ou multilinéaire si pour tout ¢ € {1,...,7} et tous r — 1 éléments
Z1yenoy Tio1, Titl, ..., &y € E, Papplication £ € E — f(x1,...,%i-1,&, Tit1,...,Tr) €st

linéaire.

Cette notation signifie
qu’une colonne de A
est combinaison
linéaire des X;.



£ oNX; € K™ est

1=1
un vecteur colonne

ot (22:1 )\iXi)V

représente une de ses com-

posantes.
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En particulier, det A est antisymétrique par rapport aux colonnes
de A, i.e., pour toute permutation p € S, on a

det (Cp, -+ Cy,) =sign(p)det (C1 -+ Cp).

Remarque V.2.2. Cette proposition peut évidemment se réexprimer en
termes des lignes de A.

Exemple V.2.3. Nous voudrions, avant de passer a la preuve proprement
dite, illustrer les notations employées dans 1’énoncé. Avec les notations du
point ii), considérons le cas ou £ =2, n =3, \; =2, Ay = 3,

1 3 1 4
X1: 0 ,X2: 2 ,01: 2 etCQZ 5
1 1 3 6

Ainsi, 'expression
det (Cl )\1X1 + )\QXQ Cg) = )\1 det (Cl X1 Cg) —{—)\2 det (Cl X2 Cg)
revient a

1 11 4 1 1 4 1 3 4
det |2 6 5] =2det|{2 0 5| +3det|2 2 5
3 5 6 3 16 316

Démonstration. Le point i) est immédiat.
Il est commode d’utiliser la définition du déterminant privilégiant I’indice
des colonnes. Pour démontrer ii), il vient
j-iéme colonne

4

det cy - ZAin‘ G,

= Z sign (v) ay,1 - <Z)\ X) S Qun

veS, vj
—Z)\ Z sign (v) ay,1 - (Xi)yj---a,,nn
i=1 veES,
¢
ZAdet X e )

iii) Soient i # j. Con51derons la transposition 7 = (z j) et rappelons
que A, dénote I’ensemble des permutations paires. Par un raisonnement
analogue a celui de la preuve de la proposition IV.4.8, on a

det A = Z sign (V) Apy1 - Quyn
I/GSn

= Z Sign (1/) Qi1 Quyn + Z sign (VT) a(w)ll e a(w)nn.
VE.An VE'An
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Or, si v € A, alors sign (v7) = —sign (v) = —1 et
(I/T)Z' :I/j, (I/T)j =V

et pour tout k # 4,7,

(vT)g = V.
Donc
detA = Z alql"'auii"'alqj"'aunn
VeAn
J— Z aljll...al/ji...a/l/ij...a/l/nn'
VE.An
Si les colonnes C; et C; sont égales, alors ay; = ax; pour tout k € {1,...,n}.

Dans ce cas, a,,; = Qy,j, v;; = a,;; et donc det A est alterné sur les colonnes.
J J
Considérons a présent le cas particulier. Par multilinéarité du détermi-
nant, on trouve

det (C1 - Ci+Cj - Ci+Cj - Cy)
= det (Cl e C; Cn)
+ det (Cl ce Cz CJ Cn)
4+ det (Cl ce Cj C; Cn)

+ det(Cy - Cj - Cj e Ch).

Vu le caractere alterné du déterminant, il vient

det((3’1 e G e G Cn)
:—det(C’1 O N O Cn)-

Le résultat annoncé résulte du fait que toute permutation est un produit de
transpositions.

Remarque V.2.4. Dans la preuve précédente, on a en fait montré que si
une application D : KI! — K est multilinéaire et alternée sur les colonnes,
alors elle est antisymétrique. En effet, dans la derniére partie de cette
preuve, on n’a utilisé aucune autre propriété pour montrer le caractere anti-
symétrique du déterminant (qui est un cas particulier d’application définie
sur K7 et a valeurs dans K).

Corollaire V.2.5. Si on ajoute a une colonne d’une matrice A, une com-
binaison linéaire des autres colonnes de A, alors on ne modifie pas la valeur
du déterminant.

Démonstration. Soient A € K et j € {1,...,n}. Dans cette preuve,
la colonne centrale représente toujours la colonne en j-ieme position. Par
multilinéarité du déterminant, on a

det (Cr o+ G+ Ly MCi o+ Ca)
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=det (C; -+ Cj -+ Co)+ > Ndet(Cy -+ G o Cp)
i#J A

et pour ¢ # j, les déterminants dans la derniére somme s’annulent tous car

on trouve la colonne C; aux positions i et j.
[
Les propriétés énoncées dans la proposition V.2.1 caractérisent complete-
ment I'application det : KI! — K. En d’autres termes, si D : KI' — K est une
application satisfaisant aux propriétés i), ii) et iii) de la proposition V.2.1,
alors D = det. Cela est explicité par la proposition suivante.

Proposition V.2.6. 2 Si D : K — K est une application multilinéaire et
alternée sur les colonnes, alors, pour tout A € K7,

D(A) = D(I) det(A).

Démonstration. Soit A € K}!. Pour tout j € {1,...,n}, il existe des ay;
dans K tels que la j-ieme colonne C; de A se décompose suivant les vecteurs

n
Cj: E Akj€-
k=1

Puisque D est multilinéaire, il vient

D(C'1 Cn):Z"'Zakll”'aknnD(ekl ekn)

unitaires de K"

k1=1 kn=1
Puisque D est alterné, D (ek1 ekn) =0si k. = ks pour r # s. Il s’en
suit que
D(A) = Z Qi1 Qpupn D (eu1 eun) .
HESH

En procédant comme dans la preuve de la proposition V.2.1, puisque D est
alterné sur les colonnes (cf. remarque V.2.4), on trouve

D(ey ++ eu,) =sign(u) D(e1 -+ e,) =sign(u) D(I)

d’ou la conclusion.

[
Proposition V.2.7. Soient Aq,...,A; des matrices carrées et A une ma-
trice triangulaire composée de la forme
Ay % o %
0 A
A= 2
o --- 0 A

2Certains auteurs définissent I'application déterminant comme étant 'unique appli-
cation multilinéaire et alternée qui envoie la matrice identité sur 1. Cette maniere de
procéder aurait l’avantage de ne pas devoir recourir aux permutations. Avec ’approche
choisie ici, il s’agit d’une propriété découlant de notre définition.
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Alors
det A = det A7 - - - det A;.

Démonstration. On procede de proche en proche. Il suffit donc de con-
sidérer le cas ol la matrice n’est composée que de deux matrices partielles

. A1 *
A‘(o A2>

Supposons A; de dimension r et Ay de dimension n — r. Par définition du

diagonales,

déterminant (si on privilégie ici les indices des colonnes), on a

det A = E sign Qi1 Oupr Qupyyr41 " Qupn
Vl PEEEEY Vr VT+1 DY Z/n
I/GSn

Dans chaque terme, les facteurs choisis dans les r premieres colonnes sont
nuls s’ils ne sont pas dans les r premieres lignes. Autrement dit, le terme

correspondant & une permutation v est nul sauf si v1, ..., v, définissent une
permutation ¢ de {1,...,r}. Auquel cas, vy11,...,v, définissent eux une
permutation ¢ de {r +1,...,n} et dés lors,
L= 1 r 7'_|_1 n 1 r 7'_|_1 n
- V1 vy T+1 n 1 r VT+1 Vpn
et

sign (v) = sign (¢) sign ().
De la,

det A = > " sign(¢)sign(v) ag,1 - g Gy yiri1 - Gpn
¢ Y

= Z sign(@) a1 ag,r Z sign(¢) Qipygqr+1 " Qoppn
¢ (4
= det A1 det A2.

Remarque V.2.8. La proposition précédente s’applique bien évidemment
a une matrice triangulaire composée de la forme

Al 0 0
A= * A2 :
: .0
%k e % At

ou les A; sont des matrices carrées.
En particulier, le déterminant d’une matrice diagonale est égal au pro-
duit des éléments diagonaux,

det(diag (A1,.. ., An)) = A1 -+ Ao
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Définition V.2.9. Soit A = (a;;) une matrice carrée de dimension n. On
appelle mineur d’ordre p de A le déterminant d’une sous-matrice carrée
de A de dimension p. On a le plus souvent recours aux mineurs d’ordre
n — 1, simplement appelés mineurs. Le mineur M;;(A) de I'élément a;j,
1 <i,5 <n, est le déterminant de la sous-matrice de A obtenue en effacant
la i-ieme ligne et la j-ieme colonne de A.

Le cofacteur ou mineur algébrique de I'élément a;;, 1 < 4,5 < n, est le
scalaire

cofi5(A) = (=1)" M;(A).
La matrice des cofacteurs de A est la matrice

cof(A) = (cofi;(A))1<ij<n-

Exemple V.2.10. Soit la matrice

1 2 1
A=10 1 -1
3 -2 0
Les mineurs de A sont
1 -1 0 -1 0 1
M = =—-2 My = =3 M = -3
y '_2 RER T '3 0‘ M ‘3 _2\
2 1 1 1 1 2
M =2 My = 3, M3 = = -8
. '_2 0\ Mo \3 0\ M ‘3 _2\
2 1 1 1 1 2
M3, = 1 _1‘——3, M32—‘0 _1' 1, M33—‘0 1‘ L.
La matrice des cofacteurs est
-2 -3 -3
cof(A)=|[-2 -3 8
-3 1 1

Lemme V.2.11. Soit A = (ai;)1<ij<n une matrice carrée. Le cofacteur
cof;j(A) de a;; est le déterminant de la matrice obtenue en remplacant la
j-iéme de colonne de A par le vecteur unitaire e;, ou en remplacant la i-éme
ligne de A par e;.

Démonstration. Soit A = (01 SRR O/ R Cn). Considérons la ma-
trice ot C est remplacé par e;, il vient
det (Cy -+ e - Cp)=(=1)""1det <6¢ cy - 6; Cn>

car on a effectué j — 1 transpositions pour ramener la j-iéme colonne e; en
premiére position (la notation 6’; signifie que la colonne C; est omise). Le
vecteur e; contient 1 en i-ieme position; il nous faut a présent ramener cet
élément dans le coin supérieur gauche en effectuant ¢ — 1 transpositions de
lignes. On a

det(ei Cl 6; Cn>



V.2. Premiéres propriétés 85

1 a’ll PEEErY a/i] PEEErY aln

all DY al] DY aln

= (=1 det [ &~ _ _
0 a; ajj Qin

0 anl DY an] DY ann

On est maintenant ramené a calculer le déterminant d’une matrice triangu-

laire composée dont la premiere sous-matrice diagonale est 1 et la seconde

est exactement la matrice A privée de sa i-ieme ligne et j-ieme colonne.

Ainsi, par définition du mineur, il vient

det (Cl tee [ Cn) = (—1)i+j_2Ml'j(A) = (—1)i+jMij(A) = COfl'j(A).
|

Proposition V.2.12 (Loi des mineurs). Pour toute matrice carrée A =

(aij)i<ij<ns on a

Z a;, cof j,(A) = Z ay; cof;(A) = d;5 det A.
k=1 k=1

Autrement dit, la somme des produits des éléments d’une ligne (resp. d’une
colonne) par leurs cofacteurs respectifs est égale au déterminant (premiére
loi des mineurs); la somme des produits des éléments d’une ligne (resp.
d’une colonne) par les cofacteurs des éléments correspondants d’une ligne
(resp. d’une colonne) paralléle est nulle (seconde loi des mineurs). Sous
forme matricielle,

—_—~

Acof(A) = cof(A) A =det(A) 1.

Démonstration. Raisonnons sur les colonnes de la matrice A. On peut
refaire une démonstration analogue en raisonnant sur les lignes de A ou
en passant & la transposée de A. Soit A = (Cl Cn). Pour tout
i€ {l,...,n}, il existe des scalaires ay; tels que

n
C; = Z ;i € -
k=1

Par multilinéarité du déterminant, il vient
n
det (Cy -+ Cy -+ Cp) = agidet(Cy -+ e - Cp)
k=1
et par le lemme précédent,

det A =" ag; cofyi(A).
k=1
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Considérons a présent la seconde loi des mineurs. Supposons i < j. Si on
remplace la j-itme colonne de A par un vecteur arbitraire = Y ,_; ) ex
de K", de la premiere loi des mineurs, il découle que

det(01 RN O BT AR C’n):Zxkcofkj(A).
k=1
Si maintenant, x = Cj, il vient
O=det(Cr -~ i o G o C) = agcofyy(A).
k=1

Proposition V.2.13 (Loi du produit). Soient A et B, deux matrices car-
rées de dimension n. On a

det(AB) = det Adet B.

Démonstration. Soit 'application
D:K!—K:Aw det(BA).
Si la matrice A= (Cy -+ C,), alors BA= (BC; --- BC,) et

D(A) =det (BCy --- BC,).

3

Des lors, D(A) est multilinéaire et alterné” sur les colonnes de A. Au vu de

la proposition V.2.6, on a
D(A) = D(I)det(A) = det B det A.
[
Remarque V.2.14. Notons qu’on peut démontrer un résultat plus général
a propos du produit de matrices rectangulaires (et non pas seulement car-

rées). Le théoréme de Binet-Cauchy s’énonce comme suit. Soient deux
matrices rectangulaires

LI
1
A= (Cy Cn) €Ki et B=1] : | K.
Ly
Alors,
0 ,sin>m
det(AB) = L,
B Z det (C;, --- Cy,)det | : ,sin <m.
1<t < <tp<m I

im

3C’est un bon exercice que de s’en convaincre.
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3. Déterminant et indépendance linéaire

La vérification de la dépendance ou de I'indépendance linéaire de vecteurs
de K” peut se ramener a des calculs de déterminants. Plus précisément, nous
avons les deux propositions suivantes®.

Proposition V.3.1. Soit A = (a;;) une matrice carrée de dimension n.
Les propositions suivantes sont équivalentes
i) det A =0,
ii) les colonnes de A sont linéairement dépendantes,
iii) les lignes de A sont linéairement dépendantes.

Démonstration. En se rappelant que det A = det A, il suffit de montrer
que les propositions i) et ii) sont équivalentes.
Si les colonnes Cq,...,C, de A sont linéairement dépendantes, 'une

5 Vu la multilinéarité du déter-

d’elles est combinaison linéaire des autres
minant, det A s’exprime comme une combinaison linéaire de déterminants
dont deux colonnes sont identiques. Par conséquent, det A = 0.

Supposons a présent que det A = 0. Nous devons montrer que les
colonnes C1,...,C, de A sont linéairement dépendantes. On procede par
récurrence sur la dimension de A. Sin = 1, le résultat est exact. Supposons
le résultat acquis pour les matrices de dimension n—1 et démontrons-le pour
un déterminant de dimension n. Si la premiere colonne de A est nulle, alors
le résultat est démontré. Sinon, un des éléments de cette colonne est non
nul. Quitte a permuter les lignes de A, nous allons supposer que a7 # 0.
Vu le corollaire V.2.5, on peut remplacer les colonnes C;, 2 < j < n, par
C; — %Cl sans modifier la valeur du déterminant. Ainsi, il vient

all‘o 0

a1
det A = det : <
. ’l_]

aij
~oy)
a1 ) 9<ij<n
anl

4Voici un exemple d’application de la premiére proposition dans le cas ou K = Zs.
Considérons les vecteurs

1 2
v = 1 , V2 = 2 , U3 = 2
0 2
IIs sont linéairement dépendants car
0 1 2
1 2 2/=0 (mod3).
2 0 2

On aurait pu également le voir en remarquant vi + 2v2 — vs = 0.
5En effet, il existe des scalaires A1, ..., A\, non tous nuls tels que \1Ci1+- - -+ \,,C), = 0.
Pour fixer les idées, supposons A1 # 0. Des lors, C1 = —i—ng — = ’;—?Cn.
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Puisque nous sommes en présence d'une matrice triangulaire composée, on

ajj
0= ajl det (aij - CLZ'1> .
an 2<i,j<n

Or, a1; # 0. En conséquence, c’est le déterminant de dimension n — 1 qui

a

est nul. Par hypothese de récurrence, ses colonnes sont donc linéairement
dépendantes. Il existe des scalaires Ao, ..., A, non tous nuls tels que

Z)\ (am—Z—aﬂ) =0, pouri=2,...,n

Cette relation est également valable si ¢ = 1. Cela signifie que
ZA (C -2 01) =

alors on a

f: ACj =0
j=1

avec des A;j non tous nuls et donc les colonnes de A sont linéairement dépen-

. y _ n aij
Si on pose A\ = _Zj:Q N

dantes.
|
Proposition V.3.2. Soient x1,...,x, des vecteurs de K", p < n. Ces
vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement si tous les mineurs
d’ordre p de la matrice A = (xl xp) sont nuls. Auquel cas, si
Ly
A — :
Ly
alors, quels que soient iq,...,ip pris parmi 1,...,n, on a
L;,
det | : | =0.
L;,

Remarque V.3.3. En vertu du théoreme de Steinitz, il est inutile dans la
proposition précédente de considérer le cas p > n. De plus, si p > n, alors
la matrice A = (xl xp) est de dimension n X p et ne contient aucun
mineur d’ordre p.

La preuve de ce résultat utilise des raisonnements de base concernant
les systemes d’équations linéaires. Plus précisément, elle fait appel aux
propositions VI.2.1 et VI.2.4.
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Démonstration. Si x1,...,7, sont linéairement dépendants, il existe
A1, ..., Ap € K non tous nuls tels que

p
Z )\ZCCZ =0.
=1

Donc, pour tout j € {1,...,n}, on a (z1); est la j-idme com-

posante du vecteur z; €
p K™,

(5) Z )\2(1'2)] =0.
i=1
Soit A’ une sous-matrice de A de la forme
A= AGy i)
avec i1,...,1, pris parmi 1,...,n. Vu la relation (5), une colonne de A’ est
combinaison linéaire des autres donc det A’ = 0. Ceci prouve que tous les
mineurs d’ordre p de la matrice A sont nuls®.
Pour la réciproque, procédons par I’absurde. Supposons que tous les
mineurs d’ordre p de la matrice A sont nuls et que z1,...,x;, sont linéaire-
ment indépendants . Le systeme homogene de n équations a p inconnues Pour tout i € {1,...,p},

14

r11 -Tlp )\1 0

Tpl 0 Tpp Ap 0
possede I'unique solution Ay = --- = A, = 0. Puisque les lignes de la matrice
sont des éléments de K,, au plus p lignes de ce systeme sont linéairement
indépendantes (c’est encore une conséquence du théoreme de Steinitz). Pour
simplifier I’écriture, supposons que ces lignes se trouvent parmi les p pre-
mieres. Le systeme est donc équivalent” au systéme

r11 ¢ -Tlp )\1 0
Tpl 0 Tpp Ap 0
Puisque ce systeme possede I'unique solution Ay = --- = A, = 0, la matrice

du systeme possede un déterminant non nul®. Ceci contredit 'hypothese
que tous les mineurs d’ordre p sont nuls.

6Plus simplement, il suffit de remarquer que toute relation linéaire entre les colonnes
de A a aussi lieu entre les colonnes correspondantes de toute sous-matrice A’ obtenue en
privilégiant certaines lignes de A.

7On utilise ici la proposition VI.2.1 adaptée au cas d’un systéme homogene.

8Ceci résulte de la proposition VI.2.4.
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4. Rang d’une matrice

Proposition V.4.1. Dans toute matrice A € K7}, le nombre de vecteurs
lignes linéairement indépendants est égal au nombre de vecteurs colonnes
linéairement indépendants. Ce nombre est encore égal au plus grand ordre
des mineurs non nuls de cette matrice.

Démonstration. Soient ¢, le nombre de vecteurs lignes linéairement in-
dépendants et ¢, le nombre de vecteurs colonnes linéairement indépendants.
Soit r le plus grand entier tel qu’il existe des indices

1<ij<-<ip<netl<ji<--<j.<m

tels que la sous-matrice carrée

Ay oiivijrie)
soit de déterminant non nul. Au vu de la proposition V.3.1, les vecteurs
Qi 5y iy g
. o .
Qi1 iy i
sont linéairement indépendants. Par conséquent, les colonnes C,,...,C;, de

A sont aussi linéairement indépendantes. On procede de manieére analogue
pour trouver r lignes de A linéairement indépendantes. Ceci prouve que
r<cetr </

Pour conclure, il nous reste a montrer que si C;, ..., C;, sont k colonnes
linéairement indépendantes, alors on peut trouver un mineur de A d’ordre
k non nul. Cela résulte directement de la proposition V.3.2. Des lors, ¢ < r.
Et de maniere analogue, £ < r. Donc ¢ =r = /.

Définition V.4.2. Le nombre dont il est question dans la propriété précé-
dente s’appelle le rang de la matrice A. On le note rg(A).

Exemple V.4.3. Par exemple,
1 00 1 00 1 00
rgl0O 0 O)=1, rg|l0O 1 O0)=2, g0 1 0] =3.
0 0 0 0 00 0 01

Voici les premieres propriétés du rang d’une matrice

r(A) = rg(A), -

si A est une matrice complexe, rg(A) = rg(A4) = rg(A*),

rg(0) = 0, rg(I) = n si I est la matrice identité de dimension n,
pour tout scalaire A non nul, rg(AA) = rg(A),

si A € KI", alors rg(A) < inf(m,n),

si A € K7, alors rg(A) = n si et seulement si det A # 0,

si A, B € K", alors rg(A + B) <rg(A) +rg(B),

si A e K et B € K}, alors rg(AB) < inf(rg(A),rg(B)).

vV VvV vV v v VvYY
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Ces propriétés sont pour la plupart évidentes. Intéressons-nous aux deux
dernieres.

Exemple V.4.4. Soient les matrices

10 0 0 0 1
A = B = == .

Il est facile de voir que ces trois matrices sont toutes de rang 1 et que
rg(A+ B) =2 =rg(A) +rg(B) mais rg(A+ C) =1 <rg(A) 4+ rg(C).

Démontrons la derniere propriété. Si B = (01 Cn), alors AB =
(AC1 AC’n). De plus, toute relation linéaire ayant lieu entre des
colonnes de B, a aussi lieu entre les colonnes de AB. En effet, si ), \;C; = 0,
alors Y. \;AC; = 0. Par conséquent, rg(AB) < rg(B). Pour montrer que
rg(AB) < rg(A), il suffit de refaire le méme raisonnement sur les lignes de

A.

Exemple V.4.5. Soit A une matrice m x n réelle ou m > n telle que
rg(A) = n. Montrons que le rang de AA vaut encore n. C’est une application
du théoréme de Binet-Cauchy (cf. remarque V.2.14). Puisque Ae R et
A e R}, alors

L;,
det(AA) = Yoo et | 2 ]2

1<iy < <in<m L

in
Puisque rg(A) = n, au moins un des termes de la somme est strictement
positif et det(AA) > 0.

Définition V.4.6. Soient A une matrice m x n, S une sous-matrice k x k
de A et T une sous-matrice (k+ 1) X (k+1) de A. On dit que T borde S si
S est une sous-matrice de 7.

Exemple V.4.7. Soient les matrices

1 2 3 4
1 3 4
5 6 7 8 1 4
A=19 10 11 12| S_<9 12> ot I'= 193 E) 12
13 14 15 16

Ici, T borde S.

Proposition V.4.8 (Calcul du rang par matrices bordées). Une matrice A
est de rang r si et seulement si les deux assertions suivantes sont satisfaites
i) il existe une sous-matrice carrée S de A de dimension r telle que
det S # 0,
ii) toutes les sous-matrices carrées qui bordent S possédent un déter-
minant nul.
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e
p—
S el A

FIGURE V.3. Rang et matrices bordées.

Démonstration. Par définition méme du rang, si rg(A) = r, alors les
conditions i) et ii) sont satisfaites.

Montrons la réciproque. Par la proposition V.3.1 et vu i), on obtient
que rg(A) > r car les colonnes de A qui traversent S sont linéairement
indépendantes. Il nous faut montrer que rg(A) = r.

Supposons que rg(A) > r. Des lors, par la proposition V.4.1, il existe une
colonne de A qui n’est pas combinaison linéaire des colonnes qui traversent
S (en effet, si tel n’était pas le cas, on aurait dans A pas plus de r colonnes
linéairement indépendantes®).

La matrice R constituée de ces r 4+ 1 colonnes de A est de rang r + 1.
Dans R, on peut donc trouver une ligne qui n’est pas combinaison linéaire
des lignes de R qui traversent S (exactement le méme raisonnement que
précédemment, si ce n’était pas le cas, R serait de rang r). La sous-matrice
R’ de R formée par ces r + 1 lignes est une matrice (r + 1) x (r + 1) qui
borde S et de rang r + 1. Ceci contredit ii) et donc rg(A) = r.

Remarque V.4.9. Cette propriété permet d’éviter certains calculs. Par
exemple, si on veut vérifier que la matrice

1 2 3 1
21 3 -1
011 1
1 01 -1

90n a déja r colonnes linéairement indépendantes (celles qui traversent S), si quand
on en ajoute une, les r + 1 colonnes considérées sont linéairement dépendantes, c’est que
la colonne ajoutée est combinaison linéaire des colonnes traversant S. Si c’est le cas pour
toute colonne de A, alors A n’a pas plus de r colonnes linéairement indépendantes
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est de rang 2, il suffit de voir que

1 2

2 1|7

et de calculer le déterminant des quatre matrices qui bordent cette sous-
matrice :

S N =

2 3 1
1 3/ =0, |2
11 1

S = N

3
3| =0,
1

S N =

2 1 2

1 —-1}=0,12 1 —-1|=0.
1 1 10

Sans cette propriété, il aurait fallu calculer les 16 déterminants de dimension
3 et s’assurer qu’ils étaient tous nuls. Plus précisément, si A est une matrice
m X n et si on a trouvé dans A un mineur d’ordre r non nul, il suffit pour
que A soit de rang r de vérifier ’annulation de

(m—r)n—r)

mineurs d’ordre r+ 1. Sans la proposition précédente, il aurait été nécessaire
de vérifier 'annulation des
r+1 ~r+1
Cm~ Cn
mineurs d’ordre r + 1 de A.
Par exemple, si m = n = 25, voici quelques valeurs

r || (m—r)(n—r) crrtor+l

10 225 19868414760000
11 196 27043120090000
12 169 27043120090000
13 144 19868414760000
14 121 10684791937600
15 100 4173746850625
16 81 1169804480625
17 64 231072490000
18 49 31364410000
19 36 2822796900
20 25 160022500

5. Inversion de matrices
On voudrait pouvoir donner un sens & une notation comme A1,

Définition V.5.1. On appelle inverse a gauche (resp. a droite) de A € K"
toute matrice B € K7, telle que BA = I (resp. AB = I). Dans ce cas, on
dit que A est inversible a gauche (resp. a droite).

-1
Par exemple, (1 2) et (2 3) sont deux inverses & gauche de ( 1 ) car

(1 2) <_11> =(1) et (2 3) <_11> = (1).
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Cet exemple nous montre donc qu’une matrice peut avoir plus d’un inverse
a gauche. Bien que les inverses a gauche et a droite puissent étre étudiés en
détail et possedent de nombreuses applications, nous allons nous restrein-
dre a un cas plus proche de la notion d’inverse rencontrée dans I’étude des
champs.

Définition V.5.2. Si A est une matrice carrée et si il existe une matrice
carrée B de méme dimension telle que AB = BA = I, alors B est un inverse
bilatére ou simplement inverse de A.

Remarque V.5.3. Soit A une matrice carrée. Si A possede B comme
inverse a gauche et C' comme inverse a droite alors B = C. En effet,
B =BI =B(AC)=(BA)C=1C =C.
Ainsi, si une matrice carrée possede un inverse a gauche et a droite, elle

possede un inverse bilateére. De plus, tous ces inverses (a gauche, a droite et
bilatere) sont égaux. Dans ce cas, on peut donc donner un sens a la notation

AL

Remarque V.5.4. Soit A une matrice carrée. Si A possede B comme
inverse & gauche, on a

BA =1 donc det(BA)=detBdet A =detI =1

et par conséquent, det A ne peut s’annuler. De facon analogue, si A possede
un inverse a droite, alors det A # 0.

Remarque V.5.5. Réciproquement, si det A # 0, il résulte de la forme
matricielle de la loi des mineurs que A possede un inverse bilatere

A (detl(A) CERZ)) - (detl(A) Cﬂ)) A=1

et
(6) A = LA
det A '
La proposition suivante résulte immédiatement des trois remarques précé-
dentes.

Proposition V.5.6. Soit A une matrice carrée. Les propositions suivantes
sont équivalentes
» det A #£ 0,
» A posséde un inverse a gauche,
» A posséde un inverse a droite,
» A posséde un inverse bilatére.

Lorsque ces conditions sont réalisées, tous les inverses de A sont égauzx a
Uinverse donné en (6).
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Définition V.5.7. Si A est une matrice carrée telle que det A # 0, alors
on dit que A est inversible!. Sinon, A est non-inversible ou singuliére.

L’ensemble des matrices inversibles de dimension n & coefficients dans K se
note GL, (K).

Remarque V.5.8. Il résulte de la loi du produit (cf. proposition V.2.13)
que si A est inversible, alors
1
det A=! = .
det A
Par conséquent, l'inverse d’une matrice inversible est toujours inversible!!
et

(A7) t=4

car (A"H)71A=1 =T = AA~! et l'inverse est unique.

» Les matrices A et A sont simultanément inversibles et

(A)~' = A1,

En effet, det(A) = det(A) et donc ces déterminants sont simultané-

ment nuls ou non nuls. De plus, on a

(A 'A=1=A44"1=A1A
» Si A est une matrice complexe, A, A et A* sont simultanément
inversibles et

@) =T, (A=A
Les justifications sont analogues aux précédentes.

» Si A est un scalaire non nul et si A est inversible, alors AA est
inversible et

1
A t=sal
(A =1

» Si A et B sont des matrices carrées et inversibles de méme dimen-
sion, alors AB est inversible et

(AB)"'=B7tA™L
En effet,
(B'A™YAB) =B YA 'AB=B"'B=1

» Une matrice diagonale est inversible si et seulement si ses éléments
diagonaux sont non nuls et

. 1 .
diag (A1,...,Ap) " =diag (1/A1,...,1/Ap).
10Certains auteurs emploient parfois le terme invertible.

10On note GL, (K) Pensemble des matrices carrées inversibles de dimension n. Il
s’agit d’un groupe pour l'opération de multiplication.
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Plus généralement, si Ay,..., A, sont des matrices carrées, la ma-
trice composée diagonale diag (Aq,. .., A,) est inversible si et seule-
ment si les matrices A; sont inversibles et

diag (Ay,... ,Ap)_1 = diag (Al_l, - ,A;l).

Proposition V.5.9. Soit A une matrice inversible de dimension n. Des
vecteurs x1,...,x, de K" sont linéairement indépendants si et seulement si
les vecteurs Axq, ..., Az, le sont.

Démonstration. Sizy,...,, sont linéairement dépendants, alors il existe
des scalaires Aq,..., A, non tous nuls tels que

p
Z )\ZCCZ =0.
=1

En multipliant par la matrice A, on trouve

p
Z )\Zsz =0
=1

et les vecteurs Axq, ..., Az, sont donc linéairement dépendants.
Réciproquement, si Az,..., Az, sont linéairement dépendants, en mul-
tipliant par A=, on voit que 1, ... , Tp sont aussi linéairement dépendants.

Proposition V.5.10. St B € K}: et C € K sont des matrices inversibles
et si Ae K\

n ., alors

rg(BA) = 1g(4) = rg(AC).
Démonstration. Pour rappel, si le produit matriciel XY est défini, alors
rg(XY) <inf(rg(X),rg(Y)). Ainsi, il vient
rg(BA) < rg(A) = rg(B~' BA) <rg(BA)
et de la méme maniere, rg(AC) < rg(A) = rg(ACC 1) < rg(AC).

Voici une preuve alternative basée sur le résultat précédent.
Démonstration. Si A = (01 C’m), alors BA = (BC'1 BCm).
Des lors, les nombres de colonnes linéairement indépendantes dans A et
dans BA coincident car B est inversible.

Le calcul du déterminant et de I'inverse d’une matrice est souvent facilité
par une décomposition préalable de la matrice en quatre blocs.

Proposition V.5.11 (Formules de Frobenius-Schur). Soit

(2 3
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une matrice composée dont les blocs diagonaux A et D sont carrés. On a

det(M) = det A det(D — CA™'B) si det(A) #0
~ | det(A - BD7!C) det D si det(D) #0

Démonstration. Ces formules découlent immédiatement des identités ma-
tricielles suivantes,

A B\ (A O\(I A'B \ _(I B\(A-BD'C 0
¢ D) \¢c 1)J)\0 D—-CcA'B) \o D D-1C 1)’
Corollaire V.5.12. Soit
A B
u=(z p)

une matrice composée dont les blocs diagonauxr A et D sont carrés et de
méme dimension. On a

det(AD — CB) si A et C commutent,
det(M) = det(DA—CB) si A et B commutent,
| det(AD — BC) si D et C commutent,

det(DA — BC) si D et B commutent.

Démonstration. Démontrons la premiere formule. Les autres se démon-
trent de maniere analogue. Si det A # 0, on a

det M = det A det(D — CA™'B).
Par conséquent, si A et C commutent,
det M = det(AD — ACA™'B) = det(AD — CAA™'B) = det(AD — CB).
Considérons a présent le cas général. Soit le polynome
P\ det(A— \).

Par définition du déterminant, c’est un polynéme de degré n en A. Par con-
séquent, P(X) possede un nombre fini de racines Ai,..., Ay, p < n. Ainsi,
A — Al est inversible pour tout A # A;. En appliquant la propriété précé-
dente, il vient

dot <A - B

o D) =det ((A—XI)D - CB),

pour une infinité'? de valeurs de . Les deux membres sont des polynomes
de degré n en A qui prennent la méme valeur en une infinité de points donc
en particulier en n + 1 points. De la, les deux polynémes prennent la méme
valeur pour tout A € K donc en particulier pour A = 0. Ce qui conclut la
preuve.

12Nous supposons implicitement que K est un champ infini. En effet, si K ne contient
que k éléments et que ’égalité entre les polynémes de degré n en A a lieu en k£ — p points
(a savoir en K\ {\1,...,Ap}), rien n’assure que k —p > n+ 1. De la, on ne pourrait donc
pas conclure que les polynémes sont égaux.

Nous utilisons déja un ré-
sultat sur les polynémes,
cf. corollaire VIII.3.6...
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Exemple V.5.13. Soient A et B deux matrices carrées complexes de méme
dimension. II vient

A -B A+iB -B
det <B > = det (—z’(A+iB) A )

car on a ajouté a la premiere grosse colonne, la seconde grosse colonne mul-
tipliée par —i. Les blocs A+iB et —i(A+iB) commutent. Par le corollaire
précédent, il s’ensuit que

det (g f) _ det((A+iB)A —i(A+iB)B)

= det((A+iB)(A—iB)) = det(A + iB)det(A — iB).
6. Une application

Nous présentons ici le modele économique d’analyse input-output de
W. Leontief. On peut noter que ce modele sert de base a d’autres mod-
eles plus récents et plus évolués.

Nous supposons que ’économie d’une nation est divisée en n secteurs s;
et x € R™ est un vecteur dénotant la production des différents secteurs en
un an. L’économie du pays contient aussi un secteur supplémentaire ne pro-
duisant aucun bien ni service (par exemple, la demande du consommateur).
Ce secteur ne fait que consommer une partie de la production des différents
secteurs s;. On note d € R” le vecteur représentant la demande finale du
consommateur.

Les différents secteurs produisent des biens pour assurer la demande
finale du consommateur mais, pour assurer cette production, ils ont eux-
méme besoin de biens produits par les autres secteurs ou par leur propre
secteur. L’hypotheése de base du modele de Leontief est que pour chaque
secteur s;, on dispose d’'un vecteur S; € R” tel que la j-ieme composante
(S;); de ce vecteur colonne représente la production du secteur s; nécessaire
au secteur s; pour produire une unité. On notera (S;); simplement s;.

Exemple V.6.1. Supposons que ’économie (simpliste) d'un pays se divise
en trois secteurs : s industrie, sg agriculture, s3 services. On a les demandes
suivantes

S1 Sy 53
s1: 0,5 0,4 0,2
se: 0,2 0,3 0,1
s3: 0,1 0,1 0,3

Si le secteur s veut produire 100 unités, il a besoin au préalable de 50 (resp.

20, 10) unités du secteur s; (resp. sg2, s3). La matrice
S = (51 Sn)

représentée ci-dessus est souvent appelée la matrice technologique.
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FIGURE V.4. Le modele d’analyse input-output.

Ainsi, si le secteur s; veut produire z; unités, il a besoin de s;;x; unités
du secteur s;.

La production totale x; du secteur s; doit tenir compte des demandes
des différents secteurs (y compris s;) ainsi que de la demande finale du
consommateur d;. Pour satisfaire le secteur s;, le secteur s; doit lui fournir
Sij -

Avec nos notations, on a

n
XT; = Z SijTj + di
j=1

et sous forme matricielle,
r=Sx+d.
Il s’ensuit que
(I—-9S)z=d
Si I — S est inversible, alors on peut résoudre facilement le probleme
d’analyse input-output et trouver le vecteur x.

Exemple V.6.2. En continuant notre exemple numérique, supposons que
le vecteur des demandes finales est

10
d= {20
15
alors
0,5 —0,4 —0,2\ ' /10 L[5 4 -2 /10
r=1-02 07 -01 20|= |52 7 - 20

~0,1 —0,1 0,7 15 1 -1 7 15
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et donc
o 10
5

On voit que connaissant la matrice (I —S) ™!, on trouve immédiatement une
nouvelle valeur pour = lorsqu’on fait varier d.

Remarque V.6.3. Cet exemple n’étant destiné qu’a illustrer le calcul
d’inverses, nous nous arrétons ici. On pourrait aller plus loin'® en déter-
minant par exemple sous quelles conditions I — S est inversible, ou encore
donner une formule pratique du calcul de l'inverse quand la dimension de
la matrice devient grande. On pourrait encore rechercher l'interprétation
économique des entrées de la matrice (I —S) 1.

Byoir par exemple, D. C. Lay, linear algebra and its application, Addison-Wesley
1993.



CHAPITRE VI
Systemes d’équations

1. Définitions

Dans ce chapitre, p est un entier supérieur ou égal a 2, n est un entier
positif.

Définition VI.1.1. Un systéeme d’équations linéaires a n équations et p
inconnues est un systeme de la forme

anry + appry + -+ apr, = b
(S) :
an1T1 + ap2®2 + 0+ AppXp = bn,

Ce systeme peut encore se mettre sous forme matricielle

air - anp 1 b1

ap1 -+ Gpp Zp b,
On dit que A = (a;;) € K} est la matrice du systeme, v = (z;) € KP est le
vecteur des inconnues et b = (b;) € K" est le second membre du systeme. Les
matrices A et b sont supposées connues. Ainsi, on dénote encore le systeme
(S) sous la forme

Ax =b.

Tout vecteur z qui vérifie Az = b est dit solution du systeme. Cela signifie
que z doit satisfaire simultanément les n équations.

Si on désigne les colonnes de A par C1, ..., C), le systeme (S) peut encore
se mettre sous la forme vectorielle,

i:ﬂj Cj =b.
7j=1

Définition VI.1.2. Un systeme de la forme Az = b tel que b = 0 est
dit homogéne. Un systeme est compatible s’il possede au moins une solu-
tion. Sinon, il est dit incompatible. Par exemple, un systéme homogene est
toujours compatible puisqu’il possede toujours la solution x = 0.

Soit Az = b, un systéme (S). Le systéme obtenu en remplagant le second
membre b par 0 est appelé le systéme homogéne associé a (S).

Si un systeme possede une et une seule solution, il est dit déterminé. S’il
possede plus d’une solution, il est dit indéterminé .

Enfin, deux systemes sont équivalents s’ils possedent les mémes solutions.

101
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Si A= (aij) € Kg et B = (b”) € KZL,

n X (p+ ¢) obtenue en juxtaposant A et B, i.e.,

alors on note (A|B) la matrice
ajp -0 oalp b oo by

anl -+ Gpp bpr o bng
2. Premiéres propriétés

Cette premiere propriété! assez élémentaire sera revue en détail a la
section suivante.

Proposition VI.2.1. Soient A € K’; une matrice donnée par ses lignes

14 by
A= | : et b=|:|eKk”
Ly by,
tels que le systéme (S) : Az = b soit compatible.

Si les vecteurs (Lp11|bg+1), ..., (Lnlbn) € Kpyq1 sont combinaisons li-
néaires de (L1|b1),...,(Lg|bg), alors le systéme Ax = b est équivalent au
systeme (S?) :

Ly b
Ly by,
xr =
L4 br+1
Ly, by,

Démonstration. Il est clair que toute solution de (S’) est aussi solution
de (S) puisque dans (S), elle doit uniquement satisfaire certaines équations
de (S?).

Soit = (x1,...,xp) une solution du systeme (S) : Az = b. Par hy-

pothese, pour tout j =k +1,...,n, il existe aj1,..., a5, € K tels que
k k
Lj = Zaj,g L, et bj = ZO@"@ by.
=1 =1
Par conséquent, pour tout j =k+1,...,n,0n a

k k
Lj = E Qe Lgm' = E Qe bg = bj
(=1 (=1

et x est encore solution du systeme (S?).
]
Hes propositions de cette section, relatives aux systémes linéaires, sont les seules a

étre utilisées dans la preuve de la proposition V.3.2. Remarquer qu’on y fait nullement
référence a la notion rang.
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Exemple VI1.2.2. Considérons le systeme
z+y+z =1
r—2y+3z =

Ce systeme est équivalent au systéme suivant, ou la troisieme ligne est la
somme des deux premieres,

z+y+z = 1
T—2y+3z =
2c —y+4z = 3

Proposition VI.2.3. Si A € K} est inversible, le systéme Ax = b posséde
Punique solution A~'b.

Démonstration. Tout d’abord, A~1b est bien solution du systeme car
A(A™D) = (AA Db =Tb =0
De plus, si x est une solution, il vérifie Az = b et alors en mutlipliant les
deux membres par A~!, on trouve x = A~'b.

Proposition VI.2.4. Soit A € K. Le systéme homogéne Ax = 0 posséde
lunique solution © = 0 si et seulement si A est inversible.

Démonstration. Si A est inversible, par la proposition précédente, le
systéme possede 1'unique solution A~10 = 0.

Si A n’est pas inversible, son déterminant est nul et les colonnes de A
sont linéairement dépendantes (cf. proposition V.3.1). Il existe donc des

coeflicients non tous nuls x1,...,z, tels que
n
Z ZT; Cz =0.
i=1
Ainsi, (z1,...,2,) est une solution non nulle du systéme homogene.

3. Structure des solutions et compatibilité

La proposition suivante donne la structure des solutions d’un systeme
d’équations. On obtient toutes les solutions® d’un systéme (S) en ajoutant
a une solution particuliere xg de (S), les solutions du systéme homogene
associé a (S).

Propesition VI.3.1. Soit A € KJJ. Si zg vérifie Azg = b, alors les solu-
tions du systéme Ax = b sont de la forme
To+Y
ou y vérifie Ay = 0.

?L’ensemble des solutions d’un systéme homogene est un sous-espace vectoriel de KP.
Par conséquent, I’ensemble des solutions d’un systéme est une variété affine.
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Démonstration. Si Az = b et Ay = 0, alors il est clair que A(zg+y) =0
et donc xg + y est solution du systeme.

Soit z une solution du systéeme Ax = b. Vérifions qu’elle a la forme
prescrite. Siz est aussi solution, alors . —x vérifie A(z—x¢) = Az— Axg =
b—b=0et

r =9+ (z — x9).
[

Définition VI.3.2. On appelle rang du systéme Ax = b, le rang de la
matrice A.

La propriété suivante a un intérét double. Elle s’avere utile dans des
argumentationss théoriques mais aussi, tres souvent, dans les discussions
de systemes apparaissant dans 1’étude de lieux géométriques. En effet, par
la méthode des génératrices, I’élimination des parametres revient souvent a
exprimer la compatibilité d’un systeme.

Proposition VI.3.3 (Rouché). Soient A € K} et b € K". Les conditions
sutvantes sont équivalentes.
i) Le systeme (S) : Ax = b est compatible,
ii) tout vecteur y € K,, satisfaisant yA =0 est tel que yb =0,
iii) le rang de A est égal au rang de (A|b).

Remarque VI.3.4. On appelle parfois (A|b) la matrice augmentée de (S).
La condition ii) montre que toute relation linéaire ayant lieu entre les lignes
de A doit aussi avoir lieu entre les éléments correspondants du second mem-
bre b.

Démonstration. i) implique ii). Si z( est une solution de (S) et si yA = 0,
alors en multipliant a droite par xg, il vient

yAxg = yb=0.

ii) implique iii). La condition ii) signifie que toute relation linéaire ayant
lieu entre les lignes de A a aussi lieu entre les lignes de la matrice augmentée
(A]b). Ainsi, le nombre de lignes linéairement indépendantes dans A est égal
au nombre de lignes linéairement indépendantes dans (A|b). Ceci signifie que
rg(A) = rg(A]).

iii) implique i). Soit 7 le rang de A. La matrice A possede donc r colonnes

linéairement indépendantes : Cj,,...,C;, . Les vecteurs C;,,...,C;, , b sont
linéairement dépendants car par hypothese, rg(A|b) = r. En d’autres termes,
b est combinaison linéaire de C; , ..., C;. donc de C1,...,C),. Ainsi, il existe
z1,...,Tp tels que

p
ij(]j =b
j=1

et le systeme (S) possede une solution.
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Exprimer les conditions nécessaire et suffisante sous lesquelles un sys-
teme Ax = b est compatible s’appelle I’élimination de x dans le systeme.

L’expression de ces conditions revient donc a égaler le rang de A avec celui
de (Ab).

Exemple VI1.3.5. Si on considere le systeme

r+y—2z=1

2 +y+2=3

3x+2y—z2z=4
Il est clair que ’on peut par exemple supprimer la troisieme équation et con-
server un systéme équivalent car, cette derniere équation s’obtenant comme
combinaison linéaire des deux précédentes, elle n’apporte aucune contrainte
supplémentaire sur les solutions. On obtient ainsi le systeme équivalent

r+y—2z=1
{ 2r+y+z2=3
Peut-on continuer de la sorte et supprimer, par exemple, la seconde équa-
tion 7 La réponse est non car, par exemple, x = 1, y = z = 0 satisfait
la premiere équation mais pas la seconde. Ainsi, ’ensemble des solutions
du systeme ci-dessus est un sous-ensemble strict des solutions du systeme
réduit & une seule équation x + y — 2z = 1. En fait, on conserve deux
équations “indépendantes” (i.e., correspondant & des lignes linéairement in-
dépendantes dans la matrice du systéme) car c’est exactement la valeur du
rang du systeme.

Cette constatation est en fait générale et est traduite par le résultat
suivant.

Corollaire V1.3.6. Si le systéme (S) : Ax = b est compatible, il est équiva-
lent a tout systéme (S’) obtenu en ne considérant que les lignes de la matrice
A qui sont linéairement indépendantes et en nombre égal au rang de A.

Démonstration. Toute solution de (S) est solution de (S’) puisque dans
(S"), elle doit satisfaire uniquement certaines équations de (S).

Montrons & présent que toute solution de (S’) est solution de (S). Par
construction de (S’), toute ligne L; de A est combinaison linéaire des r =
rg(A) lignes de la matrice de (S’). Ces lignes sont des lignes de A et quitte &
permuter les équations de (S), on peut supposer qu'il s’agit des r premieres :
Ly,...,L,. Autrement dit, pour tout i € {1,...,n}, il existe des scalaires
)\g) tels que

Li=Y ML
k=1

Puisque le systéeme (S) est compatible, en vertu de la proposition précédente,
ces relations ont aussi lieu entre les composantes de b,

bi=>_ Ay
k=1
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Soit z, une solution de (S’). Cela signifie que pour tout k¥ € {1,...,r},
Liz = bg. Ainsi, pour tout i € {1,...,n}, on a

Liz =Y MLz =3" Ao, = .
k=1 k=1

Donc z est aussi solution de (S).

Remarque VI.3.7. Si A € K}, on sait que rg(A4) < p. Ainsi, si le systeme
Ax = b est compatible, alors il est équivalent a un systéme contenant un
nombre n d’équations inférieur ou égal au nombre p d’inconnues.

4. Résolution

Considérons un systeme compatible (S) : Az = b. Dans la section précé-
dente, nous avons montré que nous pouvions uniquement considérer les lignes
de A linéairement indépendantes et en nombre égal au rang. Supposons étre
dans une telle situation, ie., A € K et rg(4) = n < p. La matrice A
possede donc n colonnes linéairement indépendantes. En toute généralité,
supposons que ces colonnes sont les n premieres colonnes C1,...,C, de A.
Ainsi, vu la forme vectorielle sous laquelle peut étre mis (S), on a

1
(Cl Cn) =b—2y,11Ch41 — - —$pCp
L,
ol on n’a conservé dans le premier membre que les inconnues correspondant
aux n colonnes linéairement indépendantes. La matrice C' = (01 e Cn)

est donc inversible. En multipliant par son inverse C'~!, on s’apercoit que
le systéme (S) est équivalent &

x1
=0~ 2,410 Cpy1 — -+ — 2,010,
xn
On remarque qu’il n’y a aucune contrainte sur les valeurs de x,,41,...,Tp.

Ainsi, toute solution de (S) peut s’écrire

1
—1 _ _
¢=b —C'Chpa —C71G,
Tn
@ |ena =] O |+ 1 + 4+ Apen 0
' 0 1
) 0
avec Aq, ..., \p—p € K. Inversement, il est clair que tout vecteur qui s’écrit

de cette fagon est solution de (S).
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Remarque VI.4.1. Nous pouvons faire les observations suivantes.

» Sion pose A\ = --- = \,_, = 0, alors on trouve une solution
particuliere du systeme.

» Si on pose b = 0, c’est-a-dire si on considere le systeme homogene
associé, on voit que les solutions de ce dernier systeme sont les
combinaisons linéaires de p — rg(A) vecteurs linéairement indépen-
dants>.

» On retrouve (cf. proposition VI.3.1) le fait que les solutions d’un
systeme linéaire compatible s’obtiennent en ajoutant a une solution
particuliere les solutions du systeme homogene associé.

Considérons, pour conclure, le cas des systémes de Cramer.

Définition VI.4.2. Un systeme (S) : Az = b d’équations linéaires est dit
de Cramer, si A est une matrice carrée inversible.

En vertu de la proposition VI.2.3, si (S) est de Cramer, il possede
I'unique solution z = A~ 4.

11 vient,
1 —~
_(A-lpy.
7= (A7), = —— (cof(A)b)j
Or, on a
(cof (A)b); = > <cof(A)>jk b= cofy;(A)by.
k=1 k=1

En se rappelant le lemme V.2.11, on obtient cof(A); en remplacant la j-
ieme colonne de A par ej. Ainsi,

Lo det(C1 b CP)
xj:m;bkdet(C& ey e Gp) = det A

ol on a utilisé la multilinéarité du déterminant par rapport aux colonnes.
En résumé, x; est le quotient du déterminant de la matrice A du systéme o
on a remplacé la j-ieme colonne par le second membre b, par le déterminant
de A. Ces formules sont appelées les formules de G. Cramer.

5. Quelques exemples

Exemple VI.5.1. Considérons le systeme homogene

r+2y+2=0
r—y+2z=0
Jy—z=20

3Les solutions du systéme homogene Ax = 0 & p inconnues est un sous-espace vectoriel
de dimension p — rg(A). En effet, il s’agit de ’enveloppe linéaire de p — rg(A) vecteurs
linéairement indépendants.
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Il est facile de voir que ce systeme est de rang 2, on peut donc conserver
deux lignes linéairement indépendantes et obtenir un systeme équivalent.
Sous forme vectorielle, on a

(b 2)6)==0)

Puisque
12\ 1\ (53
(G5 G)-(h)
il vient
T -5/3
yl=x[ 1/3 ], Xek
z 1

Exemple VI1.5.2. Reprenons le systeme de ’exemple VI.3.5.
{ r+y—22=1

2r4+y+2=3
1l vient
r+y=1+42z
2r4+y=3—=2
et
r=2-3z
y=—1+5z
Ainsi, il n’y a aucune contrainte sur z et a chaque valeur de z = A, il

correspond un unique couple (z,y) = (2 — 3\, —1 4+ 5)) tel que (z,y, z) soit
solution du systeéme. Ainsi, pour obtenir une expression semblable & (7), on
écrit la forme générale d’une solution du systéme comme

T 2 -3

yl=1-1]1+A[ 5], ek

z 0 1

On remarque que (z,y,2) = (2,—1,0) est une solution particuliere du sys-
teme et que ’ensemble des solutions du systéme homogene associé est ex-
actement

Enfin, il est normal d’avoir la présence d’'un unique parametre A puisque
nous avons 3 inconnues et le rang du systéme vaut 2 (i.e., 3 —2 =1).

Exemple VI.5.3. Voici un autre exemple du méme type que le précédent,
mais réduit cette fois & une seule équation,

r+y—2z=1
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Comme en (7), la forme générale d’une solution du systéme est directement

x 1 —1 2
yl =10 + A1 1 +X 0], A,XeK
z 0 0 1

Ici, une solution particuliere du systeme est donnée par (z,y,z) = (1,0,0)
et I’ensemble des solutions du systeme homogene associé est exactement

—1\ /2
)L 1] 10])¢
0 1

Exemple VI.5.4. Voici a présent un exemple emprunté a la géométrie
analytique.

On considére un espace affin euclidien muni d’un repére orthonormé
d’axes Ox et Oy. Soit A, un point n’appartenant ni ¢ Ox ni a Oy. On
mene par ce point une droite variable D qui coupe Ox en B. On désigne par
P le point de Oy dont 'ordonnée est égale a l’abscisse de B. Rechercher le
lieu de la projection orthogonale de P sur la droite D.

Y A

D

Ficure VI.1. Un lieu géométrique.

Les points A, B et P ont pour coordonnées respectives (a1, az), (A,0)
et (0, ), avec A parametre réel. Les génératrices du lieu ont pour équations
respectives

—ag(x —A) —y(A—a1) =0
et

(A —ay) —az(y — A) =0.
Un point M de coordonnées (x,y) appartient au lieu si et seulement si il
existe A € R tel que le systeme

(a2 —yY)A = a2 — a1y

(x 4+ ag)\ = a1z + agy
possede une solution. L’élimination de A revient a étudier la compatibi-
lité du systeme (en l'inconnue \). Par la proposition VI.3.3, le systéme est
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compatible si et seulement si

a2 =Y\ a2 —Y a2 —ary
rg =1g .
T+ ag T+ az ai1x+ agy
Premier cas : le rang de la matrice du systeme est nul. Ceci a lieu si
Yy = ag et T = —ao. Le systéeme est donc compatible si

0 —a% — a1as
T =0
& (O —ajas + a3 ’
donc, si as = 0, ce qui est impossible car A ¢ Ox. On en conclut que le
point (—ag,az) est a exclure du lieu.

Second cas : le rang de la matrice du systéme vaut 1. La compatibilité
du systeme revient & ce que la matrice augmentée

az —y a2 —aiy

r+a2 a1x + agy
soit de rang 1 donc a ce que son déterminant soit nul. En annulant ce
déterminant, on trouve

_ 2 2 2 2
x—al a9 n y_a1+a2 :al—l—aQ.
2 2 2

Le point (—ag,ag) vérifie nécessairement cette équation. On en conclut
a1—as a1+a2)
2 0 2

que le lieu recherché est un cercle de centre (
@ /a2 + a3 privé du point (—az, as).

Remarque VI.5.5. Cet exemple nous montre que la discussion sur le rang

et de rayon

du systeme permet une détection facile des parties parasites du lieu.

Exemple VI1.5.6. Voici a présent un systeme linéaire présentant une dis-
cussion complete en fonction du rang (a et b sont deux parametres com-
plexes)

r4+iz=1
ar+by=2>
br —az=0"b
ay + z = a.
Sous forme matricielle, ce systeéme se réécrit
1 0 = 1
ab 0 N b
AX =B A= X = t B =
avec b0 —al Z e b
0 a 1 a

La matrice A a 3 colonnes. Son rang est au plus 3. Le systéme est compatible
si et seulement si rg A = rg(A|B). En particulier, si la matrice (A|B) est
de rang maximal égal a 4, c’est-a-dire si det(A|B) # 0, alors le systeme est
incompatible. Si on calcule ce déterminant, on trouve

det(A|B) = —a?(a + ib).
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Donc, si a # 0 et a # —ib, le systéme est incompatible. (CasI)
Dans les autres cas, c’est-a-dire si @ = 0 ou a = —ib, le rang de (A|B)
est inférieur ou égal a 3. (Cas II)

La sous-matrice constituée des quatre coins de A est de déterminant non
nul. La matrice A est au moins de rang 2. Elle est exactement de rang 2

1
si et seulement si les deux matrices qui bordent < 0 i) dans A sont nuls.

Ces deux sous-matrices ont pour déterminant

1 0 ¢ 1 0 =
a b 0|=b+id®> et |b 0 —a|=a(a+ib).
0 a1 0 a 1
Ainsi,
_ b+ia? =0
=2 — {a(a+ib)=0
< (a=0etb=0)ou(a=—ibet b—ib*>=0)
< (a=b=0)ou(b=—ieta=-1).
Sia=0b=0, alors (Cas IL.i)
1 0 ¢ 1
0000
rg(A|B) =rg 000 0 =2=rgA
0010

et le systeme est compatible. De plus, le nombre d’inconnues moins le rang
du systeme donne 3-2=1 parametre dans ’expression des solutions. Le sys-
téeme admet une infinité simple de solutions.

Sia=—1etb=—i, alors (Cas IL.ii)
1 1
—1 —OZ (l) —1 Lol
rg(A|B) =rg , | =3 car| -1 0 —i|=-1%#0.
- 0 1 —3 0 1 —1
0o -1 1 -1

Donc rg(A|B) =3 > 2 =rg(A). Le systeme est incompatible.

Il ne reste plus que le cas ol la matrice du systeme est de rang 3 et ou
le systeme admet une solution unique. (Cas IlL.iii)
Ce cas se présente si et seulement si rg(A|B) = rg(A) = 3, c’est-a-dire si

(a =0 oua=—ib) et (a,b) # (0,0) et (a,b) # (—1,—1)
(a=0etb#0)ou(a=—ibet b#0 et b# —i).

En conclusion, le systeme
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» est incompatible si (a # 0 et a # —ib) ou (a = —1 et b = —i),

» admet une solution unique si (a = 0 et b # 0) ou (a = —ibet b #
0 et b# —i),

» admet une infinité simple de solutions si a = b = 0.

6. Complément : Algorithme de Gauss-Jordan

Les méthodes de résolution de systemes linéaires développées jusqu’a
présent ont des avantages certains au point de vue de I’élimination d’éventuels
parametres et des discussions théoriques. Cependant, si ’on désire résoudre
un systéeme de maniere efficace (en particulier, au moyen d’un ordinateur),
on a le plus souvent recours a d’autres méthodes comme celle décrite ci-
dessous.

Soit un systeme (S) de n équations & p inconnues,

anry + apry + -+ apr, = b
an1T1 + ap2®2 + 0+ AppXp = bn
Notons par L; la i-eme ligne (ail e bi) de la matrice augmentée du

systeme. Par les résultats énoncés dans les sections précédentes, il est clair
que les opérations élémentaires suivantes transforment le systeme (S) en un
systeme équivalent :

» multiplier une ligne par un scalaire non nul :
L; — A\L;, A € K\ {0},
» ajouter a une ligne une combinaison linéaire d’autres lignes :
L; — L;+ALj, A€ K, i#j,
» permuter deux lignes :
L; < Lj, i #j.
Proposition VI.6.1 (Phase d’élimination). Par des opérations élémen-

taires sur les lignes, le systéeme (S) peut étre transformé en un systéme
équivalent de la forme

(
Tpy + ooty + o @y, + o+ aT,, = B
Tpy oo Ty, o Ty, = P2
T+ T, = O
0 = Brn
0 = ﬁn

ot [ est une permutation de {1,...,p} et k est le rang du systéme.
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Démonstration. On procede par récurrence sur p, le nombre d’inconnues
du systeme. Si la matrice du systeme est nulle, il n’y a rien a démontrer.
Sinon, choisissons une variable qui intervient avec un coefficient non nul dans
une des équations du systeme. Quitte a permuter les lignes du systeme et
les inconnues, on peut supposer que a1; # 0. On transforme le systéeme en
effectuant les transformations élémentaires

1
L1 — —L1
ai
et pour i # 1,
a
Li — Lz - LlLl
ai
L’élément a11 est appelé pivot. On obtient alors un systeme équivalent ayant
la forme
Ty 4+ adpre + o 4+ apr, = b
ageTy + o+ ax, = by
/ / _ /
QpoT2  + -+ AppTp = bn

Le systeme privé de la premiere ligne possede n—1 inconnues. On peut donc
lui appliquer I’hypothese de récurrence et obtenir un systeme équivalent du
type prescrit.

]

Proposition VI.6.2 (Phase de substitution). Par des opérations élémen-
taires sur les lignes, un systeme de la forme

r1T + appxre + - + agrr + - + A1pTp = b1
T2 _|_ e _|_ G’Qk?xk‘ + e + a2pl‘p e b2
T + o QppTpy = by,

peut étre transformé en un systéme équivalent du type

T+ T+ ooy = B

T2 + opy1Tp41 + o0+ agpry = B

T+ QprpiTryr + oo+ T, = Bk
Démonstration. Pour j = 1,...,k — 1, on effectue la transformation

élémentaire
Lj — Lj — ajkLk
pour annuler le coefficient de x; dans les k — 1 premiéres équations.
Pour j =1,...,k — 2, on effectue la transformation élémentaire
Lj—Lj—aj,1Lk

pour annuler le coefficient de z;_; dans les k£ — 2 premieres équations. On
continue de cette maniere jusqu’a obtenir la forme indiquée.
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En effectuant la phase d’élimination, suivie de la phase de substitution,

le systeme (S) de départ peut se mettre sous la forme
(

Tpy + Oy Ty, o+ oz, = B
Tpy T Q2 Ty T Qo Ty, = 2
T, + Ty, o QT = Bk
0 = Br+
0 = ﬁn
Ainsi, (S) est compatible si Sxy1 = --- = (B, = 0. De plus, si k = p, le
systéme possede une unique solution x,, = 8; pour i =1,...,k. Sik <p,le

systéme possede alors une infinité de solutions?. Pour tout choix de valeurs
pour

Tppgprs s Ty

les valeurs de x,,,...,z,, sont données par
Lpy = B — Clppr1Tpper = 7 = CQlpp Ly,
Ty = Bk = Qe Ty = 70— Qe Ty

On retrouve les résultats donnés a la section 4 de ce chapitre concernant la
structure des solutions d’un systeme d’équations linéaires.

Exemple VI.6.3. Voici trois exemples de systemes résolus par la méthode
de Gauss-Jordan.

3. + 2y — 2z =1
r + y — z =0
20 + 2y + z = 2

On effectue les transformations L « %Ll, Lo — Ly — %Ll et
Ly «— L3s— %Ll pour obtenir le systéeme

O VI
1 2, _ 1
A
3 T 37 3
Si Ly « 3Ly et Ly < Lg — 2L+, il vient
T
y — 2z = -1
3z = 2
Pour terminer la phase d’élimination, Lg < %Lg donne
R
y — 2z = -1
2
2 = 3

4Bien évidemment, il faut que K soit infini.
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En substituant, on trouve
2 1 1
Zz = — = — €Tr = —.
3 Y73 773

Le systeme posséde une unique solution (systeme déterminé).
Considérons a présent le systeme

3z + 2y — z =1
T 4+ y - =0
dc + 3y — 2z 1
La phase d’élimination donne d’abord
IR
A R
3 — 37 —3
puis
I
y — 2z = -1
0 0

Ainsi, z peut prendre n’importe quelle valeur et pour chacune d’elles, on a

r = 1—z
y = —142z2
On est dans le cas d’un systéme indéterminé (le systéme est de rang 2 et on

a trois inconnues).
Enfin, considérons le systeme

3z + 2y — =z =1
r + y — 2z =0
dc + 3y — 2z = 2

La seule différence avec I'exemple précédent est le second membre de la
troisieme équation. La phase d’élimination donne

T T
y — 2z = -1
0 = 1

On s’apergoit donc que le systéeme est incompatible.

Remarque VI.6.4. On peut aussi utiliser 'algorithme de Gauss-Jordan
pour rechercher I’éventuel inverse d’une matrice carrée. En effet, si A est
une matrice carrée inversible de dimension n et X l'inverse de A, alors

AX =1.

Si X1,...,X, sont les colonnes de X, I’équation matricielle précédente est
équivalente aux n équations

AXZ‘ZQZ‘, i:1,...,n.
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Rechercher X revient donc a résoudre n systemes d’équations linéaires ayant
méme matrice A. Dans I'algorithme de Gauss-Jordan, seuls les coefficients
de A jouent un role dans la phase d’élimination. On peut donc résoudre les
n systemes en paralléle.

Exemple VI1.6.5. Soit la matrice
1 21
A=|1 0 1
2 1 3
Effectuons les phases d’élimination en parallele. On a tout d’abord

1 2 111010
1 01 0,
21 3 1

et si LQ <—L2—L1, L3 <—L3—2L1,

1 2 1|11 0]|0
0 -2 0|-1]1
0 -3 1]-21]0

Enfin, si Ly « —3Lo, Ly < L3 — 3 Lo,

1 2 17 1] 010

01
010

)

—_

1 1
EEIEAIS
2 2

Pour la phase de substitution, si on s’intéresse a la premiere colonne, on
trouve x31 = —%, To] = % et x11 = % Pour la deuxieme colonne, x3o = —%,
Tog = —% et r19 = % et enfin, avec la troisieme colonne, x33 = 1, xo3 = 0 et
z13 = —1. Donc

1 5 1

AL = i _21 0
_21 _5 1
2 2

7. Implémentation de 1’algorithme de Gauss-Jordan

Nous donnons dans ce complément®, deux implémentations de la mé-
thode de Gauss. Nous avons choisi ici le langage C et la variable a est un
tableau nxn représentant la matrice du systeme.

La premiere version présentée est (trop) simpliste. Elle prend comme
premier pivot, le premier élément de la premiere ligne, puis comme deuxieme
pivot, le deuxieme élément de la deuxieme ligne et ainsi de suite...

51 s’agit d’'un complément car les discussions de cette section sortent du cadre de
ce cours d’algebre linéaire et s’apparentent plus & de I’analyse numérique. Cette section
s’inspire des notes de cours de J. Hefferon, Saint Michael’s College, Colchester, Vermont
(USA). On pourra aussi consulter R. W. Hamming, Introduction to Applied Numerical
Analysis, Hemisphere Publishing, 1971.
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for(ligne_pivot=1;ligne_pivot<=n-1;ligne_pivot++){
for(ligne=ligne_pivot+1l;ligne<=n;ligne++){
coefficient=al[ligne,ligne_pivot]/al[ligne_pivot,ligne_pivot];
for(col=ligne_pivot;col<=n;col++){
al[ligne,col]-=coefficient*al[ligne_pivot,col];

}

3

Pour rappel, en langage C, une instruction comme x-=y équivaut a x=x-y
et une instruction du type x++ incrémente d’une unité la variable x. Le code
ci-dessus donne une idée rapide de la fagon d’implémenter 'algorithme de
Gauss. Cependant, il n’est pas utilisable en pratique et ce, pour diverses
raisons. Tout d’abord, rien n’empéche un élément de la forme a[i,i] d’étre
nul. Cette situation n’a pas été prise en compte. En effet, lorsqu’on inspecte
le code, on effectue une division par a[ligne_pivot,ligne_pivot]. Pour
remédier a ce probleme, on pourrait ajouter une condition if ... et alors
permuter deux lignes de la matrice a.

Lorsqu’on utilise un ordinateur, ’arithmétique en virgule flottante peut
conduire a certains désagréments. Pour éviter ces problémes, il faut étre un
peu plus soigneux dans la facon d’implémenter les algorithmes.

Nous avons vu que si la matrice du systéme n’est pas inversible, alors
ce cas doit étre traité séparément (et conduit a un systeéme incompatible ou
indéterminé). Mais on peut aussi étre en présence de systémes “presque”
singuliers. Par exemple, considérons le systeme

z4+2y = 3
1.00000001 z +2y = 3.00000001 °
On trouve facilement la solution x = y = 1. Mais un ordinateur, de par
la maniere dont sont représentés les nombres, peut avoir plus de difficultés.
Si nous travaillons en simple précision, cela signifie que 'ordinateur utilise
huit positions significatives pour représenter les nombres. Ainsi, pour la
représentation en machine, la seconde équation sera codée par

1.0000000 z + 2y = 3.0000000

perdant dans le méme temps le chiffre en neuvieme position. (On dispose de
huits positions pour stocker le nombre 1.00000001, la premiere contient “1”
pour le chiffre des unités, suivi de sept “0” pour les sept premieres décimales. )
Des lors, au lieu de fournir la solution x = y = 1, 'ordinateur pensera étre
en présence d’un systeme ayant une matrice non inversible puisque les deux
équations possedent la méme représentation interne.

Remarquons encore que si on remplace la deuxieme équation du systeme
par

1.000000012 + 2y = 3.00000003,
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la véritable solution passe de x =y =1 a x = 3 et y = 0. Par conséquent,
le systeme peut changer de maniere radicale en modifiant simplement la
huitieme décimale. Ceci explique les difficultés a traiter ce probleme & l’aide
d’un ordinateur. Un probleme qui est tres sensible a de telles pertubations
ou imprécisions est dit mal conditionné. Par extension, on parle aussi de
matrice mal conditionnée.

Il peut aussi y avoir d’autres raisons pour lesquelles les résultats fournis
par un ordinateur peuvent étre remis en question. Considérons par exemple
le systeme

0.00lz+y = 1
r—y = 0

Il est immédiat que ce systeme possede comme solution x = y = 1/1.001
qui est un nombre légerement inférieur a un. Pour 'exposé, supposons
disposer d’un ordinateur utilisant uniquement deux chiffres de mantisse®
pour représenter les nombres de maniére interne (on pourrait produire un
exemple semblable en travaillant avec huit chiffres significatifs). Le systéme
est représenté par

(1.0 x 10732 + (1.0 x 10%y = 1.0 x 10°
(1.0 x 10%) 2 — (1.0 x 10%)y = 0.0 x 10° °

Si on utilise notre algorithme introduit précédemment, la phase de réduction
donne —1000 L1 + Lo et la seconde équation est donc

~1001y = —1000.

Puisque nous disposons uniquement de deux chiffres pour la mantisse, le
nombre —1.001 x 103 est arrondi (tronqué) & —1.0 x 10® et la deuxieme
équation du systeme est ici représentée de maniere interne par

(=1.0 x 10%)y = (—1.0 x 10?).

Des lors, 'ordinateur trouve y = 1 et puis z = 0. Ceci est bien éloigné
de la véritable solution x = y = 1/1.001 ! Cet exemple nous montre que
I’arithmétique en virgule flottante et le choix de pivots petits peut conduire
a des résultats bien imprécis.

Le lecteur féru de programmation pourrait objecter a ce qui précede et
répondre & ces problémes en passant en double précision (on utilise alors
16 positions significatives pour représenter les nombres au lieu de 8 en pré-
cision simple). Néanmoins, cela ne ferait que reporter le probleme (il suf-
fit d’adapter les exemples pour que la décimale génante se trouve en dix-
septiéme position...). De plus, les temps de calcul et la mémoire nécessaire
au stockage en seraient certainement augmentés.

Des lors, nous avons besoin d’une part, d’une stratégie permettant de
minimiser les erreurs inhérantes au calcul en précision finie et d’autre part,

6Dans une écriture en virgule flottante comme 1.7231 x 1073, 1.7231 est la mantisse
et —3 est I’exposant. Dans cet exemple, la mantisse possede cinq chiffres.
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de mesures permettant d’estimer le degré de confiance que I'on peut avoir
en les solutions fournies par la machine”.

Plutét que de considérer comme pivot, I’élément se trouvant en position
ligne_pivot, ligne_pivot, il suffit de regarder toutes les entrées de la
matrice se trouvant dans la colonne d’indice 1igne_pivot et se trouvant sous
laligne ligne_pivot. Parmi ces éléments, on choisira comme pivot I’élément
donnant les résultats les plus fiables (i.e., prendre le plus grandélément). Par
exemple, dans le systeme introduit précédemment,

(1.0 x 1073z + (1.0 x 10%y = 1.0 x 10°
(1.0 x 10%)z — (1.0 x 10%)y = 0.0 x 10° ’

on regarde les éléments de la premiere colonne et on choisit comme pivot
non pas 0.001 mais 1. Ainsi, —0.001 L5+ L; donne comme premiere équation
1.001y = 1 que l'ordinateur représente par

(1.0 x 10%)y = 1.0 x 10°.

La solution fournie par 'ordinateur est donc z = y = 1 qui est “proche”® de
la véritable solution du systeme.
Voici le code détaillé de I’algortihme de Gauss-Jordan tenant compte des
choix de pivots, on appelle parfois cette méthode, le pivotage partiel.
for(ligne_pivot=1;ligne_pivot<=n-1;ligne_pivot++){
/* Recherche du pivot maximum dans cette colonne */
max=ligne_pivot;
for(ligne=ligne_pivot+1l;ligne<=n;ligne++){
if (abs(al[ligne,ligne_pivot]) > abs(a[max,ligne_pivot]))
max=ligne;
}
/* Echange de lignes, pour faire ’remonter’ la ligne du pivot */
for(col=ligne_pivot;col<=n;col++){
temp=a[ligne_pivot,col];
al[ligne_pivot,col]l=al[max,col];
a[max,col]=temp;
}
/* On procede comme dans la version naive */
for(ligne=ligne_pivot+1l;ligne<=n;ligne++){
coefficient=al[ligne,ligne_pivot]/alligne_pivot,ligne_pivot];
for(col=ligne_pivot;col<=n;col++){
al[ligne,col]-=coefficient*al[ligne_pivot,col];
}
}

TCrest pour cette raison qu’on introduit en analyse numérique le nombre de condi-
tionnement d’une matrice.

811 est inévitable lorsqu’on travaille avec un nombre fini de chiffres significatifs, d’avoir
des erreurs d’arrondi. Une des préoccupations de ’analyse numérique est de minimiser ce
type d’erreurs.
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}

Pour obtenir les solutions d’un systeme donné, il faut bien évidemment
implémenter les transformations a effectuer sur le second membre mais aussi
des tests lorsqu’on est en présence d’une éventuelle matrice non inversible.
Pour ne pas allourdir le texte, cette tache est laissée au lecteur.



CHAPITRE VII

Espaces vectoriels

Soit K un champ fixé une fois pour toutes dans ce chapitre. Les éléments
de K sont appelés scalaires. Pour rappel, tout champ possede deux éléments
privilégiés notés 0 et 1.

1. Premieres définitions

Définition VII.1.1. ' Un espace vectoriel sur K ou K-vectoriel est un
ensemble £ muni d’une addition interne

+:ExFE—FE
et d’une multiplication interne
Kx EF—FE
qui jouit des propriétés suivantes :

(1) (E,+) est un groupe commutatif,

(2) pour tous z,y € E et tous scalaires A\, u € K
A (p-x) = (M) -,

) l-x=u,

) ()\+,u) r=Nz+p-x,
A(z4+y)=X-z+ Xy

Si E est un espace vectoriel, les éléments de E sont appelés vecteurs.

(2.1
(2.
(2.
(2.4

Puisqu’en particulier, (E,+) est un groupe, il existe un neutre unique
pour l'addition, appelé vecteur nul, que ’on notera 0 tel que x + 0 = = =
0 4+ « pour tout z € FE. Il faudra veiller a ne pas confondre le vecteur
nul et le scalaire 0, le contexte permettant de faire la distinction?. Comme

1Bien que nous n’utiliserons pas la notion de K-algebre dans ce qui suit, on peut néan-
moins noter qu’'une K-algébre est un espace vectoriel muni d’'une opération supplémentaire
x: E X E— FE qui est

(3.1) associative : Yu,v,w € E, (u*v) xw = u* (v *w),

(3.2) admet un neutre 1g € E: Vu € B, u*xlg =u=1g x u,

(3.3) distributive par rapport & + :

Vu,v,w € B, ux(v+w)=u*xv+tusxwet (ut+v)*w=uxw+v*w,

(3.4) homogene : Yu,v € E, VA € K, (Au) *v = A (u*v) = u=* (A\v).
Une algebre est commutative si Vu,v € E, uxv = v*u. Par exemple, K, est une K-algebre
non commutative.

2Par exemple, K" est un K-vectoriel. Le vecteur nul est le vecteur colonne de dimen-
sion n dont tous les éléments sont nuls. On ne confondra pas ce vecteur avec le scalaire
0eK.

121
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d’habitude, on notera —x I’opposé du vecteur z, c¢’est-a-dire 'unique vecteur
tel que z + (—x) =0 = (—z) + =.

Remarque VII.1.2. Nous voudrions a ce stade attirer I'attention du lecteur
sur la différence existant entre les structures d’espace vectoriel et d’anneau.
En effet, ces structures disposent toutes deux d’une méme opération d’ad-
dition (on est, dans les deux cas, en présence d’un groupe commutatif pour
+). Par contre, 'opération de multiplication est différente. Dans le cas d’un
anneau A, il s’agit d’une opération interne, - : A x A — A. Par contre pour
un K-vectoriel F, il s’agit d’une multiplication par un scalaire, - : Kx E — E
(en général, E # K).

Proposition VII.1.3. Soient E un K-vectoriel, x,y,z € E et A € K. Alors
TH+z=y+tz=>2x=y e z2+tr=2+y=a=y,
0-z=0,
A-0=0,
Az=Xy=A=0 ou z=y),
(=) -z=—=(\-x).

Les preuves ne sont pas difficiles mais constituent un bon moyen de se
familiariser avec les axiomes des espaces vectoriels.

Démonstration. Si x + z = y + 2, on ajoute a chaque membre I'unique
vecteur —z, opposé de z, pour obtenir x + 0 =y + 0 et donc x = y.

Pourtoutz € E,z+0=2=1-2=(140)-2=1-24+0-2 =240 .
De la premiere propriété, il s’ensuit que 0 -z = 0.

Prouvons que A-0=0. Ona A-04+A-0=X-(0+0)=XA-0=X-0+0
et donc, par la premiere propriété, A -0 = 0.

Pour I’avant-derniére propriété, si A # 0, il suffit de multiplier les deux
membres par le scalaire %
Enfin traitons la derniere propriété. On a

0=0-z2=A+(=A)-z=X-z+ (=) -z
Ceci montre que (—\) - x est 'opposé de A - x que 1'on note —(\ - ).

Remarque VII.1.4. Cette derniere propriété montre la cohérence de la
notation —x puisque (—1) - x = —z. En particulier, on notera = + (—y)
simplement x —y. Nous avons alors z —2z = (1—1) -2 = 0.2 = 0, pour tout
x € E. Dans la suite, nous écrirons Az au lieu de A - x.

Exemple VII.1.5. Voici quelques exemples d’espaces vectoriels.

» L’ensemble K™ est un espace vectoriel sur K. En particulier, I’en-
semble K" des vecteurs colonnes a m composantes et I’ensemble K,
des vecteurs lignes a n composantes sont aussi des espaces vectoriels
sur K.
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» Soient X un ensemble et F(X;K) 'ensemble des applications de
X dans K. Muni des opérations d’addition et de multiplication
définies par

(f +9)(x) = f(z) + g(x)
et
(Af)(@) = Af(x)
pour tous f,g € F(X;K), A € K, ensemble F(X;K) a une struc-
ture d’espace vectoriel sur K.

» L’ensemble Cy(R) des fonctions continues sur R est un espace vec-
toriel réel.

» L’ensemble R[z| (resp. C[z]) des polynomes a coefficients dans R
(resp. dans C) est un espace vectoriel réel (resp. complexe).

» L’ensemble R[z]4 (resp. C[z];) des polynomes a coefficients dans R
(resp. dans C) de degré au plus d est un espace vectoriel réel (resp.
complexe).

» L’ensemble des solutions d’un systéme homogene d’équations liné-
aires a coefficients dans K est un espace vectoriel sur K.

» L’ensemble des nombres complexes peut étre vu comme un espace
vectoriel sur R. De méme, R est aussi un Q-vectoriel.

Définition VII.1.6. Soient E un espace vectoriel et x1,...,x, des éléments

de E, r > 1. Les vecteurs x1, ..., x, sont linéairement dépendants s’il existe

des scalaires Aq,..., A, non tous nuls tels que
Az + -+ Az = 0.

Dans le cas contraire, ils sont dits linéairement indépendants. Cela signifie
que si on a une relation de la forme

Mx1+ -+ A, =0

ol Ai,..., A sont des scalaires, alors

AM=--=X=0.
Une expression de la forme Ajxq + -+ + Az avec Aq,..., A, € K est
une combinaison linéaire des vecteurs x1,...,T,. Autrement dit, z1,...,z,

sont linéairement indépendants si la seule facon d’obtenir le vecteur nul
comme combinaison linéaire de ces vecteurs est de considérer une combinai-
son linéaire dont tous les coefficients sont nuls.

Exemple VII.1.7. Voici quelques exemples de vecteurs linéairement dépen-
dants et indépendants.

» Si on considere C comme un R-vectoriel, les vecteurs 1 et i sont
linéairement indépendants. En effet, si a,b € R et si a + b = 0,
alors @ = b = 0. (La seule combinaison linéaire a coefficients réels
de 1 et i donnant 0 est la combinaison ou les deux coefficients sont
nuls.)

Des vecteurs sont linéaire-
ment dépendants si et
seulement si 'un d’eux
s’exprime comme combi-
naison linéaire des autres.

La seule fagon d’obtenir

le vecteur nul comme
combinaison de vecteurs
indépen-

dants est que tous les

linéairement

coefficients de cette

combinaison soient nuls.
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» Sion considere a présent C comme un C-vectoriel, les vecteurs 1 et
1 sont linéairement dépendants. Il suffit de trouver deux nombres
complexes a et b non simultanément nuls tels que a + b = 0. On
vérifie que a = 1 et b = ¢ conviennent. (Il suffsait de trouver une
combinaison linéaire a coefficients non tous nuls, d’autres pouvaient
tout aussi bien convenir.)

» Considérons le R-vectoriel des fonctions de R dans R. Les fonctions
cos(z) et sin(x) sont linéairement indépendantes. En effet, si a,b €
R et si3

acos(z) + bsin(z) =0, Vz € R,
alors, pour x = 0 et x = /2, on en déduit que a = b = 0. Par con-
tre, les fonctions cos(z), cos(3z) et cos®(x) sont linéairement dépen-
dantes car cos(3z) est combinaison linéaire de cos®(z) et cos(z).

» Les vecteurs du R-vectoriel R3

1 0 0
o, (1], (o
0 0 1

sont linéairement indépendants.
» Les vecteurs du R-vectoriel R3

1 -1 -1
u=|2],v=13 |, w=| 8
0 1 2

sont linéairement dépendants. On vérifie par exemple que u+2v =
w. Ainsi, 'un d’eux s’expriment comme combinaison linéaire des
autres. Autrement dit, on a la relation linéaire u + 2v — w = 0 ou
les coefficients sont non tous nuls.

» Les matrices suivantes de C3

1= 8) 2= (D) o= ()

sont linéairement indépendantes. En effet, soient a, b, ¢ des nombres
complexes tels que

aA+bB + cC = 0.

Cette égalité est équivalente a

a—b+ic = 0
c =0
a+ib+ic = 0
et ce systeme possede 'unique solution a = b = ¢ = 0.

3Remarquer que dans cet exemple, le vecteur nul est la fonction réelle zéro 0 : z — 0.
Il faut donc prendre garde de ne pas confondre 1’élément 0 de K et le vecteur nul, aussi
noté 0, du K-vectoriel considéré.



VII.2. A propos de I'indépendance linéaire 125

» Les fonctions polynomiales 1, = et 22 sont des vecteurs linéairement
indépendants de l'espace R[z]|. En effet, si

ar’ + bz +c=0, Yz €R,
alorsa=b=c=0.
2. A propos de I'indépendance linéaire
Dans ce qui suit, F est un espace vectoriel sur K.

Proposition VII.2.1. Soient p un entier supérieur ou égal a2 et x1,...,xp
des vecteurs linéairement indépendants de E. Aucun des x; n’est le vecteur
nul. De plus, les vecteurs x1,...,x, sont deur a deux distincts et pour
tout entier positif q tel que ¢ < p, les vecteurs x1,...,x, sont linéairement
indépendants.

Démonstration. C’est immédiat.

Proposition VIL.2.2. Soient p un entier positif, xi,...,x, des vecteurs
linéairement indépendants de E et y un vecteur de E. Alors y est combi-
naison linéaire de x1,...,x, si et seulement si les vecteurs x1,...,Tp,y sont
linéairement dépendants.

Démonstration. Si y est combinaison linéaire de z1,...,x)p, alors il est
clair que z1,...,%p,y sont linéairement dépendants. Réciproquement, sup-
posons i, ...,Tp,y linéairement dépendants. Il existe donc des scalaires
non tous nuls Ay,..., Ay, A tels que

AT+ Ay + Ay = 0.

Si A était nul alors les vecteurs z1,. .., x, seraient linéairement dépendants.
Par conséquent, A £ 0 et on trouve

Ceci conclut la preuve.

Théoréme VII.2.3 (Théoreme de Steinitz). Soit p un entier positif, p+ 1
combinaisons linéaires de p vecteurs sont linéairement dépendantes.

Démonstration. Soient

Y1 = Anxi+ -+ Aprp
Yp+1 = Ap+11T1F o F Apr1pp
p + 1 combinaisons linéaires de p vecteurs x1,...,x,. Pour démontrer que

Y1,---,Yp+1 sont linéairement dépendants, on procede par récurrence sur p.
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Sip =1, on a deux vecteurs y; = A11x1 et yo = Ao1x1. Si Ay1 ou Aoy est
nul, alors y; ou yo est nul et donc, y; et ys sont linéairement dépendants.
Sinon, A21y1 — A11y2 = 0 est une relation linéaire liant y; et ys.

Supposons la propriété satisfaite pour p combinaisons linéaires de p — 1
vecteurs et démontrons-la pour p + 1 combinaisons linéaires de p vecteurs.
Si tous les coefficients \;; sont nuls, alors les vecteurs y1, ..., yp+1 sont nuls
et donc linéairement dépendants. Sinon, au moins un des A;; est non nul et
quitte a renuméroter les vecteurs, on peut supposer que A7 # 0. Consid-
érons les vecteurs

2o = Aiy2 — A1

Zprl = AM1Ypt+l — A\p1,1Y1
Nous sommes en présence de p combinaisons linéaires de p — 1 vecteurs. Par
hypothese de récurrence, ces vecteurs sont linéairement dépendants. Des
lors, il existe des scalaires po, ..., p+1 non tous nuls tels que

poz2 + -+ ppr12pt1 = 0.
En posant py = —(p2A21 + - + fip+1Apt1,1), il vient
L1yt + peAnye + -+ ppriAiyp+1 = 0.

Il est clair que les coeflicients de cette derniere combinaison linéaire ne sont
pas tous nuls.

3. Base et dimension
Dans cette section, E est toujours un K-vectoriel.

Définition VII.3.1. Une partie finie A C F est dite libre si les vecteurs de
A sont linéairement indépendants. Dans le cas contraire, A est dite lide. La
partie A est dite génératrice si tout vecteur de E est combinaison linéaire
des vecteurs de A. Si x1,...,x, est une partie génératrice de I, on dit aussi
que E est engendré par les vecteurs x1,..., ).

Exemple VII.3.2. Dans R?, les vecteurs

1 0
0 et 1
1 2
forment une partie libre (qui n’est pas génératrice) et les vecteurs
1 1 1 1
O], (1], 1] e [2
0 0 1 3

forment une partie génératrice de R? (mais cette partie n’est pas libre).
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Remarque VII.3.3. Si A est une partie libre et si B C A, alors B est
aussi libre (cf. proposition VII.2.1).

Si A est une partie liée et si B D A, alors B est aussi liée (la justification
est immédiate?).

Enfin, si A est une partie génératrice et si B D A, alors B 'est aussi.

Définition VII.3.4. Un espace vectoriel F est dit de dimension finie s’il
contient une partie génératrice finie.
Une base de E est une partie® libre et génératrice de E.

Théoreme VI1.3.5. 6 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors,

i) toute partie génératrice finie de E contient une base,
ii) toute partie libre finie de E est incluse dans une base.

Démonstration. Par définition, E possede une partie génératrice a p
éléments. Tout vecteur de E étant combinaison linéaire de ces p éléments,
le théoreme de Steinitz nous assure que toute partie libre contient au plus
p éléments”. Démontrons i). Soit A une partie génératrice de E. Parmi
les parties libres de F incluses dans A, choisissons-en une dont le nombre
d’éléments est maximum. Soit B cette partie. Il nous suffit de montrer que
B engendre E. Tout vecteur de A est combinaison linéaire des éléments de
B. Sinon, vu la proposition VII.2.2, on pourrait trouver dans A des vecteurs
linéairement indépendants en nombre supérieur au nombre d’éléments de B.
Puisque A engendre E, on en conclut que B aussi.

Passons au point ii). Soit A une partie libre de E. Choisissons dans F
une partie B formée d’un nombre maximum d’éléments tels que les vecteurs
de AU B soient encore linéairement indépendants. Il nous suffit de montrer
que AU B engendre E. Vu la proposition VII.2.2, tout élément de E est
combinaison linéaire des éléments de AU B car sinon, le nombre d’éléments
de B ne serait pas maximum. Ceci conclut la preuve.

]
4gi Z1,...,Zp sont linéairement dépendants, alors x1,...,xp, p+1 le sont aussi. En
effet, il existe des scalaires A1,..., A, non tous nuls tels que A\iz1 + -+ + Apxp = 0. Par

conséquent, on a \iz1 + - -+ + Apxp + 0zp41 = 0 avec les A; non tous nuls, ce qui montre
bien que z1,...,Zp, Tpt+1 sont linéairement dépendants.

5Le vocable “partie” est tres certainement mal choisi ! En effet, comme nous le
verrons par la suite (lorsque nous parlerons des composantes d’un vecteur dans une base),
si une base contient n éléments, on considérera cette base comme un n-uple ordonné. Par
exemple, parler de la premiére composante d’un vecteur fait référence au premier élément
de la base. Cette derniére est donc ordonnée.

6Le point ii) du théoréme est parfois appelé théoréme de la base incompléte car, si

Z1,...,Zp sont linéairement indépendants et si y1, ..., y, forment une partie génératice de
E, alors on peut compléter x1,...,xz, par certains des vecteurs y; pour obtenir une base
de E.

TCette premiere partie de la preuve nous assure que ’on peut définir une partie libre
contenant un nombre maximum d’éléments. En effet, sans cette information, une partie
libre pourrait a priori étre infinie et on ne pourrait donc pas parler du nombre maximum
d’éléments d’un ensemble infini !



C’est l’intérét primordial
des bases !

128 Chapitre VII. Espaces vectoriels

Proposition VII.3.6. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors,

i) E posséde une base,
ii) deux bases quelconques de E ont le méme nombre d’éléments.

Démonstration. Le premier point résulte de la proposition précédente.
Soient B et B’ deux bases de E contenant respectivement p et p’ éléments.
Les p éléments de B sont linéairement indépendants et sont aussi p combi-
naisons linéaires des p’ éléments de B’. Vu le théoréme de Steinitz, p < p'.
De maniere analogue, on a p’ < p.

Définition VII.3.7. La théoréme précédent nous montre que toutes les
bases de F ont le méme nombre d’éléments. Ce nombre est appelé la dimen-
sion de E et est noté dim E. De plus, on définit la dimension de ’espace
vectoriel {0} en posant dim{0} = 0.

Corollaire VII.3.8. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Toute
partie libre (resp. génératrice) contient au plus (resp. au moins) n éléments.
Si A est une partie libre (resp. génératrice) de E contenant n éléments, alors
A est une base.

Démonstration. Cela résulte immédiatement du théoreme VIL.3.5 et de

la proposition précédente.
[
La notion de base d’un espace vectoriel permet d’introduire I'important

concept de composantes d’un vecteur dans une base.

Proposition VII.3.9. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n
et U= (uy,...,uy) une base de E. Pour tout x € E, il existe des scalaires
uniques x1i,...,T, € K tels que

‘ T =xT1Ul + -+ TpUp.

8

Ces scalaires x1,...,x, € K s’appellent les composantes® de x dans la base

(ul,... ,un).

Démonstration. Puisque U est une base, U est en particulier une partie
génératrice de E. 1l existe x1,...,x, € K tels que

T =21Ul + -+ Tply.
Supposons qu'il existe également x/, ..., 2] € K tels que
r=2iur + -+ x U,
En soustrayant les deux relations et en utilisant les propriétés des espaces
vectoriels, il vient

0= (1 —2)ur + -+ (zp — 7)) up,

8Certains auteurs utilisent aussi le terme coordonnéees. Nous préférons utiliser ce
dernier terme lorsqu’on parle des coordonnées d’un point dans un repére (cf. le cours de
géométrie).
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et donc z; = z pour tout ¢ € {1,...,n} puisque les vecteurs de U sont
linéairement indépendants.

Proposition VII.3.10. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n
et U = (uy,...,uy) une base de E. L’application

1
O:F—-K':z—
Tn
est une bijection telle que pour tous A € K, z,y € F,
O(Az) = AP(x)
et
O(x+y) = P(x) + P(y).

Démonstration. Le fait que ® est une bijection résulte de la proposition
précédente. Pour le reste, il s’agit de simples vérifications.

Le vecteur ®(z) est le vecteur des composantes de x dans la base U. Si
il est nécessaire de faire référence a la base, on écrira alors @ ().

Remarque VII.3.11. Cette proposition signifie que 'application ® préserve
les structures d’espace vectoriel de E et de K”. On dit que les deux es-

paces sont isomorphes et que ® est un isomorphisme. En particulier, des oOn retrouvera cette no-
tion au chapitre suivant,

vecteurs yi,...,yr € E sont linéairement dépendants (resp. indépendants) ;i iion x 1.8

si et seulement si ®(y1), ..., P(yr) € K" sont linéairement dépendants (resp.
indépendants). On pourra des lors utiliser les propositions V.3.1 et V.3.2
des pages 87 et 88 lorsque, par 'intermédiaire d’une base, on considérera les
composantes des vecteurs. C’est aussi pour cette raison que I’archétype du
K-vectoriel de dimension finie n est K".

FiGure VII.1. Isomorphisme entre E et K"
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Remarque VII.3.12. Il résulte de la proposition précédente qu’'un espace
vectoriel E sur Z, (p premier) est de dimension finie si et seulement si il est
fini. De plus, dans ce cas,

#E — pdimE

4. Changement de base

Le probleme posé dans cette section est le suivant. Soit £ un espace

vectoriel ayant U = (uq,...,u,) et U = (uf,...,ul

1) comme bases. Tout

vecteur z de F se décompose de maniere unique dans les bases U et U’. Con-
naissant les composantes x1, ..., x, de x dans la base U, peut-on déterminer
les composantes x/, ..., 2], de x dans la base U’ ?

Exemple VII.4.1. Soit I’espace vectoriel R? muni de la base canonique

r-ta= ()= ()
== ()i ()

Si x = aey + beg, peut-on calculer a’ et V' tels que x = a'u) + b'ul, ?

et de la base

Figure VII.2. Changement de base.

Traitons le cas général d’un espace vectoriel de dimension n possédant
deux bases U et U’. Tout vecteur de E se décompose dans la base U’; en
particulier, pour ¢ € {1,...,n}, on a

n
2 : /

U; = ajl- uj.
j=1

Si x € E se décompose dans la base U par

alors on trouve

3
3
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Puisque la décomposition dans une base est unique, il vient

n
/ 2 :
CCj = aji s
=1

et sous forme matricielle,

/
€y aipr - Qln T

/
Ty anl1 *°° Qpn Tn

On remarque que la i-eme colonne de cette matrice contient les composantes
du i-eme vecteur de l'ancienne base U dans la nouvelle base U’. La con-
naissance de cette matrice permet donc de calculer les composantes de tout
vecteur x € F dans la base U’ connaissant les composantes de x dans la
base U. On dit que cette matrice est la matrice de changement de base de
UalU'.

On résume ce qui précede par la proposition suivante.

Proposition VII.4.2. ° Soit x un vecteur de E ayant X et X' pour vecteur
de composantes dans les bases U et U'. Si P est la matrice de changement

de base de U a U’, alors
X' = PX.

Exemple VII.4.3. Poursuivons I'exemple précédent. Les vecteurs de la
base U se décomposent de la maniere suivante,

Iy _2/3\ 1/-1
0) 7\1) 7\2
0y _1/3 n 3 (-1
1) 7\1) 7\2)°
La matrice de changement de base de U & U’ est donnée par

2 1
77
<_l §> .
77

Ainsi, si x se décompose dans la base U sous la z = aey + bes et dans la

et

base U’ sous la forme = = a’u) + b'u), alors les coefficients a’ et b’ peuvent

a’ _ % % a\ _ %a—k%b .
% -1 3\ —1a+2b

Exemple VII.4.4. Voici un exemple un peu moins classique. Il est aisé
de voir que U = (22,2,1) et U’ = ((z + @)%, + o, @) sont deux bases de
R[z]2, a # 0. Un polynéme quelconque de R[z]s s’écrit

ar’ +br+c=d(x+a)?+b(z+a)+ca

étre obtenus par

9Avec les notations de la section précédente, on a X = &y () et X' = &y ().
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Connaissant a, b, ¢, nous voudrions trouver un moyen pour calculer a’, ¥, c.
Il est facile de vérifier que

2 = 1 (z+a)? —2a (r4+a) +a «
z =0 (z+a)? +1 (z4+a) -1 «.
1 =0 (z+a)? 40 (z+a) +1 o

Ayant & notre disposition les composantes des vecteurs de U dans la base
U’, il vient

a’ 1 0 0 a
Vl=|-2a 1 0 b
c a -1 é c

Proposition VII.4.5. Soient U, U’ et U" trois bases de E telles que P est
la matrice de changement de base de U a U’ et Q la matrice de changement
de base de U' a U". La matrice de changement de base de U a U" est QP.

Démonstration. On a
n
/
U; = Z aji uj
i=1
et
n
I ron
uk = Z afk;uf .
/=1

Donc
n

n n n
— / " o / "
UEDIE DI ED D DI K
j=1 (=1 =1 \j=1
ce qui suffit car on retrouve exactement la formule du produit matriciel.
[
Il arrive souvent que ce soit les composantes des vecteurs de la nouvelle
base U’ qui sont données dans la base U. On a deés lors le résultat suivant.

Corollaire VII.4.6. Si P est la matrice de changement de base de U a
U', alors P! = P~ est la matrice de changement de base'® de U’ a U.
En particulier, si x est un vecteur de E ayant X et X' pour vecteur de
composantes dans les bases U et U’, alors

X' =pP-1Xx.

Démonstration. Cela résulte de la proposition précédente. Noter que

U est toujours inversible car ses colonnes sont les composantes de vecteurs
linéairement indépendants.

[

10765 colonnes de P’ sont formées des composantes des vecteurs de U’ dans la base

U.



VIL.5. Sous-espaces vectoriels 133

Exemple VII.4.7. Voici un exemple ou ce sont les vecteurs de la nouvelle
base U’ qui sont donnés dans I’ancienne base U. Considérons I'espace R*
muni de la base canonique U = (e1,es,e3,e4). On consideére les vecteurs
f1, fo, f3, f1 ayant pour vecteur de composantes dans cette base, respective-
ment (1,0,1,0), (1,0,0,1), (1,1,0,1) et (1,1,1,1). Il est laissé au lecteur
le soin de vérifier que U’ = (f1, f2, f3, f1) forme une base de R%. Soit x un
vecteur quelconque de R?,

x = aey +bey + ces +deg = d' f1 + b fa+ ¢ f3+ d fu.

Soit la matrice P’ donnée par

1111
0011
1 001
0111

Ainsi, P’ est la matrice de changement de base de la base U’ & la base U.

On a

a 111 1 a
bl [0 0 1 1] (¥
cl |1 001 d
d 011 1/ \d

et enfin, pour passer des composantes dans la base canonique U a celles dans
la base U’, il suffit d’inverser P’

a’ 1 0 0 -1

a
v |0 -1 0 1 b
dl 11 1 -1 -1 c
d -1 0 1 1 d

En particulier, grace a cette derniere matrice de changement de base, il est
a présent facile de retrouver les composantes des vecteurs de I’ancienne base
U dans la nouvelle base U’. 1l suffit de regarder les colonnes de P'~!,

5. Sous-espaces vectoriels

Définition VII.5.1. Soit £ un espace vectoriel. Un sous-ensemble non vide
F C FE est un sous-espace vectoriel s’il contient les combinaisons linéaires de
ses éléments.

Proposition VII.5.2. Soit E un espace vectoriel. Le sous-ensemble F' C E
est un sous-espace vectoriel si et seulement si les propositions suivantes sont
satisfaites :

i)0eF,
i) siz,y € F alorsz+y€F,
ili) six € F' et X\ € K alors A\x € F.

Démonstration. C’est immédiat.
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Notons que 'on peut remplacer la premiere condition de la proposition
précédente par la condition, F' non vide, et obtenir un résultat équivalent.

Proposition VII.5.3. Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors F' muni
des opérations induites par celles de E est un espace vectoriel.

Démonstration. C’est immédiat.

Exemple VII.5.4. Voici quelques sous-espaces vectoriels.

» {0} et E sont des sous-espaces vectoriels. On dit que ces sous-
espaces sont triviaux . Tout sous-espace vectoriel distinct de E et
{0} est dit propre.

» Les fonctions paires définies sur R forment un sous-espace vectoriel
de I'ensemble de fonctions définies sur R.

» Il en va de méme de I’ensemble des fonctions périodiques de période
P définies sur R.

» Les fonctions polynomiales s’annulant en 1 forment un sous-espace
vectoriel de l'espace vectoriel R[z]| des polynomes a coefficients réels.

» Les polynomes dont la somme des coefficients est nulle forment
aussi un sous-espace vectoriel de R[z].

» L’ensemble R[z]; est un sous-espace vectoriel de R[z].

» L’ensemble des solutions d’un systeme homogene de n équations a
p inconnues est un sous-espace vectoriel de KP?.

» Dans le R-vectoriel R™, les vecteurs satisfaisant 1’équation

a1+ +apxry, =0
forment un sous-espace vectoriel L.
Proposition VIL.5.5. Supposons E de dimension finie n. Si F est un
sous-espace vectoriel de E, alors F est de dimension finie, inférieure ou
€gale a n. De plus, si dim F' = n, alors F' = E.

Démonstration. Si F' = {0}, alors dim /' = 0. Supposons F' # {0}. 11
existe donc un vecteur non nul appartenant & F'. Par le théoréeme de Steinitz,
n~+1 vecteurs de E ne sont jamais linéairement indépendants. En particulier,
n+ 1 vecteurs de F' ne sont jamais linéairement indépendants. Soit p le plus
grand entier (compris entre 1 et n) pour lequel on peut trouver p vecteurs
de F' linéairement indépendants. Nommons-les f1,..., f,. Soit  un vecteur
quelconque de F'. Par définition de p, il est clair que les vecteurs f1,..., fp, 2
sont linéairement dépendants. Au vu de la proposition VII.2.1, z est donc
combinaison linéaire de fi,..., f,. Cela signifie que F' est engendré par

fi,..., fp- Donc (f1,..., fp) est une base de F et
dim FF =p < n.

Hest méme un hyperplan vectoriel.
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Sip=mn, fi,..., fp sont des vecteurs de E' linéairement indépendants
donc, vu le corollaire VIL3.8, (fi,...,fp) est une base de E. Ainsi, F'
contient une base de F, donc aussi toute combinaison linéaire des vecteurs
de cette base, par suite F' = FE.

[

Remarque VII.5.6. En général, I'union de sous-espaces vectoriels ne con-
tient pas les combinaisons linéaires de ses éléments. En effet, considérons le

R-vectoriel R? ayant F = {(g) ca€R}et G= {<_ﬁﬁ> : € R} comme

sous-espaces vectoriels. L’ensemble F'U G n’est pas un sous-espace vectoriel

FicUure VII.3. Union de sous-espaces vectoriels.

car il ne contient pas la somme de ses éléments. Si f € F et g € G sont non
nuls, alors f+¢g ¢ FUG.

Par contre, on introduit la somme de sous-espaces vectoriels qui est
encore un sous-espace vectoriel.

Proposition VII.5.7. Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de E et
soit
H={f+g|feF,gecG}
Alors H est un sous-espace vectoriel de E. Ce sous-espace H est appelé la
somme de F' et G et se note F' + G.

Démonstration. 1l est clair que le vecteur nul appartient a H car il
appartient & F et & G. Soient 2,2’ € H. Il existe f,f € F, g,4' € G tels
que z=f+getz =f +g. Il vient

2+ =(f+f)+(g+9).
cr cG

Donc z + 2’ appartient & H. Pour tout A € K, on a

Az= Af + Ag
~— =~
er eG
donc Az appartient a H. On conclut par la proposition VII.5.2.
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Remarque VII.5.8. Si F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de F, alors
FCF+GetGCF+G. Eneffet, six € Foalorsz =xz+0et 0 G
car G est un sous-espace vectoriel. Des lors, x € F' + G et il s’ensuit que
F C F 4+ G. On procede de la méme maniere avec G.

Proposition VII.5.9. Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de E en-

gendrés respectivement par x1,...,Tp ety1,...,Yq. Alors F+G est engendré
PAT T, Ty Yls - -+ 5 Yg
Démonstration. Les vecteurs x1,...,%p,¥1,...,Yq appartiennent a F' ou

a GG donc appartiennent tous a F' + G. Puisque F' + G est un sous-espace
vectoriel de F, toute combinaison linéaire de ces vecteurs appartient encore
a F' 4+ G. Réciproquement, si z € F + G, alors il existe f € F et g € G tels
que z = f 4 g. Puisque f (resp. g) est combinaison linéaire de z1,...,x,
(resp. y1,...,Yq), alors z est combinaison linéaire de z1,...,2p, y1,...,Yq-

Proposition VII.5.10. Toute intersection de sous-espaces vectoriels est
encore un sous-espace vectoriel.

Démonstration. C’est immédiat.

Définition VII.5.11. Soit A, un sous-ensemble de E. En vertu de la
proposition précédente, I'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de
E contenant A est un sous-espace vectoriel de E qui contient A. C’est le
plus petit en ce sens qu’il est inclus dans tout sous-espace vectoriel de E
contenant A. On dit que c’est I’enveloppe linéaire de A et on le note

YA(.
Par abus de langage, si x1,...,7, sont des éléments de F, on appelle en-
veloppe linéaire de x1,...,x,, lenveloppe linéaire du sous-ensemble
{z1,...,2p} et on s’autorise a ecrire )x1,...,z,( au lieu de Y{z1,...,zp}(.

Proposition VII.5.12. Soient J > 1 et A ={aq,...,az5}. Alors

J
VA=) Naj |\ EK, Vi=1,...,J]
j=1

Démonstration. On procede par double inclusion. Il est clair que si
Aj € K, alors

J
Z )\jaj €>A<
j=1

Cela résulte du fait que ) A( est un sous-espace vectoriel et que, par définition
de I'enveloppe linéaire, a; € A C)A(.
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Pour montrer 'autre inclusion, il suffit de vérifier que

J
Z)\ja]“)\jEK, Vi=1,...,J
j=1

est un sous-espace vectoriel de E contenant A. C’est immédiat car

J J J
Z )\jaj + Z )\;»aj = Z()\j + )\;»)aj
j=1 j=1 j=1
et
J J
A Z )\jaj = Z(A)\j)aj.
j=1 i=1

On a introduit, a la proposition VIL.5.7, la somme de deux sous-espaces
vectoriels. Le résultat suivant relie la somme de deux sous-espaces et I’enve-
loppe linéaire d’un ensemble.

Corollaire VII.5.13. Si F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E, alors
F+G=)FUG(

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la proposition précé-
dente.

Remarque VII.5.14. Si F' est un sous-espace vectoriel engendré par les
vecteurs fi,..., fp, alors il est clair que

F=)f1,..., [l

Théoréme VIL.5.15. Si F' et G sont des sous-espaces vectoriels de dimen-
sion ﬁni612, alors On parle parfois de la for-

mule de Grassman.
| dim(F+G) =dim F + dim G — dim(F N G). |

Démonstration. Soient z1,...,x, une base de FNG. Comme FFNG C F
et FNG C G, on peut appliquer le théoreme VIL.3.5. Il existe donc des
vecteurs y1,...,yq de F et z1,..., 2 de G tels que

Tlyeo- ,l'p,yl,... 7yq

forment une base de F et
LlyereyTpy Ry vy 2p
forment une base de G. Par construction, les vecteurs cf. proposition VIL5.9.
T1y-.- ,l‘p,yl,... ,yq,Zl,... s Ry

1200 retrouve ce genre de “formule” dans d’autres branches des mathématiques. Par
exemple, si A et B sont des ensembles finis, alors #(AU B) = #A + #B — #(AN B) ou
en probabilité, si A et B sont des événements, alors P(AU B) = P(A) +P(B) — P(AN B).
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engendrent F'+ G. Il suffit de montrer qu’ils sont linéairement indépendants
car, dans ce cas,

dim(F+G)=p+q+r, dm(FNG)=p

et
dmF=p+¢q, dimG=p+r.

Supposons que

p q r
Z AT + Z iy + Z vz = 0.
i=1 j=1 k=1

Le vecteur
q p s
DTS SET S
j=1 i=1 k=1
appartient a F'N G. Il est donc combinaison linéaire de x1,...,x,. Il existe
ag,...,0p tels que
q p
j=1 k=1
Ainsi,
P q
E AT — Z HiY; = 0.
k=1 j=1
Or les vecteurs 1,...,%p,Y1,...,Yq sont linéairement indépendants ce qui
entraine que p1 = --- = pug = 0. De la, puisque z1,...,%p, 21,..., 2 sont
linéairement indépendants, on en déduit que A\ = --- =\, = v = -+ =

v, = 0. Ceci conclut la preuve.

Définition VII.5.16. On dit que la somme F' 4+ G de deux sous-espaces
vectoriels de F est directe si F'NG = {0}. Dans ce cas, on écrit

FadG.

Si E = F ® G, on dit que G est un supplémentaire de F dans E. En vertu
du théoreme précédent, on a bien str

dim(F & G) =dim F + dim G.

Proposition VIL.5.17. Soient F' et G, deux sous-espaces vectoriels d’un
espace vectoriel E. La somme de F et G est directe si et seulement si tout
vecteur x de F'+ G se décompose de maniére unique sous la forme x = y+ z
avecy € F et z € G.

Démonstration. Sila somme de F et G est directeet siz = y+2 =y’ +2/
avec y,y € F et 2,2' € G, alors, y —y' = 2/ — z appartient & F NG = {0}
et doncy =19 et z = 2.
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Réciproquement, nous devons montrer que la somme de F et G est
directe. Soit z € F N G. Le vecteur

r — x = 0 — 0
N M~ M~
€eF eG =23 cqG

est dans F'+ G et par hypothese, il se décompose de maniere unique. Donc
z = 0.

Remarque VII.5.18. Soient F' et (G, deux sous-espaces vectoriels d’un
espace vectoriel F. Il est aussi aisé de vérifier que la somme de F' et G
est directe si et seulement si toute relation du type 0 = y + z avec y € F
et z € G entraine y = z = 0. En effet, il suffit d’adapter la preuve de la
proposition précédente.

Exemple VII.5.19. Soit 'espace vectoriel R? muni de la base canonique
(e1,e2,e3). Les sous-espaces vectoriels F' =)eq, ea(= {ae; + fes | o, 3 € R}
et G =)ez(= {ve3 | v € R} sont en somme directe et R?* = F @ G.

I
G
I
I
€3
7
—— e Y = - =
/' &)
Je, !
, 11
y | F

FicUure VII.4. Sous-espaces en somme directe.

Tout sous-espace vectoriel possede un supplémentaire.

Proposition VII.5.20. Pour tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vec-
toriel £ de dimension finie, il existe un sous-espace vectoriel G de E tel que
EF=Fa&d.

Démonstration. Soit (fi,..., fp) une base de F. Au vu du théoreme
VIL.3.5, il existe des vecteurs epy1,...,e, de E tels que

fl,--'vfpaeerla"'aen

forment une base de E. Posons G =)epi1,...,e,(. La somme de F et de G
est directe car tout vecteur de E possede une unique décomposition comme
combinaison linéaire des vecteurs f1,..., fp, €pt1, ..., €, donc comme somme
d’un élément de F' et d’un élément de G. La somme de F' et de G est égale
a Ecar fi,..., fp,€ps1, ..., e, engendrent E.
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Remarque VII.5.21. Le supplémentaire n’est en général pas unique. Re-
prenons l'exemple VIL.5.19 ou F' =)e;, ea( et G =)es(. 1l est aisé de vérifier
que H =)e;+es( est aussi un supplémentaire de F dans R? (i.e., R = F@OH).

|
G
|
| H c
e, A 43
7 = 7 62
———m = - - - - =T -~ — —
/' € 7 T~
| e T~
/e 7
, 11 1
Ve | F ,// F

FicUure VIIL.5. Deux supplémentaires.

La somme de deux sous-espaces vectoriels peut se généraliser a la somme
de p > 2 sous-espaces.

Remarque VIL.5.22. D’une maniere générale, si Iy, ..., I, sont des sous-
espaces vectoriels de I/, on définit la somme de F7, ..., F), par récurrence en
posant

Fi+ -+ F,=F+-+F,1)+ F,.
Par des raisonnements analogues a ceux développés précédemment, il est
facile de voir que la somme de F1, ..., F}, est I'enveloppe linéaire de I'union
de ces sous-espaces,

P
Fi+---+F, =>UFz‘(= {1+ +axp | @ € F}.
i=1
Au vu de la remarque VII.5.18, on peut définir la somme directe de p

sous-espaces vectoriels de la maniere suivante.

Définition VII.5.23. La somme de p sous-espaces vectoriels I, ..., F}, de
E est directe si

(x1el,...;xpeFpetaoy+---+2,=0)=21=--=2,=0.
On écrit ,
F1+...+Fp:F1@...@Fp:@ﬂ.
i=1

Cette condition exprime que le vecteur nul se décompose de maniére unique
comme somme d’éléments de F1, ..., F},.
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Remarque VII.5.24. Lorsque p = 2, la condition qui exprime que le
vecteur nul se décompose de maniére unique comme somme d’un élément de
F; et d’un élément de Fy est équivalente a Fy N Fy = {0}.

Par contre, si p > 2, FiN---NF, = {0} n’entraine pas que 0 se décompose
de maniere unique comme somme d’éléments de F,. .., F,. En effet, consi-
dérons R? muni de la base canonique (e1, ea, e3) et les sous-espaces F; =)e; (,
Fy =)ey,ea( et F3 =)es(. Il est clair que Fy N Fy N F3 = {0} mais le vecteur
nul peut se décomposer d’une infinité de fagons

ael +(—ae; +0e)+ Oesz, a € R.
—~ —— <~

€mn (S (S
Par exemple, si les vecteurs uq,...,u, forment une base de F, alors la
somme des sous-espaces )uq(, ..., yu,( est directe.
Proposition VII.5.25. La somme de p sous-espaces vectoriels F1, ..., F,

de E est directe si et seulement si tout élément x de Fy+- - -+F), se décompose
de maniére unique sous la forme xr = x1 + --- + x, avec x; € F; pour tout
ie{l,...,p}

La somme de p sous-espaces vectoriels Fy,...,F, de E est directe si et
seulement si la somme de Fy, ..., F), est directe ainst que la somme de F et
Fy @ ---® F,. En particulier,

dim(F; @ --- ® Fp) = dim Fy + - -+ 4+ dim F},.
Démonstration. Siz = 1 +---+x, = 2] +--- + 1}, avec x;, 2] € F; pour
tout i € {1,...,p}, alors

0= (21 —ay) + -+ (2p — 7).
N—— ——
€ €F,

Par la définition de la somme directe de p sous-espaces vectoriels, il vient
x; = x; pour tout i. Réciproquement, si tout vecteur de Fy + --- + F), se
décompose de maniere unique, en particulier

0=_0 +---+_0

~— ~—
S cFy
et donc la somme de F1, ..., F), est directe.

Passons a la deuxieme partie de la proposition. Supposons que la somme
de Fi,..., I, soit directe. En prenant x1 = 0 dans la définition VII.5.23, on
voit que la somme de Fy, ..., F), est directe. Montrons que la somme de F;
et de F @ --- @ F), est directe. Au vu de la définition VII.5.16 de la somme
directe de deux sous-espaces, il suffit de vérifier que

FNFHae---eF,) ={0}.
Soit x appartenant a F1 N (Fy®- - -@ F),). Puisque z appartient & Fo®- - - S F),
il existe z; € Fy, i € {2,...,p} tels que
T —xg— - —xp=0.

v v
€N cpy €F,
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Comme, par hypothese, la somme de Fi, ..., F), est directe, on trouve z = 0.
Passons a la réciproque. Soient des vecteurs z1,...,x, tels que x; € Fj,

ie{l,...,p} et
T+ +xp=0.
11 vient,
1‘1:—xz—---—xpEFlﬂ(FQEB"'@Fp).

Puisque la somme de F7 et de Iy @ --- @ F), est directe, on a 1 = 0 et

Zo4 -+ 1, =0.

De 1a, puisque la somme de Fy, ..., F), est directe, z90 = --- = x, = 0. Ceci
prouve que la somme de Fy, ..., F), est directe.
Enfin,
dim(Fi & - - @ F,) = dim(F)+dim(FHe--- @ Fp)

= dim(Fy)+ -+ dim(F)).

La remarque suivante sera tres utile pour la suite.

Remarque VII.5.26. Soient p sous-espaces vectoriels I, ..., F), de E tels
que E=F & --® F,. Sipourtoutie {1,...,p}, (ui1,...,u;q,) est une
base de F;, alors

(ulvl, e ,ulydl, e ,up71,. . 7Up,dp)

forme une base E. Il est clair que ces vecteurs forment une partie génératrice
de E. S’ils n’étaient pas linéairement indépendants, alors la somme ne serait
plus directe.



CHAPITRE VIII

Polynomes et fractions rationnelles

On peut bien sir vouloir étudier les polynémes en tant que tels, simple-
ment comme un nouvel objet mathématique a traiter. Cependant, insistons
sur le fait qu’ils interviennent dans la modélisation de nombreux phénomenes
(en physique, en analyse numérique, en statistique, ...). Ainsi, il n’est
pas rare d’approximer une fonction, par exemple un signal, au moyen d’un
développement de Taylor limité. De ce point de vue, 1’étude des polynoémes
revét un intérét capital pour appréhender de nombreuses situations tant

théoriques qu’appliquées’.

1.5¢
—~ 1
N
\ A\
\ 0.5} \
\ \
-4 \ -2 2 \ 4
\ [ \
8 —f.5 \
AN
-1 ~ -
-1.5

FiGURE VIIL.1. Les fonctions sinz et z — x3/3! 4+ 2°/5!.

1. Polynoémes a coefficients dans C

Dans toute la premiere partie de ce chapitre, le champ K considéré est
I’ensemble C des nombres complexes.

Définition VIII.1.1. Une fonction P définie sur C et a valeurs complexes
est un polynome (aussi appelée fonction polynomiale) s'il existe des nombres
complexes cg, c1,...,c; € C tels que

P)=co+ecrz4--+cp 2k

Ipar exemple, un théoréeme de Weierstrass stipule que ’ensemble des polynémes est
dense dans ’ensemble Co([a,b]) des fonctions continues sur [a, b] pour || - ||

143
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pour tout z € C. S’il est nécessaire de rappeler le contexte dans lequel on
se trouve, on parlera de polynome a coefficients complexes. L’ensemble des
polyndémes & coefficients complexes se note C[z].

Commencons par quelques rappels d’analyse mathématique. Soit f une
fonction définie sur un ouvert Q de R2. Cette fonction est dérivable par
rapport & x (resp. y) en (xg,yo) si la limite

lim fl(wo,90) + h(1,0)] — f(0,%0)

h—0,h=£0 h
1 _
(resp. lim f[(ﬂfo, yO) + h(()? )] f(l‘o, yo))
h—0,h=£0 h

existe et est finie. On la note [Dy f],,,) OU encore [a%f](xo,yo) (resp.
[Dy f(wo,yo) OU encore [a%f](mo,yo))' La fonction f est dérivable sur € si
elle est dérivable par rapport a x et a y en tout point de 2. Elle est contind-
ment dérivable sur Q (on dit aussi qu’elle est de classe Cp sur ) si elle est
dérivable sur Q et si D, f et D, f sont des fonctions continues sur €. Enfin,
f est p fois continiment dérivable sur  (ou de classe Cp) si elle admet
toutes les dérivées partielles d’ordre m < p (i.e., D;D;”_if, i=0,...,m) et
si ces dernieres sont continues sur ). De plus, f est infiniment contindment
dérivable sur © (ou de classe Css sur Q) si elle est de classe C), pour tout
p=0.

Rappelons aussi qu'une fonction f définie sur une partie A de R? est
continue sur A si et seulement si, pour tout x € A et toute suite (z,,)n>0 de
A qui converge vers z, la suite (f(x,))n>0 converge vers f(z).

Remarque VIII.1.2. Nous pouvons appliquer les définitions ci-dessus en
identifiant z € C & (Re z,IJmz) € R2 Nous attirons cependant I’attention
du lecteur sur le fait que 'on peut aussi définir, pour les fonctions f : C —
C, une notion de “dérivabilité au sens complexe” (qui est plus forte que
simplement supposer l'existence des dérivées partielles D, f et D, f). On
introduit alors, dans ce cadre, la notion de fonction holomorphe qui sera
développée en deuxieme année.

En particulier, la fonction f: C — C, z — z est trivialement continue
sur C (en appliquant le critere par les suites rappelé ci-dessus). Puisque le
produit de fonctions continues est continu, pour tout m > 1, la fonction z™
est aussi continue sur C.

Proposition VIII.1.3. Tout polynome P est une fonction de classe Cxo
sur C = R2.
Démonstration. Soit m € N. Si z = z + iy, alors?
D,2™ = Dy(x +iy)™ = m(x +iy)™ ' =m2""!
2Voici le détail du calcul, on a

(+iy+h)™ — (x+iy)"
- .

D.z™ = lim
h—0
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et
Dyz™ = Dy(z +iy)™ = im(z +iy)™ "t =imz""L.
11 est des lors clair que la fonction P : z — 2™ est de classe Coo sur C = R2.
La conclusion résulte de la linéarité des opérateurs de dérivation D, et D,.
Autrement dit, on a D, (3>, a;2%) =, a; Dy2".
[

Il est commode d’introduire deux opérateurs de dérivation particuliers :
1 ) 1 .
D, = §(D5’3 —iDy) et Dz = §(Dm +1iDy)

il s’agit en fait d’un simple raccourci d’écriture,

D,f= %(Dmf—iDyf) et Dzf = %(Dmf%—iDyf).

L’opérateur Dz est appelé opérateur de Cauchy-Riemann. 1l résulte des
calculs effectués dans la preuve précédente que
1
D.2" = §(szm —iDy2™) = mz™"!
et

Dz2" = —(Dgyz™ +iDyz™) = 0.

1
2
Remarquons que, par linéarité, si P € C[z], alors DzP = 0.

Remarque VIII.1.4. Si f : C — C est dérivable par rapport a x et & y en
2o quand C est identifié & R?, alors pour que f soit une fonction holomorphe
en zp, elle doit de plus satisfaire (Dzf)(z0) = 0.

Proposition VIII.1.5. Si ¢ <m, on a Onaaussi
Lo -, DEzml = lm—4,
Sl (m—0)
et sil>m,
02"
Dzm =0.

En particulier, si P = co+ c12 + - -+ + cx2*, alors

k
1 .
%DTP: E Cicgnzz_m, m e {0,7]{7}
) i=m
et

Cm =

1
Ensuite, si on se rappelle que a™ — b™ = (a — b)(a™ ' +a™ 2b+ --- + b™ '), alors on
trouve
hlle+iy+ W)™+ (@ +iy+h)" (@ +iy) +-- -+ (@ +iy)" ]
h

1

D,z" = }IL% = m(z+iy)



On serait & présent en
mesure de redémontrer le
théoreme multinomial de
la remarque 1.9.9.
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Démonstration. Les deux premieres formules sont immédiates. Soient
m € {0,...,k} et i > m, il vient
i—m

7! z iz

1 , !
MDT(C" 7')=—D(ci7)=c

=¢Ctm
m/! !

“m! (i —m)!
d’ott la conclusion par linéarité de D,. De plus, ¢; C" 2™ évalué en 0 est
nul si ¢ > m.

Définition VIIL.1.6. Si le polynéme P = co + ¢12 + - - + ¢,2" differe
de la fonction nulle, alors au moins un de ses coefficients ¢,, est non nul.
On définit le degré de P # 0 comme étant le plus grand entier m > 0
tel que ¢, # 0. Ce nombre m est noté deg P et on dit que ¢, est le
coefficient dominant de P. Dans cette définition, on n’attribue pas de degré
A la fonction nulle. Par convention*, le degré de la fonction nulle est —oo.
On désigne par C|[z]j, ’ensemble des polynémes de degré au plus k.

Remarque VIII.1.7. Une conséquence de la proposition VIII.1.5 est que
si deux fonctions polynomiales P = ¢+ - -+ 2" et Q = dy+- - -+ dpz* sont
égales (i.e., si pour tout z € C, on a P(z) = Q(z)), alors deg P = deg Q.
En effet, supposons k > £. Dans ce cas, D¥P # 0 et D*Q = 0, ce qui est
impossible car si deux fonctions sont égales, leurs dérivées le sont aussi. De
plus, il est aisé de vérifier®, en appliquant le méme raisonnement, que pour
tout i € {0,...,k} et en évaluant les dérivées D en 0,

C; = dz

Proposition VIII.1.8. Soient P =cy+---+cp 2" et Q =do+ --- + dp2*
deux polynémes. Pour tous o, 8 € C, on a

deg(aP + Q) < sup(deg P,deg Q).

Si P et QQ sont non nuls, alors le produit de P et de Q est un polynome et
deg(PQ) = deg P + deg Q.

Démonstration. C’est immédiat.

3En effet, par contraposition, si tous les coefficients sont nuls, alors le polynéme est
la fonction nulle.

ALa justification de cette convention prendra tout son sens lorsqu’on introduira la
division euclidienne des polyndmes, cf. théoreme VIIL.5.1. En fait, elle permet d’étendre
la proposition VIII.1.8 au cas de polynémes nuls. En effet, si cette proposition s’applique
a @ = 0, alors pour tout P € Clz], deg(P.0) = deg0 = deg P + deg0, ce qui n’a de sens
qu’en posant deg0 = —oo et en supposant que r + (—o0) = —oo pour tout réel r.

5Cette remarque qui montre I’équivalence entre polynéme (donné par une suite finie
de coefficients co, ..., cr) et fonction polynomiale (P : C — C) est uniquement valable
pour les polynémes & coefficients complexes (ou réels). En effet, nous avons rencontré des
situations ot deux polynémes distincts donnaient lieu a la méme fonction polynomiale.
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Proposition VIII.1.9 (Formule de Taylor). Soient P un polynome de degré
k et zg € C. Pour tout z € C, on a

k_(Di PY(s _
P =Y BN oy
>

(2

Exemple VIII.1.10. La formule de Taylor permet d’exprimer un polyndme,
non pas en termes de puissances de z, mais comme une combinaison linéaire
de puissances de (z — zg) pour un zy choisi. Ainsi considérons le polynéme
P(z) = 2% +2i z — 3. Nous voudrions, par exemple, I'exprimer sous la forme
P(z) = a(z —1)?2 +b(z — 1) + ¢. Au vu de la formule ci-dessus, on a

(DZP)(1)

et donc
P(2)=2"42i2—-3=(2—1)2+(2+2i)(z —1) — 2+ 2i.
Démonstration. Supposons que
k .
P(z) = Z ci 2t

i=0
Il vient

k
P(z) = Zci (z—20+ zo)i
=0

7=0
k k
= Z Z Ci Cg 25 | (2 = 20)?, en permutant les sommes
J=0 \ i=j

ou, a la deuxieme ligne, on a utilisé la formule du binéme de Newton (cf.
proposition 1.9.7) et a la derniere ligne, on a utilisé la proposition VIII.1.5.

2. Zéros d’un polynéme

Dans un cadre général de polynomes & coefficients dans un corps quel-
conque K, il est naturel définir un élément zg € K comme zéro a-uple d’un
polynéome P € K[z], si (z — 29)® divise P et (z — 29)**!
Dans le cas de polynomes de C[z], on peut également prendre une définition
faisant intervenir les dérivées de P. La proposition VIII.2.3 nous montrera
rapidement que les deux approches sont équivalentes.

ne divise pas P.
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Définition VIII.2.1. Soient P € C[z] et zg € C. On dit que zg est un zéro
de P si
On dit que la multiplicité de zp est a ou encore que zg est un zéro a-uple
(o € N\ {0}), si

P(z0) = (D:P)(20) = --- = (D' P)(20) = 0 et (DgP)(z0) # 0.

Ainsi, si a =1 (resp. 2, 3), on parle de zéro simple (resp. double, triple).

Exemple VIII.2.2. Le polynéme
P(z) = 2" + (6 — 20)2° + (12 = 100)2* + (8 = 16i)z — 8 = (2 + 1 —i)%(2 +2)*
possede —1 + i comme zéro double. En effet, P(—1 4 i) =0,
D,P =423+ (18— 6i)2% + (24— 20i)2+8 —16i = (2 +1—1)(2+2) (42 +6 —2i)
et donc (D,P)(—1+14) = 0. Enfin,

D?P = 1222 4 (36 — 12i)z + 24 — 20i et (D2P)(—1+1i) = 4i # 0.

Proposition VIIL.2.3. Un nombre compleze zg est zéro a-uple d’un polynome
P si et seulement s’il existe un polynome Q tel que

P(z) = (2= 20)"Q(z) et Q(z0)#0.
De plus, les zéros de P distincts de zy sont les zéros de () et la multiplicité
d’un tel zéro de P est égale a la multiplicité de ce zéro en tant que zéro de

Q.

Démonstration. Soit P un polynome de degré k. Montrons que la con-
dition est nécessaire et supposons que zg est un zéro a-uple de P. Par la
formule de Taylor, il vient

k k

HOEDY (PP)(z) (z = 20)" = (2 — 20)* (Z % C ZO)ia> .

=Q(2)
On conclut en remarquant que Q(zo) differe de zéro car (DS P)(zo) # 0.
Passons a la réciproque et supposons que

P(z) = (2 —20)" Q(z) avec Q(z0) #0.
Par la formule de Leibniz®, il vient pour m < «,
m
DI'((z = 20)* Q(2)) = Y Ci, Di(z = 20)* DI 'Q(2).
=0
Si on évalue cette dérivée en zg, on trouve
alQ(z) sim=«

D7 ((z — 20)* Q(2))(20) = { 0 si0<m<a

6cf. le cours d’analyse.
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car si 0 < i < a, alors (D%(z — 29)%)(20) = 0. Cela signifie ainsi que zg est
un zéro a-uple de P.

Passons a la seconde partie de la preuve. Tout d’abord, il est clair que
les zéros de P distincts de zg et les zéros de ) coincident. Soit z; un zéro
de @ de multiplicité 5. En appliquant une fois encore la formule de Leibniz,
on a

DI'P(z) =y Cp, DF (2 — 20)* DLQ(2).
1=0
Si m < 3, alors (D!Q)(z1) = 0 pour tout i < m et on en conclut que
(DT'P)(z1) = 0. Si m = (3, alors
(DIP)(21) = (21 = 20)*(DLQ) (1) # 0.

Ceci signifie que z; est un zéro g-uple de P.

3. Théoréme fondamental de 1’algebre

Nous arrivons a présent au résultat, appelé théoréme fondamental de
l’algébre ou encore théoreme de Gauss-d’Alembert, qui stipule qu'un polynéme
a coefficients complexes de degré k possede exactement k zéros (comptés
avec leur multiplicité). Deux lemmes utilisant quelque peu 'analyse (et la
topologie de C) sont tout d’abord nécessaires.

Lemme VIIL.3.1 (Lemme de Gauss). Soient Q un ouvert’ de C et P un
polynome a coefficients complexes de degré m > 1. Si zg € Q) est tel que

|P(20)| = inf [P(z)],
z€Q
alors zy est un zéro de P.

Démonstration. Procédons par I’absurde et supposons que P(zg) # 0.
Puisque P est un polynéme de degré au moins un, il existe® un entier k > 1
tel que (D¥P)(zp) # 0. On peut méme supposer que k est le plus petit entier
ayant cette propriété. Ainsi, pour tout ¢ tel que £ € {1,...,k— 1}, on a

(DLP)(20) = 0.

En appliquant la formule de Taylor, on obtient

P(Z) _ Z (Déf')(zo) (Z—Zo)i

=0
kpy(s m i PY(2 ,
= P(z) + (Dzil)( 0) (Z—Zo)k—i- Z (sz')( 0) (Z—Zo)l.
i=k+1

"Pour rappel, un ensemble €2 est un ouvert si tout point de €2 est le centre d’une boule
incluse dans €.
8 Justifier!
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Puisque P(zg) # 0, cela se réécrit

k Z
Gt (o = s 4 - ) Qo))

ol @ est un polynéme. Soit o un nombre complexe tel que

(DEP)(20)

Au vu de la formule précédente, pour tout ¢ €]0, 1],

P(z) = P(20) <1 +

P(zp+ta)=P(z) | 1+ % o tF 4 tF oML Q20 + ta)
=
Ainsi?,
|P(20 +ta)| < (1 —t%)|P(20)| + t"T1 |P(20) o1 Q(20 + t ).

Observons que'?

lim ¢t Q(z0 +ta) = 0.
t—0t+

(ON

\\

— \
C R0
\\ ZO/’ II

Ficure VIII.2. Un point du segment {(1—1t)zo+t(z0+a) =
zo +ta |t €10,1]}.

En d’autres termes, cela signifie'! qu’il existe ¢ tel que, si 0 < ¢ < ¢,
nt+taeQ et t|lafFTQz+ta) < 1.
Par conséquent, si 0 <t < e, on a
|P(20 + ta)| < (1= t")|P(20)] + t*| P(20)| = |P(20)]-
On vient donc de trouver un point de €2 tel que le module de P évalué en ce
point soit strictement inférieur a |P(zp)| = inf,cq |P(2)]. C’est impossible.
[

YPuisque ¢ €]0,1[, on a 1 —t* > 0 et |1 — | =1 — ¢~

10gy effet, P(zo0) et "1 ne dépendent pas de ¢ et Q est une fonction polynomiale
donc continue. Ainsi, lim, o+ Q(z0 + t @) = Q(20).

Lop utilise ici le fait que €2 est un ouvert et que zp € €. L’autre observation est une
simple traduction de la limite.
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Exemple VIII.3.2. Voici une illustration graphique du lemme de Gauss.
On considere le polynéme
P(z)=2%-1
qui possede les zéros 1,w,w? (cf. le chapitre sur les nombres complexes et
la figure 1.9). On a représenté a la figure VIII.3 le graphique de la fonction
|P(2)| et les courbes de niveau correspondantes. Nous espérons que cet
exemple pourra donner une interprétation visuelle du lemme de Gauss.

Lemme VIII.3.3 (d’Alembert). Tout polynome P de Clz] de degré au
moins 1 posséde un zéro dans C.

Démonstration. Nous devons montrer que tout polynéome P de degré au
moins un possede au moins un zéro. D’une part, on sait que

lim P(z) = oc.

zZ—00

Ainsi, il existe R > 0 tel que
2| = R = [P(2)| = [P(0)| + 1.

D’autre part, vu le théoréme des bornes atteintes'?, la borne inférieure de la
fonction z — | P(z)| réelle et continue sur le compact K = {z € C : |z| < R}
est réalisée en un point zp, i.e.,

P = inf |P(2)|.
IP(z0)| = inf |P(:)]
En particulier, 0 appartient a K et donc
|P(20)] < |P(0)].
Cela entraine donc!3 que |z9| < R et donc zg est un point de 'ouvert Q =
{z € C : |z| < R} tel que
[P(z0)| = inf [P(2)]

En vertu du lemme de Gauss, zg est un zéro de P.

12¢¢ 1e cours d’analyse : si la fonction f est réelle et continue sur le compact non
vide K de R", alors il existe zo et yo dans K tels que

f(wo) = inf f(x) et f(yo) = sup f(a).
T zeK

Brest simplement la contraposition de
|2l = R = |P(2)| = [P(0)| + 1.
En effet, nous avons ici |P(z0)| < |P(0)], ce qui signifie que |P(z0)| < |P(0)| + 1. En

particulier, cela précise pourquoi nous avions introduit, au début de cette démonstration
et de maniére un peu artificielle, cette constante 1.
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FIGURE VIIL.3. Le graphique de |23 — 1| et les courbes de
niveau correspondantes.

Théorgéme VIII1.3.4 (Théoreme fondamental de 1’algebre). Tout polynéme
P de degré k > 1 posséde exactement k zéros si on les compte avec leur mul-
tiplicité. Ainsi, si z1,...,2z, sont lesm (m < k) zéros de P de multiplicité
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respective o, . .., Qy, alors
a4+ o, =k,

et si ¢, est le coefficient dominant de P, alors

m
P(z) = ¢ H(z — z;)
=1
Démonstration. On procede par récurrence sur k. Si k = 1, le polynéme
P est de la forme
c1z+cy, c1#0.
Ainsi, —cg/cy est 'unique zéro simple de P. Supposons le résultat satisfait
pour les polynémes de degré strictement inférieur a k et vérifions-le pour
un polynéme P de degré k > 1. Au vu du lemme précédent, P possede au
moins un zéro z; de multiplicité cvy > 1. Ainsi, par la proposition VIII.2.3,
on a
P(2) = (= — 21)™ Q(2)
avec QQ(z) un polynome tel que Q(z1) # 0. De la proposition VIIL.1.8, on
tire
degQ =deg P — a1 < deg P.
On peut donc appliquer ’hypothese de récurrence a ). Ce dernier polynéme
possede des zéros zo, ..., z, de multiplicité respective ao, ..., a;, tels que

ar+ -+ oy, =degQ =deg P — oy
et

Qz) = dH(z — 2
=2

ol d est le coefficient dominant de (). La proposition VIII.2.3 stipule en outre
que les zéros de P distincts de z1 coincident avec ceux de () et possedent la
méme multiplicité. Ainsi, les zéros de P sont 21, 29, ..., 2y, de multiplicité
a1,002,...,0, €t on a

a1+ (a2 + -+ ) = a1 + (degp —an) = deg P.

Il est clair que le coefficient dominant de () est égal a celui de P, donc

P= dﬁ(z — z;).
=1 .

Remarque VIII.3.5. Le théoreme précédent est existentiel. Cela signifie
simplement qu’il assure, pour un polynoéme de degré k, l'existence de k zéros
comptés avec leur multiplicité. La preuve ne fournit pas de moyen explicite
pour la recherche de ces zéros. Nous avons vu dans le chapitre dédié aux
nombres complexes qu’il existait des méthodes pour la recherche des zéros
d’un polynoéme de degré au plus 4 (se rappeler en particulier la méthode de
Cardan). Pour un polynome arbitraire de degré 5 ou plus, on utilise alors
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des méthodes d’analyse numérique pour la recherche de valeurs approchées
des zéros.

Voici quelques conséquences directes du résultat précédent.

Corollaire VIII1.3.6. Soient P et Q) deux polynomes.
i) Si P et Q ont les mémes zéros avec les mémes multiplicités, alors
il existe une constante ¢ € C\ {0} telle que P = c(Q.
ii) Si P et Q sont deux polynémes de degré k égaux en k + 1 points,
alors ils sont égauz.

Démonstration. Le premier point découle directement du théoréme fon-
damental de I’algébre. Passons au second point. Si P et ) sont égaux en
k + 1 points, alors le polynéome P — @ est un polynome de degré au plus k
qui possede k + 1 zéros distincts. Cela implique que P — @ = 0.

[

La proposition suivante généralise la regle de la somme et du produit
des racines d’une équation polynomiale du deuxieme degré.

Proposition VII1.3.7 (Formules de Viete!?). Soit P =cy+ -+ + ¢, 2" un

polynome de C[z] ayant z1,. .., 2z, comme zéros répétés selon leur multiplic-
ité. On a
Ticigns = -
1<i<n ~ Cn
S it T =
1<i1<2<n ~11 <12 cn
Z o P — _%n-3
1<i1 <i2<iz<n “t1712713 cn
> i< , PP = (_1)1%1 L
1<i1 <+ <ip—1<n 1 tn—1 Cn
— _1)yn c
21 2Zn (1)L

Démonstration. Au vu du théoreme fondamental de 'algebre, P s’écrit
aussi
cn(z—21)(z2—22) - (2 — zp).
En distribuant les différents produits et en identifiant le coefficient de z7
avec ¢j, j = 0,...,n— 1, on trouve immédiatement le résultat annoncé. Par
exemple, en distribuant, le terme indépendant est ¢, (—1)" z1--- 2, or ce
terme vaut cg.

4. Estimation des zéros

Nous avons vu que le théoreme fondamental de ’algebre est existen-
tiel (cf. remarque VIIL.3.5). Il ne fournit aucun renseignement sur les n
zéros d’un polynome de degré n. Cependant, il est possible d’obtenir des
estimations quant a la localisation de ces zéros.

14Frangois Viete, mathématicien frangais du XVIe siecle.
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Théoréme VII1.4.1 (Reégle de Descartes). Soit P € C[z] un polynéme de
degré n de la forme co+c1z+ -+ ¢, 2". Les zéros de P appartiennent au
disque fermé {z € C: |z| < R} ou
ck

Cn

R=1+ max
ke{0,...,n—1}

Démonstration. Posons C' = maxyeg,.. n—1} [ck|- Ainsi, R = 1+ \c_c;|
Supposons |z| > R. Nous allons montrer que P(z) # 0. D’ou le résultat
annoncé en considérant la contraposée!® (P(z) = 0 = |z| < R). Puisque
|z| > R, en particulier, |z| > 1. On a

n—1
|P(2) —cn 2" = oo+ + o1 2" SO Jaf.
7=0
Puisque nous sommes en présence d’'une progression géométrique de raison
|z|, il vient

TR B et W O SRR

S =t B

= ol =1z =1 [zl =1 |z =1
ou pour obtenir la derniére inégalité, nous avons utilisé le fait que |z| > 1.
En conclusion, il vient

Or |z| > R. Donc |z| —1 > |C—C;‘ et
|P(z) — ¢n 2" < |cn 2"
Au vu de la proposition 1.4.5 iii), on a
[P = len 2" | < [P(2) = en 2"| < [en 2"|.

En particulier, on a |¢, 2"| —|P(z)| < |c, 2"| et donc |P(2)| > 0. Ceci achéve  si|a —b| < c, alors

1ap1‘euve a—b<cetb—a<ec

Corollaire VIII.4.2. Avec les mémes notations que dans le théoréme précé-
dent, les éventuels zéros réels de P appartiennent a lintervalle [—R, R).

5. Division de polynomes

On peut munir 'ensemble C[z] de la division euclidienne de la maniere
suivante.

Théoréme VIIL.5.1 (Division euclidienne). Soit D un polynéme non nul.
Pour tout polynome P, il existe des polynomes uniques QQ et R tels que

P=QD+ R, avec degR < degD.
Quelques remarques avant de passer a la démonstration de ce résultat.

15gi A = B, alors =B = —A.
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Définition VIII.5.2. Les polynomes @ et R de ’énoncé précédent sont
appelés respectivement quotient et reste de la division de P par D. Si le
reste de la division de P par D est nul, on dit que D divise P ou encore que
P est divisible par D.

Exemple VIIL.5.3. Si on effectue la division euclidienne de 2z% + 223 +
2% 4+ 1 par 222 — 1, on peut vérifier que

2244283 42241 =2+ 24+1) (222 -1)+2+2
- O =~
Q D £
et deg R < deg D.

Remarque VIIL.5.4. Sideg D =0, i.e., si D est une constante ¢ € C\ {0},
alors )
P = EP D+ 0 .

S~~~ R
Q

Par convention, le degré de la fonction nulle étant —oo, on a bien deg(0 <
deg D = 0. Ceci justifie donc notre choix concernant le degré de la fonction
nulle. En effet, avec une telle convention, on a encore deg(P.Q)) = deg P +
deg @ méme lorsque P ou @ est nul (en supposant que —oo + 1 = —00 pour
tout r € RU{—o0}).

Passons a la preuve du théoreme VIII.5.1.
Démonstration. Commengons par démontrer 1'existence de polynémes )
et R répondant & la question. Si deg P < degD, alors Q = 0et R = P
conviennent. Sinon, on procede par récurrence sur deg P. Supposons que
n=deg P >degD =m.
Il existe!S ¢ € C tel que
(8) P(z) —cz""™ D(z)

est un polynome de degré au plus n—1 auquel on peut appliquer I’hypothese
de récurrence. Il existe donc des polynomes Q' et R tels que

P—c2""™D=Q D+R, avec degR < degD.
Ainsi,
P=(Q +c2""™D+R
et Q = Q'+ cz" ™ répond A la question.
Montrons a présent I'unicité. Supposons que

P=QD+R=Q D+R', avec degR,degR < degD.
On a
(Q-Q)YD=R —-R.

1663 p (resp. d) est le coefficient dominant de P (resp. D), il est clair que ¢ = p/d
convient.
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Si Q—Q' # 0, alors le membre de gauche est un polynéme de degré supérieur
ou égal a deg D. Ceci est impossible car le membre de droite est un polynéme
de degré strictement inférieur & deg D. Par conséquent, Q = Q' et cela
entraine R = R'.
[
La disposition pratique de la division euclidienne s’inspire directement
du raisonnement utilisé dans la preuve ci-dessus et plus particulierement de
la formule (8).

Exemple VIII.5.5. Soient
P=2"43342-1 e D=23-22+1.

On a

2° +323 +z —1|23-222+1
22 —224 +22 2242247

224 +32° 22 4z -1

224 —423 +2z

723 22—z -1

723 —1422 +7

1322 —z -8

Ainsi, le quotient de la division de P par D est 22 + 2z 4+ 7 et le reste est
1322 — z — 8.
Considérons un second exemple. Soient

P=2i2"+22—iz24+2—-1 e D=322+2+1.

On a
224 + 23— iz + z —1 3224241
—3g2i P % 22+ z —1
3—32z‘ 23 4 822,24 352z 5
. 3+913z‘ 2 4 6452i s 1
3413 ,2 3413, _ 34130
9 27 27
21419i , _ 24-13i
27 27

Ici, le reste et le quotient de la division de P par D sont respectivement
21 4+ 19¢ 24 — 134 ; 21 2+3—2i 3+ 13¢
z— et —z z— .
27 27 3 9 27

La preuve donnée précédemment fournit donc un algorithme pour cal-
culer de maniere effective la division euclidienne de deux polynémes. En
utilisant la théorie des systeémes linéaires, nous pouvons cependant donner
une preuve plus courte du théoreme VIIL.5.1.

Démonstration. (Preuve alternative du théoréme VIIL.5.1) Supposons
n = deg P > degD. La relation P = QD + R peut étre vue comme un
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systeme linéaire de n+ 1 équations a n+ 1 inconnues qui sont les coefficients
des polynomes @ et R (on a deg P — deg D + 1 coefficients pour @ et deg D
coefficients pour R). Le systéme homogene associé est QD + R = 0. La
seule solution de ce dernier systéme est ) = R = 0 (pour montrer I'unicité
de la solution, on procede avec la méme argumentation que dans la preuve
précédente). Au vu de la proposition VI.2.4, le systéme est de Cramer et le
systeme P = QD + R possede bien une et une seule solution.

[
Proposition VIII.5.6. Soient P et D des polynémes non nuls. Le polynome

D divise P st et seulement si tout zéro de D est aussi zéro de P et si sa
multiplicité comme zéro de D est inférieure ou €gale a celle de P.

Démonstration. La condition est suffisante. Soient z1,...,z2, les zéros
de D de multiplicité aq,...,q,. Soient zpi1,...,24 les zéros de P qui ne
sont pas zéros de D, de multiplicité Bpi1,...,84. On note Bi,...,03, les
multiplicités de z1,...,z, comme zéros de P. Par hypothese, pour tout

ie{l,...,p}, a; < ;. En vertu du théoreme fondamental de I’algebre,
P=r(z—20)" - (2= 2,)% (2 — 2p11)%*1 - (2= 2)%
et
D=s(z—2z1)" - (2 —2p).
Ainsi,
r
P=l(m ) (o ) (= ) (2 2) D
s
ce qui montre bien que D divise P.
Montrons a présent que la condition est nécessaire et supposons que D
divise P. Cela signifie qu’il existe un polynéme @ tel que

P=QD.

Soit zg un zéro de D de multiplicité o > 1. Si zg est également zéro de @,
on note 3, la multiplicité de zp comme zéro de Q. Si Q(z9) # 0, alors on
pose 8 = 0. En vertu de la proposition VIIL.2.3, il existe des polynomes S
et T tels que

D(z) = (z —20)*S(z), avec S(z9) #0
et

Q(2) = (2 — 20)° T(2), avec T(zg) # 0.
Ainsi,

P=(z—20)""8(2)T(z) et S(z)T(2) #0.

Des lors, zg est un zéro de P de multiplicité a + 8 > «. Ceci suffit pour
conclure la preuve.

[
Définition VIII.5.7. Soient Py, ..., P, des polynémes non nuls. Le polynéme

D est un plus grand commun diviseur (p.g.c.d.) de Py,..., P, si D divise
Py, ..., P, et sitout autre polynome D’ qui divise P, ..., P,, divise D.
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Remarque VIII.5.8. On peut observer que le p.g.c.d. des polynémes
Pp,..., P, nest défini qu’a une constante multiplicative non nulle pres. Si
D est un p.g.c.d. de Py,...,P,, pour tout ¢ € C\ {0}, ¢D est aussi un
p.g.cd. de Pp,...,P,.

Proposition VIII.5.9. Soient Py,..., P, des polynémes non nuls et z1, . . . , 2
leurs zéros communs. Si on note a;; la multiplicité de z; comme zéro de P;
et aj = infjcqy  ny aij, alors D est un p.g.c.d. de Py, ..., P, si et seulement
st

D=c(z—21)* - (z—2z)*, ceC\{0}.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition VIII.5.6.

Définition VIII.5.10. Deux polynémes sont premiers entre euz s’ils ont 1
comme p.g.c.d. Au vu de la proposition précédente, cela signifie qu’ils n’ont
pas de zéro commun.

On appelle parfois
Proposition VIIL.5.11. Soient A, B,C trois polyndmes non nuls. Si A  ce résultat

.. R L. théoréme de Gauss.
divise BC' et est premier avec B, alors A divise C'.

Démonstration. Si 21, ..., 2, sont les zéros de A de multiplicité respective
a1, ...,0p, alors 21, ..., 2, sont aussi zéros de BC' de multiplicité respective
B1,...,0p avec B; > a, (c’est une conséquence de la proposition VIIL.5.6).
Puisque A est premier avec B, ils n’ont pas de zéro commun. Par conséquent,
21,...,%p sont des zéros de C' de multiplicité 31,...,3, et donc A divise C.

[

Proposition VIIL.5.12 (Algorithme d’Euclide). '” Soient A et B deux
polynomes non nuls tels que deg A > deg B. En appliquant successivement
la division euclidienne, on obtient la suite d’équations

A = Q1B+ Ry deg R; < deg B
B = QR+ Ry deg Ry < deg Ry
Ry = Q3R+ R3 deg R3 < deg Ry

R; 5 = Qj R; 1+ R, deg R; < deg R;_
Ri-1 = Qjn R R; #0.
Un p.g.c.d. de A et de B est le dernier reste non nul R;.

Démonstration. La derniere égalité nous montre que R; divise R;_;.
Montrons de proche en proche que R; divise R;_2, ..., R;. Soitk € {j,...,3}.
Si R; divise Rj_1,..., Ry, Ry—1, alors R; divise Rj_o car

Ry_o = Qr Rp—1 + Ry.

1716 lecteur ayant lu le chapitre consacré aux entiers modulo n pourra faire le parallele
entre I'algorithme d’Euclide et le théoreme de Bezout vus dans ce chapitre avec leur contre-
partie dans le cas des entiers.
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Ainsi, R; divise Ry et Ry. Il divise donc B et par le méme raisonnement, il
divise aussi A. C’est un diviseur commun, il nous reste a prouver qu’il est
le plus grand.

Si T divise A et B, alors T divise Ry car

Ri=A-Q,B.

Puisque T divise B et R1, on tire de la deuxieme équation qu’il divise aussi
Ry. De proche en proche, on en conclut que T' divise R;. Par conséquent,
Rj est un p.g.c.d. de A et de B.

Exemple VIII.5.13. Considérons les polynémes
A=4422-1222-822+821 +62°
et
B=—-4+4+22+422+23432*
et appliquons leurs I’algorithme d’Euclide. Nous utilisons les mémes nota-
tions que dans ce dernier,
A=(2+22) B+12+62—242% — 1823
——
=Q1 =R
B=(1/6—2/6) Ri —6+ 32+ 92>
—_—— D

::QQ Z:RQ

R1 == (—2 - 22) RQ.
Q
=3

Ainsi, un p.g.c.d. de A et de B est donné par Rs.

Théorgéme VIII.5.14 (Théoreme de Bezout). Soient A et B deuz polynomes
non nuls et D un p.g.c.d. de A et de B. Il existe des polynomes S et T tels
que

D=SA+TB.

Démonstration. En appliquant 1’algorithme d’Euclide & A et & B (nous
supposons ici que deg A > deg B), on obtient deux suites finies de polynémes
Q1,-..,Qj41 et Ry,...,R; (nous utilisons les mémes notations que dans
I’énoncé de la proposition VIII.5.12). La premiere égalité permet d’exprimer
Ry comme combinaison de A et de B,

Ri=A—-Q.B.

En remplacant R; dans la deuxieme égalité, on peut aussi exprimer Ro
comme combinaison de A et de B,

Ry =B~ QR =B~ Q2(A—-Q1B) = (14+Q1Q2)B — Q2 A.

En procédant de proche en proche, on arrive a exprimer R; comme combi-
naison de A et de B.
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Exemple VIIIL.5.15. Poursuivons I'exemple VIIL.5.13 et exprimons un
p.g.c.d. de A et de B comme combinaison de ceux-ci. On a

Re=B-Q2R1=B-Q2A-Q1B)=(1+Q1Q2)B—-Q2A
et en remplacant, on trouve
Ry = (4/3 — 2%/3) B — (1/6 — 2/6) A.
6. Fractions rationnelles

Définition VIII.6.1. Une fraction rationnelle a coefficients complexes est
une fonction telle qu’il existe deux polynémes A et B premiers entre eux (et
ou B # 0) tels que

R(z) = Bl2)’

Cette fonction est définie dans le complémentaire d’un nombre fini de points
C\{z1,...,2p} ou 21,..., 2, sont les zéros de B.

Remarque VIII.6.2. Dans la définition précédente, nous avons supposé
que A et B étaient premiers entre eux. Ceci ne constitue pas une véritable
restriction. En effet, si A et B ne sont pas premiers entre eux, prenons [
un p.g.c.d. de A et de B, alors

A=AD e B=DBD.
Si B(z) # 0, alors

A A’
Ry~ A _ A),
B(z)  B'(2)
Il est donc clair qu’on peut étendre continiiment la fonction % définie sur
C\ {z | B(z) =0} en la fonction gi—g% définie sur C\ {z | B/(z) = 0}. 1l est

de plus évident que
C\{z| B(2) =0} cC\ {z | B'(2) = 0}.

Remarque VIII.6.3. Les polynémes A et B (premiers entre eux) qui
représentent la fraction rationnelle

_AG)
B(z)

sont uniques & une méme constante multiplicative non nulle pres. En effet,

si A’ et B’ sont deux polynomes satisfaisant les mémes conditions que A et
B, alors

AB' = A'B
dans le complémentaire d’un nombre fini de points'®. En vertu du corollaire
VIIL.3.6, 1’égalité entre les polynomes AB’ et A’B a lieu dans C. Puisque

18gyn fait, dans lintersection des deux domaines de définition. Ainsi, si z1,...,2p
(resp.zi,...,z;) sont les zéros de B (resp. B’), alors légalité a lieu sur C \
{z1,...,2p,21,...,24}. Si AB’ et A’B sont deux polynémes de degré n, I'égalité ayant
lieu dans le complémentaire d’un nombre fini de points, elle est en particulier satisfaite en
n + 1 points et les deux polynémes sont donc égaux partout.



On est forcé de représen-
ter la fonction |R| et non
R car R : C — C et nous
ne sommes pas en mesure
de représenter un espace a
4 dimensions.
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A est premier avec B, au vu de la proposition VIIL.5.11, A divise A4’, i.e.,
A’ = QA. De la méme manicre, B’ divise B, i.e., B = Q'B’. Puisque
AB' = QQ'AB’, on en tire que Q et Q' sont des constantes non nulles et
qu’il existe donc une constante ¢ # 0 telle que A’ = cA et B’ = cA.

Définition VIII.6.4. Une fraction rationnelle R = % est propre si deg A <
deg B. On appelle pdle de R tout zéro de B. L’ordre d’un pdle est sa multi-
plicité comme zéro de B. Au vu de la remarque précédente, ces définitions
sont indépendantes des polynomes A et B qui représentent la fraction ra-
tionnelle R.

Remarque VIII.6.5. Une conséquence immédiate de la division euclidi-
enne est que toute fraction rationnelle est la somme d’un polynome et d’une
fraction rationnelle propre. Au vu de la remarque précédente, cette décom-
position est unique.

Le résultat suivant explicite le comportement d’une fraction rationnelle
au voisinage d’un de ses poles : au voisinage d’un pole d’ordre «, elle tend
vers I'infini comme z¢.

Proposition VIIL.6.6. Soit R = % une fraction rationnelle. Le mombre

complexe zy est un pole d’ordre o de R, si et seulement si

ZILIBO(Z —20)* R(z) € C\ {0}.

Démonstration. Puisque zgy est un zéro de multiplicité o de B, en vertu
de la proposition VIII.2.3, B(z) = (z — 2z9)“C(z) ou C(z9) # 0. Ainsi,
A(z0)
. Y _ 1 e Alz0)
zlinzlo(z ZO) R(Z) zh~>nz10(z ZO) (Z _ ZO)QC(Z)
De plus, zp n’est pas zéro de A car R une fraction rationnelle (A et B sont
premiers entre eux et donc zo n’est pas zéro de A). Ainsi, la limite cherchée
vaut A(zp)/C(z0) # 0.
Si zg est un zéro de multiplicité p de B, alors
| AR (- )"AQ)
1 —20)% = lim ———————~.
Zggo(z 20) B(Z) Zggo (Z - ZO)M C(Z)

Des lors,

A(z) 0 sia>p
li o o _ )
zl—{rzlo(z %) B(z) { oo ,sia<p.

Ceci conclut la preuve.

Exemple VIIL.6.7. Considérons la fraction rationnelle
(z+4)"
(z—1)2(z = 3)*
La figure VIII.4 donne le graphique de la fonction |R|: C — R: z — |R(z)]

R(z) =

ainsi qu’une représentation en courbes de niveau.
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Ficgure VIII.4. Comportement d’une fraction rationnelle

au voisinage de ses poles, graphique tronqué et courbes de
niveau.
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Proposition VIIL.6.8. Toute fraction rationnelle R est une fonction de
classe Cs dans le complémentaire Q0 de l’ensemble de ses poles. On a

DzR = 0.

De plus, D,R est une fraction rationnelle qui a les mémes poles que R,
Uordre de chacun d’entre euz étant augmenté d’une unité.

Exemple VIII.6.9. Avant de procéder a la démonstration de ce résul-
tat, illustrons cette propriété sur un exemple. En considérant la fraction
rationnelle R(z) de I'exemple VIIL.6.7. On trouve

—4(z +1)3((2+1i)z — 3 — 2i)
(z—=1)3(z - 3)? '

Ainsi, les dénominateurs de R et de D,R ont bien les mémes zéros, les

D.R =

multiplicités de ceux de D, R étant d’une unité supérieure a ceux de R.

Démonstration. La fraction rationnelle R s’écrit % ou A et B sont deux
fonctions de classe C, sur C (cf. proposition VIIL.1.3). De plus, B ne
s’annule pas sur €. Des lors, R est de classe Cy sur €2 comme quotient de
deux fonctions de classe C,, dans §2, le dénominateur ne s’annulant pas. Sur
), on a

BDzA— ADzB

B2 '
Or si P est un polynome, nous savons que DzP est nul. Par conséquent,
DzR = 0. On a aussi

DzR =

BD,A—AD,B
B2 )
Remarquons que si B possede un zéro multiple, alors le numérateur et le

D.R =

dénominateur ne sont pas premiers entre eux. En effet, si zg est un zéro de
B de multiplicité au moins deux, alors B(zg) = (D.B)(z0) = 0 et des lors,
zp est un zéro commun du numérateur et du dénominateur de D, R. Soit A,
un p.g.c.d. de B et de D,B. Ainsi, B = A By et D,B = A By avec By et
B deux polynoémes premiers entre eux. Le polynome By possede les mémes
zéros que B mais tous ses zéros sont simples. En effet, si zg est un zéro
simple de B, alors zy n’est pas zéro de D,B et il n’est donc pas non plus
zéro de A. Si zp est un zéro a-uple de B, a > 1, alors zg est zéro (a—1)-uple
de D,B et de A (c’est une conséquence de la proposition VIIL.5.9). Dans
Q, on a donc

Le numérateur et le dénominateur de cette derniere expression sont premiers
entre eux. En effet, si zg est un zéro de B ou By (ce qui revient au méme
puisqu’ils ont les mémes zéros), alors By(zp) = 0 mais A(zg) # 0 (car A et
B sont premiers entre eux) et By(zg) # 0 (car By et B; sont premiers entre
eux), donc le numérateur ne s’annule pas en zy. Ceci prouve que D,R est
une fraction rationnelle et le résultat annoncé concernant ses poles (puisque,
rappelons-le une fois encore, tous les zéros de By sont simples).
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Remarque VIII.6.10. Si

est une fraction rationnelle, alors
oo si degA > degB
lim R(z) =< a/b si degA=degB
zZ— 00
0 si deg A < deg B, i.e., R est propre
ou a et b sont les coefficients dominants de A et B respectivement. Pour

s’en apercevoir, il suffit de mettre en évidence le terme de plus haut degré.

Exemple VIII.6.11. Considérons la fraction rationnelle

(z+1)3

(z—1)*

La figure VIIL.5 montre le graphique de la fonction |R| : C — R : z — |R(z)]
ainsi qu’une représentation en courbes de niveau.

R(z) =

7. Décomposition d’une fraction rationnelle propre

Le théoreme suivant (tant la décomposition que 1'unicité) est a la base
de toutes les constructions développées dans cette section.

Théoreme VIIL.7.1. Soit R = % une fraction rationnelle propre. Sup-
posons que B = B1By avec By et By premiers entre eux. Il existe une et
une seule décomposition de R de la forme

A1 A2

R=22422
B B
v Aq

A1 oy A2 ; ;
ot Fr et F* sont des fractions rationnelles propres.

Démonstration. Montrons d’abord I’existence de la décomposition. Puisque
B et By sont premiers entre eux, en vertu du théoreme de Bezout, il existe
des polynomes 17 et Ty tels que

1=1T B +15 Bs.

Ainsi, il vient'

A AT'By ATB ATy, AT
A _ 11 Alaby 1, Ala

B B B By By
Au vu de la remarque VIIIL.6.5, il existe des polynémes uniques Py et P» et
des fractions rationnelles propres % et %; tels que
A A As
— =P +—+P+ =
B 1+ B + o+ B,

194 est premier avec Ba car A est premier avec B. De plus, T1 est premier avec
B; car sinon, ils auraient un facteur commun P (de degré > 1) et de 14, on pourrait en
conclure que 1 = T By +T» Bs est divisible par P. Ainsi, AT} /B> est une “vraie” fraction
rationnelle. Idem pour AT>/B;.
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Figure VIIL.5. Comportement d’une fraction rationnelle a I'infini.

En réduisant au méme dénominateur, il vient
é (P1+P2)B+AlBQ+AQBl

B B
Comme A/B est une fraction rationnelle propre, il s’ensuit que P; + P, =
0 car sinon le degré du numérateur serait supérieur ou égal au degré du

dénominateur. Ceci montre donc l'existence de la décomposition.
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Passons a 'unicité de la décomposition et supposons que
R A
By By Bi DB
ou les deux décompositions ont les propriétés annoncées. On a
A=A AL — Ay
BI B
Si Ay # Al alors As # Al. Dans ce cas, comme By est premier avec Bi, il
divise A, — As. Ceci est impossible car deg Ay < deg Ba, deg A}, < deg Bo
et donc, deg(A), — As) < deg Bs. Ainsi, Bs ne peut pas diviser A}, — Ay. Par
conséquent, A; = A} et Ay = Al,.

et (Al — All) B2 = (A/Q — Az) Bl.

Corollaire VIII.7.2. Soit R = % une fraction rationnelle propre. Sup-

posons que B = By --- By, avec Bj premiers entre eur deux a deuz. Il existe
une et une seule décomposition de R de la forme

A A
R = a1 4+t m
Bl Bm
ot %, e g—z sont des fractions rationnelles propres.

Démonstration. On procéde par récurrence sur m. Le cas m = 2 a été
vérifié dans le théoréme précédent. Les polynomes By et B’ = By--- By,
étant premiers entre eux, il existe une unique décomposition de R sous la
forme

p A

B B
ou les termes du second membre sont des fractions rationnelles propres. Par
hypothese de récurrence, il existe une unique décomposition de %; sous la

forme
A Ay A
B By B,

ou %, ceey g—z sont des fractions rationnelles propres.

Remarque VIII.7.3. Dans cette derniere démonstration, on s’apergoit que
A; est caractérisé par le fait que
A A A
B B, B
avec A;/Bj et A'/B’ des fractions rationnelles propres et A; ne dépend que
du facteur B; de la décomposition de B. En effet, il suffit de reproduire la
démonstration avec Bj et B’ = B - - E\] -+ By,

Remarque VIII.7.4. Pour calculer les polynémes A; apparaissant dans la
décomposition

A_ A A
B By B,
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on procéde en général par identification des coefficients. Sidy,...,d,, sont les
degrés de Bi,..., B,,, alors, puisque les fractions rationnelles sont propres,
pour tout j € {1,...,m}, il existe des coefficients a;; € C tels que

d;j—1
Aj:aj,0+aj,1z+---+aj7dj,1zJ .

En réduisant au méme dénominateur, il vient

A_A1 Am_Z?zlAjBr“é;“-Bm

BB B, B

Or l'identité polynomiale

m
A:ZAjBl...B;...Bm
j=1

n’ayant lieu que si les coefficients des différentes puissances de z sont égaux
dans les deux membres, on obtient un systeme d’équations linéaires pour
les a;;. La décomposition en fractions rationnelles étant unique, ce systeme
possede une et une seule solution.

Définition VIIL.7.5. Une décomposition de A/B dans laquelle tous les
numérateurs sont des constantes s’appelle décomposition de A/B en somme
de fractions simples.

Proposition VIII.7.6 (Décomposition en fractions simples sur C). Si R est

une fraction rationnelle propre ayant z1, . .., z, pour poles d’ordre oy, . .., o,
alors R se décompose de maniéere unique sous la forme
€11 Cln Cp,1 Cp,a
R = 44— 4+ ... 4 +...+%_
z—2 (z — z1) z—2zp (z — zp)or

Démonstration. La fraction rationnelle propre R peut se mettre sous la
forme A/B avec
B=b(z—21)" (2 —2p)™.
Par le corollaire VIII.7.2, R se décompose de maniere unique sous la forme
A A
(z—z1)™ (z = zp)
avec, pour tout j € {1,...,p}, deg A; < a;. Par la formule de Taylor, on a

a;—1

(DEA)) (%) K
AJ:Z ijl J(z—zj).
k=0
Par conséquent,
a;—1
4 JZ (DEA;)(25) 1
(z—z)% &= K (z—z)nTh
et en renommant 'indice sommatoire, il vient
aj _k
4 2‘]: (D= "Aj)(z) 1

(2 — 2j)% (aj = k) (2 —z)~

k=1
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On obtient donc une décomposition du type recherché en posant
—k
. (D277 Aj)(2)
gk (o — k)
Il nous reste a montrer que cette décomposition est unique. Pour ce
faire, il suffit de prouver?® que

PO g
ZZ jik =0 entraine d;, =0, Vj,k.
: (= =) ’
Jj=1k=1
En réduisant (partiellement) au méme dénominateur,

—k

E:E:z—z E:Zkliiz;%) =0.

Or la décomposition en fractions rationnelles propres étant unique (cf. corol-
laire VIII.7.2), il s’ensuit que

J
Zdj7k (z— Zj)ajfk =0, Vje{l1,...,p}

On en tire directement que pour tout j € {1,...,p}, d; = 0 pour tout
k€ {1,...,Oéj}.
|

Remarque VIIL.7.7. Pour calculer les coefficients c;; apparaissant dans
la décomposition en fractions simples de R = A/B, on peut procéder comme
a la remarque VIIL.7.4. 1l est cependant possible de diminuer le nombre de
calculs nécessaires en utilisant les zéros du dénominateur B. Supposons que
la décomposition en fractions simples de R est

R = ‘1,1 +..._|_cl’$ ..._|_cp—71_|_...+cp’i
z— 2 (z—2z) zZ— 2 (2 — zp)
Des lors, il existe des polynomes?! A, ... ,Ap tels que
A A
R = 71_{_...4_ p
(z—z1)n (z = z)

20En effet, si on dispose de deux telles décompositions

>3 EEraD ZZ o

j=1k=1 j=1k=1
alors
cj
ZZ T =0
(z — zj
j=1k=1
et pour que la décomposition soit unique, il suffit de vérifier que chacun des numérateurs
est nul. Dans la preuve ci-dessus, d;  joue le réle de ¢;, — ¢,
217 est clair que, pour tout j € {1,...,p},

%
Aj =) ciulz—2z)% 7"
k=1
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Posons

—

Nj=Aj(z —2)" - (2= 2)% -+ (2= 7)™

De cette fagon, on a

et on en tire
A=Ni+ -+ N,.
Donc en particulier,
A(zj) = Ni(z) + -+ Np(25)
et par définition méme des N, pour tout ¢ # j, z; est un zéro aj-uple de
N;. Cela signifie que pour tout j € {1,...,p},
Alzj)) = N;(z)
(D:A)(zj) = (D:N;)(z)

(DI A)(z) = (DYTIN))(z)

Ce systéme linéaire est un systéme triangulaire en cj1,...,¢jq,;. Pour le
voir, il suffit de remarquer que c;1,...,¢jq; sont les seuls coefficients appa-
. a;—1 .
raissant®? dans A(z;),..., (D2’ A)(z;). En effet, en mettant (2 — 2;)% en

évidence dans les N; (i # j), on trouve
A = Nj+Ni+--+Nj+--+N,
= Ao 2)M ()Y (2= 5) - )M T

=8

Pour tout ¢ € {0, ...,a; — 1}, par la formule de Leibniz, on a

J4
(DLA)(z) =Y CJ (DEA;)(z)) (DE785)(2)).
k=0
Puisque A; = szzl cin(z — Zj)o‘ﬂ'_k et qu’en vertu de la formule de Taylor,

on a aussi )
a;— .
(D2A4;5) (%)) :
ay= Y CANED
i=0
alors, en identifiant les coefficients, il vient

a;—k
_ (D27 TA(z)
Cjk—w,k—l,..

Ceci montre bien que les seuls coefficients apparaissant dans (D{A)(z;) sont

-, Oy

Cj71, e ,Cj7aj.

22y la forme de Aj et Nj, il est par ailleurs clair que cj,1,...,¢j,a; sont les seuls

coefficients apparaissant dans Nj(z;), ..., (D5’ _le)(Zj).
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Exemple VIII.7.8. Dans cet exemple, nous mettons en pratique la tech-
nique évoquée dans la remarque précédente. Soit la fraction rationnelle
1
G-+ 1)
Pour utiliser les mémes notations que dans la remarque, on pose

R(z) =

z1=1, a1 =2, 29=1, 23 =—1 et ag =a3=1.

Ainsi, la décomposition de R en fractions simples est de la forme
a b c d
R(z) = .
(2) z—1+(z—1)2+z—i+z—|—i

Pour déterminer les polynémes A;, on peut réécrire R sous la forme

A Ay As
—— Py PNy
Rzl Te  d
(2_1)2 Z—1 z+1
Ainsi,
Moo= A=)+ = alz-DE+D)+bE+)
Ny = Ap(z=1%(z4i) = clz—1)%(z+1)
N3 = A3(z—1)2%(z—14) = d(z—1)*(z—1)
et
{(DZ/SE; _ Z;S&M . A() = No(i),  A(—i) = N3(—i).
Par conséquent, puisque D,N; = 3a 2% + 2(b—a)z+a, on a
{é _ §§+2b’ L=2¢i(i—1)% 1=-2di(-1-i)"
et on trouve
1 1 1 1
a=-5 0=5 =7 et d:Z'

8. Polyndémes et fractions rationnelles réels

Dans cette section, nous nous intéressons aux polyndmes et fractions
rationnelles a coefficients réels et nous mettons en évidence les différences
essentielles avec le cas complexe.

Définition VIIL.8.1. Un polynéme est réel si tous ses coefficients sont
réels. L’ensemble des polynémes & coefficients réels se note R[z]. Ainsi,
I’ensemble des polynomes a coefficients réels est un sous-ensemble de C|[z].
Une fraction rationnelle R = A/B est réelle si les polynomes A et B sont
réels.

Soit

P:ao—i—alz—i—---+akzlC
un polynome a coefficients complexes. On pose, le conjugué de P, comme

P(z)=ag+arz+---+ag 2~
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Ainsi, un polynéme P est réel si P = P. De plus, il est clair que
P(z) = P(z).

Proposition VIII.8.2. Soit P un polynéme a coefficients réels. Si z € C
est un zéro a-uple de P, alors Z est aussi un zéro a-uple de P.

Démonstration. Soit Z ’ensemble des zéros de P. Puisque P est réel,
P(z) = P(z) = P(2)
et si zg est un zéro de P, alors Zp est aussi un zéro de P (si P(zp) = 0, alors

P(zp) = 0 et donc P(Z5) = 0). Ainsi, Z est stable par conjugaison. C’est
un ensemble de la forme

Z = {217' sy Ry Rp4ls ey Brdsy Rl - aZrJrs}

ou zy,...,2 €ERet zp41,..., 245 € C\ R. Comme

D.P=D,P=(D,P),
on a pour tout ¢
(DLP)(z) = (DLP)(7)
et donc, la multiplicité d'un zéro z; de P est la méme que celle de Z;.

Remarque VIII.8.3. Si on utilise les mémes notations que dans la preuve
précédente, on a

P(z) = c(z—21)" (2= 2)" (2 = 2040)"F o (2 — 2p45) 7
(z _ T_H)Oérﬂ .. (Z _ m)arﬂ

ou ¢ est le coefficient dominant de P et donc réel. De plus, pour tout
ie{r+1,...,r+s},ona

(z—2)(z—7F) =2>—2Rez) 2+ |z]* = Qi(2)
avec @;(z) un polynome de degré 2 a coefficients réels et ainsi,

P(z) =c(z—21)" - (2 — )" Q1" - @iy
Les polynomes

(Z - Zl)v"'a(z - ZT‘)vQT’-}—h"' 7Q7"+8

ne peuvent pas étre factorisés en produits de polynémes réels de degré stricte-
ment inférieur. C’est pour cette raison qu’on dit que ce sont des polynomes
irréductibles sur R. On dit que P a été décomposé en facteurs irréductibles
sur R.

Dans le cas d’une fraction rationnelle a coefficients réels, la décomposi-
tion en fractions rationnelles propres possede les propriétés suivantes.
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Proposition VIII.8.4. Soit R = A/B une fraction rationnelle réelle et

propre avec B = By --- By, ot les B; sont des polynéomes® deuz & deux
premiers entre eux. Supposons que

A A A

2_ 41 4+t m

B B B,

est une décomposition en fractions rationnelles propres de R. Si B; = By,
alors A; = Ap. En particulier, si Bj est réel, alors Aj l’est aussi.

Démonstration. Puisque R est réel, on a

Ay A A A 4
B B, B, B,, B
A A A Ay A,
LAty Sy By Em
B B B; By, B

Ceci montre que nous avons deux décomposition en fractions rationnelles
propres de la méme fraction. Or vu la remarque VIIL.7.3, le numérateur A;
ne dépend que de Bj et ainsi, si B; = By, alors Aj = Aj. En effet, cela
résulte de 'unicité de la décomposition énoncée au théoreme VIIL.7.1
A A A Ay A’
= + ==+

~

B~ B BB Bn. B B..D.oB,

et B;j = B}, et puisque B = B, Bl---éj---Bm :Bl---gk---Bm.
[
Si R = A/B est une fraction rationnelle réelle, le dénominateur B ne
peut pas nécessairement étre factorisé en un produit de polynomes réels de

degré 1. Par conséquent, la décomposition en fractions rationnelles simples
prend une forme particuliére.

Proposition VIII.8.5 (Décomposition en fractions simples sur R). Soit
R = A/B une fraction rationnelle propre réelle. Si la décomposition en
facteurs irréductibles sur R de B est de la forme

B=c(z—2)% (2 — z) Q... Qo

ot les Q; sont des polynomes réels irréductibles de degré 2, alors R se dé-
compose de maniere unique sous la forme

C1,1 C1 Cr,1 c
R = 2 . . T T L
z—2z (z —z1) z— 2z (z — zp)r
Tr—l—l,l TrJrl,aT_H Tr+s,1 Tr+s,ar+s
+ +ot 4+ e
QrJrl Qr+1 QrJrs QrJrs

o les c; i sont des nombres réels et les T} ), des polynomes réels de degré au
plus 1.

23Dans cet énoncé, rien n’empéche les polynémes B; d’avoir des coefficients complexes.
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Démonstration. Au vu de la remarque VIII.8.3, les polynomes

o1 ar HQr+1 Qs
(z—20)™, (2= 2)", Q0 QS
sont premiers entre eux. La fraction rationnelle R possede une décomposi-
tion en fractions rationnelles propres de la forme

A1 Ar Ar+1 ArJrs
R=—  +... 4 + 4+ 4
(z—z1) (2 QN Qo

ou degA; < aq,...,degA, < a, et degA,y1 < 20Qp41,...,deg Arrs <
2a,45. Au vu de la proposition VIIL.8.4, pour i € {1,...,r + s}, les
polynémes A; sont réels. On peut décomposer les r premiers polyndmes
A; en utilisant la formule de Taylor. La démarche est identique & celle
développée dans la preuve de la proposition VIIL.7.6 et le résultat obtenu
est semblable. Considérons a présent un terme de la forme

i

ie{r+1,...,r+s}

Q7"
i
Envisageons les divisions euclidiennes successives suivantes
1 i—1
A = T Q" + A , avec deg A; 1 < deg Q5"
9 i—2
Ain = Ti2Q7" "+ Ajp , avec deg A; 2 < deg Q7"

Aici—2 = Tia—1Qi+ Aja;—1 , avec deg A; o,—1 < deg Q;.
On pose Tj o, = Aja;—1- Il est clair que pour tout j, degT;; <1 et
Ai=Tin QP + Tip Q" + -+ + Tia-1 Qi + Tia,-
Il vient donc
A T
QY Qi

On obtient ainsi I'existence de la décomposition annoncée. La démonstra-

T T: o — T ..
2’22_|_...+ Z’(;lf_ll—{- Z’S;.
Q; Q" Q;

7

_|_

tion de 'unicité de la décomposition est laissée en exercice au lecteur. Le
raisonnement est semblable a celui développé dans la preuve de la proposi-

tion VIIL.7.6.
|

Remarque VIII.8.6. Pour calculer les coefficients c;j et les coefficients
des polynomes T}, on procede essentiellement comme dans la remarque
VIIL.7.7. Si la décomposition en fractions simples sur R de la fraction ra-
tionnelle réelle R = A/B est de la forme

C1,1 C1 Cr1 Cray
R = — 4.4 ——% .4 D oy T
z—2 (z — z)™ z— 2z (z — zp)2r
Tr+1,1 Tr+1,ar+1 Tr+s,1 Tr+s,ozr+s

Qr+1 er-Jrl Qr—i—s Qr+5

on pose, pour j € {1,...,7},

—

Nj= Az = )™ o (2= 2)% (2 = 2)™ QU+ QU
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et pour j € {r+1,...,r+ s},

M;=A;(z—21)" (2= 2,)™ foll . Q;?‘J' for;
Ainsi, en réduisant au méme dénominateur, on obtient
A N+ -+ N+ Moy +-+ M
B~ B ‘
Pour j € {1,...,7}, on procede comme & la remarque VIIL.7.7. Puisque
zj € R est un zéro aj-uple de N; pour i € {1,...,r} \ {j} et de M; pour

ie{r+1,...,r+ s}, pour trouver les coefficients c¢; 1, ... ; Cja;, ON Tésout le
systeme linéaire triangulaire

_1 ’ _1
(D27 A)(z) = (D2 Nj)(z)-
Pour j € {r +1,...,r + s}, puisque z; € C est zéro aj-uple de M; pour
ie{r+1,....,r+s}\{j} et de N; pour i € {1,...,7}, pour trouver les
deux coefficients réels de chacun des polynomes T, ..., T} 4;, on résout le
systeme a coeflicients complexes

Alzj)) = M;(z)
(D:A)(z5) = (D:Mj)(25)

(DI A)(z) = (DTIM;)(z)).

Exemple VIII.8.7. Appliquons la méthode précédente & un exemple. Soit

la fraction rationnelle réelle
1
R(z) = .
By
La décomposition en fractions simples sur R est de la forme
a b cz+d ez+ f
R = )
z—1+ (z —1)2 +22—|—1 + (22 +1)2

Avec les notations de la remarque, on a

21:1, a1:2, ZQZi, a2:2.

Puisque
A Az
R— a(z—1)+b+ (cz+d)(2>+1)+ez+ f
(z—1) (22 +1)? ’
on trouve
Ni=A; (2> +1)?=(az+b—a) (22 +1)?
et

My=As(z—1)2=(cz®+d2>+ (c+e)z+d+ f)(z—1)°
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Pour déterminer a et b, puisque ;1 = 2, il suffit de résoudre

{ A1) = Ni(1) ,mw{1::@

(DZA)(]') = (Dle)(l) 0 = 4a+8b
et ainsi, on trouve a = —% et b= %. Pour déterminer ¢, d, e, f, on résout
{ AG) = Ms(i)
(D-A)(@) = (D:Ms)(i)

c’est-a-dire

(ei + f)(i —1)*
(e — 2c42di)(i — 1)® + 2(ei + f)(i — 1)

—
o

et donc
1 = 2 —2fi
{ 0 = 4d—2e—2f+ (dc —4e+2f)i
En égalant les parties réelles et imaginaires des deux membres de chacune
des équations (¢, d, e, f sont réels), on trouve

1 1 1
€ 2’ f O? c 2’ 4



CHAPITRE IX

Polynomes a coefficients dans un champ
quelconque

1. Premieéres définitions

Nous quittons ici le cadre des polynomes a coefficients réels ou complexes
pour considérer la situation générale de polynémes dont les coefficients ap-
partiennent & un champ quelconque K.

Définition IX.1.1. Un polynome a coefficients dans K est la donnée d’une
suite (¢j)jen d’éléments de K dont seul un nombre fini d’entre eux sont non
nuls. On note de maniere symbolique un polynéme comme suit

P=>Y ¢ X7
J=0
On dit souvent que X est une indéterminée. Dans une telle écriture, il suffit
de représenter uniquement les termes ayant un coefficient non nul. Si la suite
(¢j)jen possede un unique élément ¢ non nul, on parle du mondme cy, Xk

Ainsi, si la suite de coefficients définissant un polynéme P est différente

de la suite nulle, il existe un plus petit entier N > 0 tel que

Vj> N, CjZO.

Cet entier N est le degré du polynome et on le note deg P. Dans ce cas,

cn s’appelle le coefficient dominant de P et ey XV s’appelle le mondéme de

plus haut degré. Dans le cas ol la suite (c;);en est la suite nulle, on pose!

le degré du polynéme nul comme étant —oo. L’ensemble des polynomes a
coefficients dans K se note K[X].

Exemple 1X.1.2. Soit K = Z5. Le polynome P déterminé par la suite de
coefficients (1,0, 3,4,0,0,...) se note

14+3X% 44X
Il s’agit d’un polynome de degré 3.

Définition IX.1.3. Si
P=> ¢ X

Jj=0
est un polynome de K[z] et si z € K, alors on note
— d
P(x) = Z cj T
Jj=20
1Cette convention est identique a celle prise dans la définition VIII.1.6.

177
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I’élément de K obtenu en substituant z a 'indéterminée dans P. Une fonc-
tion polynomiale est une fonction f : K — K telle que

f(x)=P(z), Vx € K
et ou P est un polynome a coefficients dans K.

Exemple [X.1.4. Si on poursuit I'exemple IX.1.2, la fonction polynomiale
associée & P =143 X2 4+ 4X?3 est telle que
z |01 234
Pz)[1 30 1 0°

Remarque [X.1.5. Nous avons vu que pour les polynémes a coefficients
réels ou complexes, il n’y avait aucune distinction entre polynéme et fonc-
tion polynomiale (deux fonctions polynomiales sont différentes si et seule-
ment si les suites de coefficients des deux polyndémes correspondants sont
distinctes). La situation est différente dans K[z]. Par exemple, considérons
le champ K = Zg3 et les polynémes P et () définis respectivement par les
suites (1,2,1,0,...) et (1,1,2,1,2,0,...). Ces deux polynoémes définissent la
méme fonction polynomiale

0 1 0
Pz) |1 1 0 Q)1
En effet, dans Zg,
14+20+1.0°=1, 1+21+11°=1 et 1+4+22+1.2%=0;

141.04+20%2+1.03+20* =1, 1+1.1+2124+1.1%+21%=1
et
141242224123 4221 =0.

On peut méme étre plus précis. Si K est un champ fini contenant p
éléments, le nombre de fonctions distinctes définies sur K et a valeurs dans
K est fini et vaut exactement pP. Le nombre de polynomes a coefficients

n+1 - Ainsi, pour n suffisamment grand, on a p"t! >

dans K de degré n est p
pP et il existe donc au moins deux polynémes distincts donnant lieu a la
méme fonction polynomiale. Par contre, on peut montrer? que si K est un
champ infini, alors deux polynomes distincts donnent lieu a des fonctions

polynomiales différentes.

On peut munir 'ensemble K[X] d’une structure d’anneau commutatif.
Pour cela, nous devons définir ’addition et la multiplication de deux poly-
noémes. Ainsi, si P et () sont deux polynémes donnés respectivement par les
suites (an)nen et (by)nen, alors la somme de P et de @ est le polynome

P+Q:Z(aj+bj)Xj

720

2En utilisant par exemple la notion de dérivée.
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et le produit des deux polynomes est défini, de maniére naturelle, par

P.Q = Z Z apbe | X7.
>0 \ktt=j

Pour tout a € K, la suite (a,0,0,0,...) est un polynéme de K[X]. Ainsi,
I’application

K — K[X]:a— > (ad;0) X’

720

est injective. De cette maniere, on peut identifier K et l’ensemble des
polynémes sur K de degré 0. Par abus de langage, on s’autorise a parler du
polynéme a lorsque a est un élément de K.

Proposition IX.1.6. L’ensemble K[X]| des polynomes a coefficients sur K
possede une structure d’anneau commutatif ayant
Sox
Jj=0

comme neutre pour laddition et 1 comme unité pour la multiplication.

Remarque IX.1.7. Le lecteur attentif pourrait espérer trouver en K[X]
une structure de champ. Il n’en est rien. En effet, par exemple, le polynome
X ne possede pas d’inverse. Supposons que

P=> a; X/
Jj=0

soit I'inverse de X (avec au moins un des a; non nul). Des lors,

PX =) aj Xt #£1.
Jj=0

Proposition 1X.1.8. Soient P,Q deuz polynémes de K[X]. On a3

» deg(P + Q) < sup{deg P, deg Q},
» deg(P.QQ) = deg P + deg Q.

Démonstration. Cela découle directement de la définition du degré d’un
polynéme. Comme le montre 'exemple ci-dessous, le degré de la somme
de deux polynémes peut diminuer. Pour K = Z3, P = 2X? + X + 1,
Q = X2+ X+1, on trouve P+Q = 2X +2. Par contre, si P et Q sont deux
polynémes ayant respectivement aj; XM et by XV comme mondéme de plus
haut degré, alors P.Q possede apby XM+ comme monéme de plus haut
degré. En effet, puisque K est un champ?, ap/by ne peut étre nul.

3Si I'un des polynémes est nul, on pose sup{—oo,n} =n et —oco +n = —oo.

481 K n’est pas un champ, mais simplement un anneau, cela n’est plus nécessairement
vrai. En effet, pour K = Z*, si P = 2X? + 3 et Q = 2X? + 3X + 1, on trouve P.Q =
2X%+ X +3.
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Corollaire IX.1.9. Soient P,Q deux polynomes de K[ X]|. L’égalité P.Q =
0 entraine que P =0 ou que @ = 0.

Démonstration. Procédons par contraposition. Si P # 0 et Q # 0, alors
deg P > 0 et deg@ > 0. Au vu de la proposition précédente, on a alors
deg(P.QQ) > 0 et P.QQ n’est donc pas le polynéme nul.

Remarque 1X.1.10. Le corollaire précédent nous montre que la seule fagon
d’obtenir le polynéme nul comme produit de deux polynémes P et @ est
qu’au moins un de ces deux polyndémes soit nul. Un anneau jouissant d’une
telle propriété est appelé intégre®.

Tout comme dans Clz] (cf. théoréme VIIL.5.1), on dispose de la division
euclidienne.

Proposition 1X.1.11 (Division euclidienne). Soit D € K[X]| un polynome
non nul. Pour tout P € K[X], il existe des polynomes uniques Q et R tels
que

P=QD+ R, avec degR < degD.

Démonstration. On procede comme dans le cas de C[z].
[

Tout comme dans C[z], si le reste R de la division de P par D est nul,
on dit que D divise P.

2. Idéal d’un anneau

Pour étudier plus en avant la divisibilité dans K[X], nous allons intro-
duire la notion d’idéal d’un anneau A. Nous supposerons dans cette section
que A est un anneau commutatif muni, comme & ’habitude, de deux opéra-

tions notées + et - ayant pour neutre respectivement 0 et 1.
Définition 1X.2.1. Un sous-ensemble I de A est un idéal de A si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

» [ est un sous-groupe additif de A, i.e., 'ensemble I muni de I'opé-
ration 4+ de A restreinte aux éléments de I jouit d’une structure de

groupe
- 0€el,
—Vi,jel:i+jel,
—Viel: —iel.

» Pour tout a € Aet tout i €I, a.i € I.

Remarque 1X.2.2. Si I est non vide, pour vérifier que I est un idéal de
A, il suffit de vérifier que

5Un anneau quelconque n’est pas nécessairement integre. En effet, on a vu dans
Pexemple 11.3.23 que dans Zsa1, on avait [3].[7] = [0]. Ainsi, bien que les classes [3] et [7]
soient toutes deux différentes de la classe [0], leur produit donne [0]. Ces éléments de Zs21
sont appelés des diviseurs de zéro et Z21 n’est donc pas un anneau intégre.
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» [ est stable par addition : Vi,j € l:i+j €1,
» le produit d’un élément quelconque de A par un élément quelconque
de I appartient encore a I.

En effet, il suffit de remarquer que si i € I, on a toujours —1 € A et donc
—i = (—1).7 doit appartenir a I au vu de la seconde propriété. De la, on en
conclut aussi que 0 appartient a 1.

Proposition 1X.2.3. Soit I un idéal de A. Si 1 appartient a I, alors
I1=A.

Démonstration. Puisque 1 € I, pour tout a € A, 1.a doit appartenir & [I.

|

Définition 1X.2.4. Un idéal I d’un anneau A est dit propre s’il est distinct
de A. Ainsi, un idéal I est propre si et seulement si 1 & I.

Exemple 1X.2.5. Les ensembles {0} et A sont des idéaux. On les appelle
idéaur triviaux de A. Remarquons que si A est un champ, au vu de la
proposition précédente, ce sont les seuls idéaux de A. En effet, si I est un
idéal non vide de A distinct de {0}, il contient un élément ¢ # 0. L’élément
i~! appartient & A (car A est un champ) et donc, puisque I est un idéal,
i.i~' = 1 appartient & I. On conclut en utilisant la proposition précédente.

Exemple 1X.2.6. Dans Z, ’ensemble I = {mr | r € Z} des multiples de
m > 0 est un idéal®. En effet,

mr+ms=m(r+s)el
et, pour tout t € Z
(mr).t=m(tr) e I.
Exemple 1X.2.7. Dans C[z], il est facile de vérifier que
{P eCls] | P(0) =0}
et
{P €C[z] | P(0) = P(1) = 0}
sont des idéaux de C[z]. Par contre,
B={PeCl]| P(0)=P1)}
n’est pas un idéal. En effet, 1+2(z—1) € B mais z.[14+z(z—1)] n’appartient
pas a B.

Définition 1X.2.8. Soient ai,...,ar des éléments de A. Il est aisé de
vérifier que I’ensemble

(al,...,ak> = {b1a1+---+bkak | bi,...,b € A}
est un idéal. On V’appelle 'idéal engendré” par a1, ..., ay.

60n note parfois cet ensemble mZ.

"D’une certaine fagon, I'idéal engendré par a1, ..., ar dans un anneau commutatif est
le pendant de la notion d’enveloppe linéaire développée dans le cadre des espaces vectoriels
(cf. proposition VIL.5.12). Cela dépend simplement des opérations dont on dispose.

D’ou l'intérét d’avoir sup-
posé A commutatif.



Tout multiple de 6 est
multiple de 3.

Tout multiple de X3 + X
est un multiple de X2+ 1.

X2+ X -2
= (X — 1)(X +2).

Cela nous permettra
de définir la notion de
polynéme minimum.. .
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Définition 1X.2.9. Si un idéal I est engendré par un unique élément, i.e.,
si I est de la forme (a), a € A, alors I est dit principal.

Exemple [X.2.10. Dans Z, I’ensemble I des multiples de m > 0 est un
idéal principal,
I=(m)={mr|rel}.

Exemple 1X.2.11. Dans Z, soient les idéaux principaux (3), (6) et (7).
On a par exemple,

(6) C (3),
(6) N (7) = (42)
ou encore
6,7y =Zcar7T—6=1¢€ (6,7).
Exemple IX.2.12. Soit le polynome X2 + 1 € C[X]. Par définition,
(X?+1) ={(X*+1).Q(X) | Q € C[X]}.
Ainsi,
X241,2X2%42,i X240, X34+ X, X4+ X2, (X24+1)2, (X2 41)(X3=5X +10), . ..
sont des éléments de (X2 4 1). Par exemple,
(X3+X)C(X?+1)
et cette inclusion est stricte. Par contre
(2X2 +2) = (X2 +1).
Enfin,
(X2 -1,X2 4+ X -2)=(X —1).
Il est clair que (X2 — 1, X2+ X —2) C (X — 1) car quels que soient P,Q €
C[X], un élément quelconque du premier ensemble s’écrit
P(X2-1)4Q.(X?4+X-2)=[P(X+1)+Q.(X +2).(X -1

et appartient donc au second. Pour I'autre inclusion, on remarque que, quel
que soit P € C[X], un élément quelconque du second idéal P.(X — 1) =
P.(X?+ X —2) — P(X? —1) appartient donc & (X? —1, X2 + X —2).

Définition IX.2.13. Un anneau integre A (i.e., tel que pour tous a,b € A,
ab = 0 implique @ = 0 ou b = 0) qui est tel que tout idéal de A est principal
est qualifié d’anneau principal.

Proposition 1X.2.14. L’anneau des polynomes K[X] est principal.
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Démonstration. Il est tout d’abord clair que K[X] est integre. Cela
résulte du corollaire 1X.1.9. Nous devons a présent vérifier que tout idéal
de K[X] est principal. Soit I un idéal de K[X]. Si I = {0}, alors I = (0).
Sinon, I contient au moins un polynéme non nul. Soit D un polynéme de
degré minimum appartenant & I. Il est évident® que (D) C I. Pour conclure
cette preuve, il nous reste & montrer que (D) D I. Soit P un élément de I.
En effectuant la division euclidienne de P par D, on obtient

P=Q.D+R avec degR <degD.

Puisque D appartient a I, on en conclut que Q.D et R = P—Q.D aussi. Or
on a choisi D de degré minimum parmi les éléments de I. Par conséquent,
R=0et P=Q.D. Ceci conclut la preuve.

Proposition 1X.2.15. L’anneau 7Z est principal.

Démonstration. Puisque Z est lui aussi muni de la division euclidienne,
on peut refaire le méme raisonnement que dans la preuve de la proposition
précédente. Il suffit de remplacer les degrés des polynomes par les modules
des entiers considérés.

La proposition suivante relie la notion d’idéal a celle de la divisibilité.

Proposition 1X.2.16. Soient A un anneau principal’ et a,b € A\ {0}.
On a

» (a) D (b) si et seulement si a divise b.
» (a) = (b) si et seulement si a = ub avec u inversible dans A. (Dans
ce cas, on dit que a et b sont associés'®.)

Démonstration. Supposons que (a) D (b). En particulier, b appartient a
(a) et il existe donc ¢ € A tel que b = ca. Ainsi, a divise b. Réciproquement,
si a divise b, il existe ¢ € A tel que b = ca. Des lors, pour tout t € A,
tb = tca ce qui montre que (b) est inclus dans (a).

Pour la seconde partie, si a = ub avec u inversible dans A, on a aussi
u"ta = b (avec u~! I'inverse de u, i.e., u'.u = 1). Ainsi, a divise b et b
divise a. Donc par le premier point, (a) = (b). Réciproquement, si (a) = (b),
alors il existe u et v dans A tels que a = ub et b = va. De 14, b = vub et
donc, puisque l'anneau est integre, b(vu — 1) = 0 implique vu = 1. Ceci
signifie que u et v sont inversibles et inverses I'un de l'autre.

8En effet, D € I et (D) = {P.D | P € K[X]}. Puisque I est un idéal, il est clair que
pour tout P € K[X], P.D € I.
On suppose 'anneau principal muni d’une division euclidienne comme par exemple
Z ou K[X].
10v¢rifier que “étre associé” est une relation d’équivalence



Pensez au théoreme
de Bezout.
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Exemple 1X.2.17. Illustrons la propriété précédente. Dans ’exemple
IX.2.11, on avait montré que (6) C (3) et il est clair que 3 divise 6.

De méme, (2X2 +2) = (X2 + 1). 1l s’agit de deux polynomes sont
associés. En effet, 2(X2 + 1) = 2X? + 2 et 2 est inversible dans C[X]
(d’inverse 1/2).

Remarque 1X.2.18. Si [ est un idéal propre d’un anneau principal A, il
peut y avoir plusieurs éléments a € A tels que I = (a). Si a est un tel
élément, les autres éléments b € A tels que I = (b) sont associés a a.

Par exemple, dans Z, les seuls éléments inversibles sont 1 et —1 (ils sont
leur propre inverse). Ainsi deux entiers x et y sont associées si et seulement
si x = +y.

De méme, dans K[X], deux polynémes non nuls P et () sont associés si
et seulement si il existe & € K\ {0} tel que P = aQ. En effet, les seuls
éléments inversibles de K[X] sont les constantes v € K\ {0}. Ainsi, parmi
tous les polynomes associés a un polynome P, il en existe un seul tel que son
coefficient dominant soit 1. Un tel polynéme est dit unitaire ou monique.
En effet, si P est un polynéme de coefficient dominant c, alors a~'P est un
polynome monique associée a P.

Enfin, notez que dans un anneau principal A, a € A est inversible si et
seulement si a est associé a 1.

Proposition 1X.2.19. Soient A un anneau principal et a,b deuz éléments
non nuls de A. Un p.g.c.d. d de a et de b est donné par

(d) = (a,b).

De plus, tout autre p.g.c.d. de a et de b est associé a d et il existe a, 3 € A
tels que

d=aa+ Bb.

Démonstration. Vérifions que d est un p.g.c.d. de a et de b. 1l est clair
que (a) et (b) sont inclus dans (d) = (a,b). Par la proposition précédente, d
divise donc a et b. Si d' divise aussi a et b, alors (a) et (b) sont inclus dans
(d'). De 1at, {(a,b) est aussi inclus dans (d’) et donc d’ divise d. Le reste de
la preuve est immédiat. En effet, si e est aussi un p.g.c.d. de a et de b, alors
(d) = (a,b) = (e) et d et e sont donc associés.

Exemple 1X.2.20. Par exemple, (6,7) = Z = (1) (cf. exemple IX.2.11).
Il est clair que 6 et 7 sont premiers entre eux. Dans I'exemple IX.2.12, on a
vu que
(X2 -1,X2 4+ X -2)=(X —1).

Il est facile de voir que ces deux polynémes ont X — 1 comme p.g.c.d.

Hyn glément quelconque de (a,b) est de la forme r.a + s.b. Or a = t.d" et b = u.d’.
De 14, r.a + s.b = (rt + su)d’ appartient bien & {d').
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De la méme maniere, les polynémes de R[X]
A=2X45X+2=(2X+1)(X+2) et B=2X2+7X+3 = (2X+1)(X+3)

sont tels que

(A,B) = (2X +1)
et tout polynéome de la forme a(2X + 1), a € R, est un p.g.c.d. de A et de
B. En particulier, le polynome monique l(2X +1) =X+ % est aussi un

2
p.g.c.d. de A et de B.

3. Décomposition en facteurs premiers

Définition 1X.3.1. Soit A un anneau principal. Deux éléments non nuls
a,b € A sont premiers entre eux si les p.g.c.d. de a et de b sont associés a 1,
autrement dit, si 1 est un de leur p.g.c.d.

Définition 1X.3.2. Soit A un anneau integre. Un élément a € A non nul
est irréductible s’il est non associé a 1 et s’il s’écrit a = be avec b,c € A,
alors b ou c est associé a 1. Autrement dit, tout diviseur de a est associé a
1 ou a a.

Définition 1X.3.3. Soit A un anneau inteégre. Un élément a € A est
premier, s’il est non nul et non associé a 1 et si a divise be, alors a divise
b ou c. En termes d’idéaux, cela revient a dire (a) # A et si be € (a), alors
b € (a) ouc € (a). Un idéal jouissant d'une telle propriété est qualifié¢ d’idéal
premier.

Remarque 1X.3.4. Dans un anneau integre A, tout élément premier est
irréductible. Soit a un élément premier. Supposons que a = be, b,c € A.
Alors be € (a) implique b € (a) ou ¢ € (a). Supposons étre dans le premier
cas, il existe d € A tel que b = ad donc a = acd. Puisque A est intégre, on
conclut que c¢d = 1, i.e., ¢ est associé a 1.

12

La réciproque n’est pas toujours vraie' . Par exemple, dans 'anneau

7[i/5] des polynomes & coefficients entiers évalués en iy/5, on peut montrer'3
que ’élément 3 est irréductible. Cependant, il n’est pas premier, 3 divise

9 = (24 4v/5)(2 — iv/5) mais ne divise aucun des deux facteurs.

Lemme [X.3.5. Soient a,b et ¢ des éléments non nuls d’un anneaw prin-
cipal A. Si a divise be et est premier avec b, alors a divise c.

Démonstration. Au vu de la proposition 1X.2.19, il existe « et § dans

A tels que 1 = aa + Bb. De plus, a divise be. 1l existe donc t € A tel que
bc = ta. Ainsi, ¢ = aac + fbe = aac + fta = (ac + ft)a et a divise c.

[

Dans un anneau principal, les deux notions d’élément premier et d’élément
irréductible coincident.

121] faut se placer dans un anneau factoriel (ou & factorisation unique). Tout anneau
principal est factoriel.
13En recourant a la notion algébrique de norme, par exemple.

comme dans la
propostion IX.2.16



On dit aussi “se stabilise”.
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Proposition 1X.3.6. Soit A un anneau principal. Tout élément irré-
ductible est premier. Par conséquent, un élément est premier si et seulement
s ol est irréductible.

Démonstration. Procédons par ’absurde. Soit a un élément irréductible
non premier. Supposons que bc € (a), b,c € A avec b & (a) et ¢ & (a).
Considérons l'idéal (a, b). Puisque A est principal, il existe d tel que (a,b) =
(d). Tl existe donc e, f € A tels que a = de et b = df. Puisque a est
irréductible, d ou e est associé a 1. Dans le premier cas, cela signifie que a
et b sont premiers entre eux. Or a divise bc, donc a divise ¢, ce qui contredit
¢ & (a). Dans l'autre cas, si e est associé a 1, alors (a) = (d) = (a,b) contient
b, ce qui contredit b & (a).

[

Exemple IX.3.7. Dans Z, les seuls éléments inversibles sont 1 et —1 (ils
sont d’ailleurs leur propre inverse). Ainsi, deux entiers positifs sont premiers
entre euz si leur p.g.c.d. est 1. Par exemple, 3 et 16 sont premiers entre
eux mais 3 et 15 ne le sont pas. Enfin, un nombre p > 1 est premier si ses
seuls diviseurs sont 1 et p (et bien str —1 et —p). Par exemple, 2, 3,5, 7 sont
premiers mais 8 et 9 ne le sont pas.

Exemple 1X.3.8. Dans K[X], nous avons déja observé que les seuls élé-
ments inversibles sont les éléments non nuls de K (i.e., les polynémes con-
stants non nuls). Ainsi, un polynéme non nul est associé a 1 si et seulement
s’il est constant. Par conséquent, deux polynomes sont premiers entre eux
s’ils ne sont pas tous deux divisibles par un polynéme non constant et un
polynome P € K[X] non constant est irréductible si et seulement si ses seuls
diviseurs sont de la forme o ou aP avec a € K\ {0}.

Autrement dit, un polynéme P de K[X] est irréductible s’il est non
constant (i.e., de degré au moins 1) et s’il ne peut pas s’écrire comme produit
de deux polynomes de degré strictement inférieur a deg P.

Dans la suite de cette section, A est un anneau principal. On ne dis-
tinguera donc pas les notions d’élément premier et d’élément irréductible.
Le but de cette section est de montrer que tout élément non nul de A peut
s’écrire de maniere unique comme produit d’éléments premiers. Par exem-
ple, dans Z, 1176 = 23.3.72.

Lemme 1X.3.9. Toute suite croissante I;1 C Iy C I3 C --- d’idéauz de A
est stationnaire, i.e., il existe N > 1 tel que pour tout n > N, I,, = Iy.

Démonstration. Il est facile de vérifier que
=
n>1
est encore un idéal de A. Or A étant un anneau principal, cela signifie qu’il
existe d € A tel que I = (d). Puisque d appartient a I, il existe N tel que
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d appartienne a Iy. La suite d’idéaux étant croissante, d appartient aussi a
I, pour tout n > N. Ainsi, pour tout n > N,

(dy C I, C I ={(d),
ce qui suffit.

Proposition 1X.3.10. Sia € A est un élément non nul et non associé a
1, alors il existe des éléments premiers pi,...,pm tels que

a=pi pm
A Dordre des facteurs prés, cette décomposition est unique (sous-entendu

qu’il est autorisé de remplacer les facteurs apparaissant dans cette décom-
position par des facteurs qui leur sont associés).

Démonstration. Nous allons utiliser le lemme précédent pour démontrer
I’existence d’une telle décomposition. Procédons par 'absurde et supposons
que a ne possede pas une telle décomposition. Par conséquent, a n’est pas
premier et il possede un diviseur a; qui n’est associé ni a 1 ni & a. Des lors,

a = a1b1

ou ni a1 ni b; n’est associé a 1. En effet, by ne peut étre associé & 1 car
sinon, il existerait u inversible tel que uby = 1 et de la, ua = a7 et aq serait
associé a a ce qui est impossible. Les éléments a; et by ne peuvent avoir
tous les deux des décompositions en facteurs premiers car sinon a lui-méme
en aurait une. Supposons que a; ne possede pas une telle décomposition
(cela est toujours possible quitte & renommer a; et b;). En particulier,
(a) est inclus strictement dans (a;) car a et a; ne sont pas associés (donc
(a) # (ay)). On peut alors répéter le raisonnement qui vient d’étre fait
et trouver des éléments ao et by non associés a 1 tels que a; = asbs. En
continuant de la sorte, on obtient des suites d’éléments a,, et b, non associés
a 1 tels que a, = apt1bpt1 et que la suite d’idéaux

{a) C (a1) C (a2) C (a3z) C -+~

soit strictement croissante. Or le lemme précédent stipule que dans A, il
n’existe aucune suite infinie strictement croissante d’idéaux, d’ou une con-
tradiction.

Pour montrer I'unicité de la décomposition, supposons que 1’on dispose
de deux décompositions en facteurs premiers

aG=pP1"Pm =41 qn-
Si m =1, alors a est premier et n = 1. Sinon, p,, divise a = ¢1---¢q, et il
ne peut donc étre premier avec tous les ¢; (car sinon, il ne diviserait pas a).
Or q1,...,q, sont premiers. Par conséquent, un des ¢; est associé a p,,. 1l
existe u inversible tel que q; = up,,. De la,



Comme vu plus haut,
X241 est irréductible sur
R[X] mais pas sur C[X].
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et uqq, étant associé a qq, est encore premier. En continuant de la sorte, on
obtient m = n et chaque p; est associé a un qu; ou jp est une permutation.

Corollaire 1X.3.11 (Théoreme fondamental de l'arithmétique). Dans Z,
tout entier n différent de +1 s’écrit de maniere unique sous la forme

n f— :I:p?l --.pzk
ot les p; sont des nombres premiers, a; € N\ {0}.

Corollaire 1X.3.12. Soient m et n deux entiers positifs dont les décompo-
sitions en facteurs premiers sont

(03 s B — s .0 Oy
m:pllp? qll...qtt etn_p’lylp;/ rll...ru

ot les p;, q; et r; sont des nombres premiers distincts. Le p.g.c.d. de m et
de n est donné par
inf{o1,71} o inf{as,vs}
by s
et le p.p.c.m. de m et den par

sup{ai,71} sys} 01 Bt,.0 Su
o ...pzup{a'v}ql gt

Corollaire 1X.3.13. Dans K[X], tout polynéme P non constant s’écrit de
maniére unique sous la forme

P=APM ... P

ot les P; sont des polyndmes irréductibles et moniques de K[X], o; € N\ {0}
et A € K\ {0}.

Remarque 1X.3.14. Le corollaire 1X.3.12 se réexprime immédiatement
dans le cas du p.g.c.d. et du p.p.c.m. de deux polynémes.

Exemple 1X.3.15. Par exemple, on a les décompositions suivantes en
facteurs premiers, 6248 = 23.11.71 et 128720912 = 2%.683.11779. Dans
C[X], le polynéme X5 —2X* 4+ X3 — X2 4 1 se factorise en
1++5 1-+5

7 -3
Noter que dans R[X], la factorisation est donnée par

(X24+1)(X —1)(X - 1 +2\/5)(X 1 _2\/5).

(X+9)(X —)(X -1)(X — ).

4. Résultant de deux polynoémes

Dans 'anneau des polynémes K[X], rappelons qu'un polynéme P de
K[X] est irréductible s’il est non constant (i.e., de degré au moins 1) et s’il
ne peut pas s’écrire comme produit de deux polynémes de degré strictement
inférieur a deg P.

Pour que deux polynémes non constants A, B € K[X] possedent un fac-
teur irréductible en commun (et ne soient des lors pas premiers entre eux),
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au vu du corollaire 1X.3.13, il est nécessaire et suffisant que leur p.g.c.d.
soit de degré strictement positif. Pour répondre a cette question, on peut
bien évidemment calculer un p.g.c.d. au moyen de ’algorithme d’Euclide vu
précédemment. Cependant, comme nous allons le montrer, on peut égale-
ment procéder par un calcul de déterminant (qui en pratique, peut s’avérer
plus simple!4).

Définition IX.4.1. Soient A, B € K[X] deux polynémes non constants de
la forme
A=ag+a X+ - +anX™, an#0
et
B=by+ b0 X+ +b, X", b, #0.

Le résultant de A et de B est le déterminant

ao al oo am
ao al oo am
res (A, B) = det by by - ZO a o dm
bo b1 - by
bo by - by

ou la matrice carrée est de dimension m + n. Les coefficients de A occupent
les n premieres lignes et ceux de B, les m dernieres.

Exemple 1X.4.2. Soient les polynomes de R[X], A(X) = X3+ X2 +2X +2
et B(X)=X*—-2X?%+ X + 3. Leur résultant est

2 2 1 1 0 00
0 2 2 1 1 00
00 2 2 1 10
det |]O O 0 2 2 1 1] =123.
31 =2 0 1 00
03 1 -2 0 10
00 3 1 =201

La proposition liant la valeur du résultant de A et de B a ’existence
d’un facteur irréductible commun aux deux polyndémes est la suivante.

Proposition 1X.4.3. Deuz polynémes non constants A, B € K[X] possé-
dent un facteur irréductible commun si et seulement si leur résultant est
nul.

Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin d’un lemme préalable.

145 1a question posée est uniquement de savoir s’ils ont un facteur commun, sans
nécessairement déterminer ce facteur.

Remarquez que nous
avons débuté par
le terme indépendant.

La matrice correspon-
dante est appelée matrice
de Sylvester.



Il s’agit d’une belle
application de la
notion d’indépendance
linéaire. . .
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Lemme I1X.4.4. Deux polynémes non constants A, B € K[X]| possédent
un facteur irréductible commun si et seulement si il existe des polyndomes
non nuls U et V tels que

UA+VB=0, avec degU < degB et degV < deg A.

Démonstration. Soit D le p.g.c.d. monique de A et de B. Ainsi, il existe
des polynémes non nuls U et V tels que A=V D et B=-UD.

Montrons que la condition est nécessaire. Si A et B possedent un facteur
irréductible commun, cela signifie que deg D > 1. De la, on trouve deg V' <
deg A, degU < degB et UA+ VB =0.

La condition est suffisante. Supposons qu’il existe des polynémes U et
V satisfaisant les conditions prescrites et supposons de plus que A et B sont
premiers entre eux. De la, UA = —V B et puisque A et B sont premiers
entre eux, A divise V. C’est impossible car deg V' < deg A. Ceci permet de
conclure.

Démontrons a présent le résultat proprement dit.
Démonstration. Posons m = deg A et n = deg B. On sait & présent que
A et B ont un facteur irréductible commun si et seulement si il existe des
polynémes non nuls U et V tels que

UA+VB=0, avec deglU <n et degV < m.

SiUX) =ug+u X+ +up 1 X" et V(X) =vog+vi X+ vy, 1 XML
alors cette condition se réexprime en affirmant qu’il existe des coefficients
UQy -+« + s Up—1,00,---,Um—1 € K non tous nuls tels que

wpA+ XA+ 4 up 1 X" TA+ 0B+ XB+ -+ vm 1 X™ B =0.
Autrement dit, A et B ont un facteur irréductible commun si et seulement
si les polynémes

A XA,...,. X" 'A,B,XB,...,X™'B
sont linéairement dépendants dans ’espace vectoriel des polynémes a coeffi-
cients dans K et de degré au plus m+n—1. Les composantes de ces vecteurs

dans la base 1, X, X?,..., X"™t"~1 étant exactement les lignes de la matrice
res (A, B), on conclut aisément .
[

Exemple IX.4.5. Ainsi, les deux polynémes A(X) = X3 4+ X2 +2X + 2
et B(X) = X*—-2X? 4 X + 3 ayant un résultant non nul, ne possédent pas
de facteur commun.

Cependant, contrairement a l’algorithme d’Euclide, la valeur du résul-
tant ne nous apprend rien sur leurs éventuels facteurs communs. On pourrait
vérifier que

AX) =X+ X2 42X +2= (X +1)(X?+2)

15g¢ rappeler la proposition V.3.1.
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et
C(X)= X4+ X3 —2X2 4 X +3=(X +1)(X3—2X +3)

ont pour résultant

2 2 1 1 0 00

0 2 2 1 1 00

00 2 2 1 10
det]O O 0 2 2 1 1]1=0

31 -2 1 1 00

03 1 -2 1 10

00 3 1 -2 11

Ainsi, méme si on ne disposait pas de la factorisation de A et C' (qui est
ici triviale & obtenir), ce calcul de déterminant prouverait que ces deux
polynomes possede un facteur commun.
Remarque 1X.4.6. Pour les polynoémes
A=ag+a X+ - +apnX™, an#0

et
B=by+b0 X+ ---+b,X", bn;éO,

il est facile de voir qu’une définition du résultant donnée par

Qm  Am—1 te agp
G Am—1 " agp
a Am—1 . o a
det m m 0
bn bnfl o bO
bn bn—l bO
bn bn—l bO

aurait fourni le méme résultat.

B et C different
d’un terme X3,






CHAPITRE X

Opérateurs linéaires

1. Définitions

Définition X.1.1. Soient E et F, deux espaces vectoriels sur le méme
champ K. Une application! 7' de E dans F est dite linéaire? si, pour tous
z,y € E et tous A\, u € K, on a

TAz+py)=AT(x)+pT(y).

On parle généralement d’application linéaire ou d’opérateur linéaire. Si
E = F, on dit alors que T est une transformation linéaire ou un endomor-
phisme. L’ensemble des opérateurs linéaires de E dans F' est noté L(E; F).
L’ensemble des endomorphismes de E se note L(F) = L(E; E).

Dans le cas particulier ot F' = K, on dit que 'application linéaire 7' :
E — K est une forme linéaire® sur E. L’ensemble £(F;K) des formes
linéaires sur E s’appelle I'espace dual de E ou simplement le dual de E et
est noté E*.

Dans le cas des opérateurs linéaires, on omet souvent les parentheses.
Ainsi, on écrira simplement Tx pour T'(x).

Remarque X.1.2. Pour vérifier que T : F — F est un opérateur linéaire,
il suffit de vérifier que pour tous x,y € F et tout A € K, on a

Tx+y) =Tx+Ty

et
TAz) = ATx.

Si T est un opérateur linéaire, on a 7'(0) = 0 et

p p
i=1 =1

pour toute combinaison linéaire d’éléments de F.

1On réserve souvent le mot fonction a des applications a valeurs dans R ou C.

211 est naturel d’introduire les applications linéaires dans le cadre des espaces vecto-
riels. En effet, un espace vectoriel est muni de deux opérations : 1’addition de vecteurs et
la multiplication d’un vecteur par un scalaire. Si une application est linéaire, elle préserve
alors exactement ces deux opérations. On peut noter que, dans le cadre des groupes (resp.
des anneaux), on rencontre les mémes notions. Les applications préservant 1’opération
du groupe (resp. les opérations de l’anneau) s’appellent alors “homomorphisme”. Un
homomorphisme d’un groupe ou d’un anneau dans lui-méme est appelé endomorphisme.

30n emploie parfois l'expression fonctionnelle linéaire.

193
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Exemple X.1.3. Voici quelques exemples d’applications linéaires.
» Soient n,p et ¢ des entiers positifs et A une matrice appartenant a
K. D’apres les regles du calcul matriciel, I'application
T:KE - Ky iz T(z) = Az

est linéaire.

» Soit E 'espace vectoriel de fonctions de classe C'* sur un intervalle
ouvert I de R et a valeurs dans R. L’application de E dans E qui a
f € E associe sa dérivée f’ est linéaire. En effet, (f +9)' = f'+ ¢
et pour tout A € R, (Af)" = Af'.

» Soient a,b des nombres réels tels que a < b. Si E est l'espace
vectoriel des fonctions continues sur [a, b], alors 'application

b
go:E—»]R:fH/ f(t)dt

est une forme linéaire. Cela résulte des propriétés de 'intégrale
vues au cours d’analyse.

Exemple X.1.4. A présent, des exemples “numériques”. Soit I’application
[R5 R (2,9) = fla,y) = (z+ 2y, y — ).

A titre indicatif, f(1,3) = (7,2). Cette application est linéaire. En effet, si
(z,y), (2',y') € R? et A € R, alors

f@y)+@y) = fa+a'y+y)=(@+a"+20+y)y+y — (z+2'))
= (@+2y—2)+ @ +2/,¢ —2) = f(z,9) + f(2',y)

et
T\, 9)) = f(Az, Ay) = Az + 2My, Ay — Ayzw) = Af (2, y).

On pourrait remarquer que les valeurs de cette application peuvent aussi
s’obtenir matriciellement,

()= G 6= G2

L’explication de ce phénomene viendra tres bientot.

Soit I'application g : R2 — R? : (x,5) ~ (z,y?). Cette application n’est
pas linéaire. En effet, g(1,1) = (1,1) mais ¢(2(1,1)) = ¢(2,2) = (2,4) #
29(1,1) = (2,2).

De la méme maniere, h: R? — R? : (z,y) — (x + 1,y) n’est pas linéaire.
En effet, A(1,0) = (2,0) mais h(2(1,0)) = h(2,0) = (3,0) # 2h(1,0) = (4,0).

Définition X.1.5. L’opérateur nul (de E dans F) est celui qui, a tout
vecteur x de E associe le vecteur nul de F'. On le note Ogr ou simplement
0. L’opérateur identité (de E) est celui qui, a tout vecteur = de E associe x.
On le note idg ou simplement id, si aucune confusion sur E n’est possible.
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On peut munir £(E; F') d’une structure d’espace vectoriel sur K de la
maniere suivante. On définit la somme de deux opérateurs S,T € L(E; F)
par

(S+T)x=Sx+Tx, Yexek

et le produit de T' € L(E; F') par le scalaire A € K par
(A\T)x = XN(Tz), Vxe€E.

En effet, on vérifie facilement que ces opérateurs appartiennent encore a
L(E; F). Par exemple, si T est linéaire, alors \T" est linéaire car

(AT)(ax +py) = MT(ax + py)) = MaTx + pTy)
= XaTz + ATy = a(AT)z + u(AT)y.
On procede de maniere analogue pour la somme.

Remarque X.1.6. En particulier, ’espace dual E* est aussi un espace
vectoriel.

Soient E, F et G des espaces vectoriels et S € L(E;F), T € L(F;G).
On définit? le produit TS = T o S par
(T'S)x =T(Sx), z € E.

On vérifie facilement que T'S est un opérateur linéaire de F dans G. Le
produit d’opérateurs est associatif car la composition de fonctions est as-
sociative. L’opérateur idg est un neutre dans L£(E). Enfin, il est aisé de
vérifier que le produit d’opérateurs est distributif par rapport aux combi-

p p
T (Z )\iSZ) = Z NTS,
=1 =1

naisons linéaires,

et
p p
(Z AT) S = Z NS,
=1 =1

Dans le cas ou E est de dimension finie, un opérateur linéaire T est
entierement déterminé par les valeurs qu’il attribue aux éléments d’une base

de E.

Théoreme X.1.7. Supposons que E est un espace vectoriel de dimension
finie n. Soient (uy,...,uy) une base de E, vi,...,v, des vecteurs de F et
Uapplication T : E — F définie par

Tr =x1v1 4 - + 2,0,

pour tout x € E tel que x = xqu1 + -+ + Truy. Alors, Uapplication T est
linéaire. De plus, T est l'unique application linéaire de EE dans F' telle que
Tu; = v; pour tout i € {1,...,n}.

4L’ensemble £(E) des endomorphismes de E muni de la somme et du produit
d’opérateurs possede alors une structure d’anneau.
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Démonstration. Soient z,y € E et A € K. Puisque (uy,...,uy) est
une base de F, il existe des scalaires x1,...,ZTn,Y1,...,Yn tels que x =
iUl + -+ TpUn €6y = yrur + -0 + Yoty On a

z+y=(x1+y)ur+- -+ (Tn + yn)un
et
AT = Axqug + - + AT Uy,
Il vient, par définition de T',
Tx+y) = (z1+y)vi+-+ @n+yn)vn
= (vv1+ -+ 200) + (v + - Fypvn) =T+ Ty
et
T(Az) = Az1v1 + - + ATy = Ma1v1 + -+ + 2p0,) = T

L’application T est donc linéaire. Il est clair que Tu; = v; pour tout i €
{1,...,n}.

Il reste & montrer I'unicité de T'. Supposons que S : E — F soit aussi une
application linéaire vérifiant S(u;) = v; pour tout i € {1,...,n}. Puisque S
est linéaire, pour tous z1,...,x, € K,

S(zrur + -+ zpun) = 1S (wr) + - + 2,5(up) = 101 + -+ TRV,
Il s’ensuit que T(xquy + -+ + Tpuy) = S(rius + -+ + THuy) pour tous
T1,...,T, € Ket donec Sz =Tz pour tout z € E. Cela signifie que S =1T.
[

Définition X.1.8. Soient F et F' deux espaces vectoriels sur K. Un iso-
morphisme de E sur F est une application linéaire de E dans F' qui est
bijective.

Proposition X.1.9. Si T est un isomorphisme de E sur F, alors la bijec-
tion T~ est un isomorphisme de F sur E.

Démonstration. L’application 77! est bijective. Il reste & montrer que
T—' : F — E est linéaire. Soient y,y’ appartenant & F. Puisque T est
bijective, il existe x,2’ € E uniques tels que Tox = y et T2’ = y/. Par
définition de 771, il vient * = T 1(y) et 2’ = T~1(y'), donc = + 2’ =
T~ Y(y) + T~ (y). Puisque I'application T est linéaire,

T+ )=T(T () +T(T ') =y +y"
Ainsi, T~ (y +9/) = = + 2’ et donc
T y+y) =T () + T
De la méme fagon, on vérifie que pour tout A € K,
T~ (\y) = AT} (y),

ce qui prouve que T~ est linéaire.
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Définition X.1.10. On dit que E et F sont isomorphes ou que E est
isomorphe a F, ’il existe un isomorphisme de F sur F. Dans ce cas, on
note souvent £ ~ F.

Proposition X.1.11. Soit E un espace wvectoriel de dimension finie n.
Soient (uq,...,u,) une base de E et T : E — F une application linéaire.
L’application T est un isomorphisme si et seulement si (Tuy,...,Tuy) est
une base de F'.

Démonstration. Supposons que (Tuy,...,Tu,) est une base de l'espace
vectoriel F. Soit z € E de composantes 1, ..., x, dans la base (u1,...,uy).
Puisque T est linéaire et x = x1u1 + - - - + Tpuy, il vient

Tr =x1Tu + -+ T un.

Les composantes de Tz dans la base (Tu,...,Tuy) sont ainsi x1, ..., z,. 1l
s’ensuit que si z et 2’ sont des vecteurs de E tels que Tz = T'x’, alors z et
a2’ ont les mémes composantes dans la base (u1,...,u,) et par suite z = .
L’application T est donc injective. Soit y € F' de composantes y1,...,Yn
dans la base (T'uq,...,Tu,). Le vecteur x = yjui + - - - + ypu, de E a pour
image y par T. Cela signifie que T est surjectif.

Réciproquement, supposons que T’ est un isomorphisme. Soit y € F.
Puisque T est surjective, il existe © € E tel que y = Tx. Si xy,...,x, sont
les composantes de x dans la base (uq,...,u,), on a

y=T(x1u; + -+ zpuy) = x1Tuy + -+ + 2, Tup,.

L’espace vectoriel F' est donc engendré par les vecteurs Tuq, ..., Tu,. Soient
des scalaires Aq,..., A\, € K tels que

Il vient

T()\lul + -+ )\nun) =0=1T0.
Puisque T est injectif, Ajuy + -+ + Apuy, = 0. Or (uq,...,u,) est une base
de E et donc, Ay = --- = A\, = 0. Ainsi, les vecteurs Tuq,...,Tu, sont

linéairement indépendants ce qui conclut la preuve.

Exemple X.1.12. Soit T : C2 — CJz]3 I'application linéaire définie par

T10:23,T01:22,TOO:z,T00:1.
0 0 0 0 10 0 1

Au vu de la proposition précédente, il est immédiat que 1" est un isomor-
phisme entre C2 et C[z]3. Par contre I'application linéaire S donnée par

10\ 3 of0 1\ _ 5 (0 0\ 0 0\
5(0 0>_z,s(0 0>_z,s<1 O>_z,s<0 1>_1

n’est pas un isomorphisme.
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Corollaire X.1.13. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension
finie sur K. Les espaces E et F' sont isomorphes si et seulement si dim E =
dim F.

Démonstration. Le résultat est clair si £ = {0}. Nous pouvons donc
supposer E # {0}. Soit (uq,...,u,) une base de E.

Si T est un isomorphisme de E sur F, alors, d’apres la proposition
précédente, (T'uq,...,Tu,) est une base de F' et donc dim E = dim F' = n.

Supposons & présent que (v, ..., v,) est une base de F. Par le théoréme
X.1.7, il existe une unique application linéaire S : E — F telle que Su; = v;
pour tout ¢ € {1,...,n}. En conséquence de la proposition précédente, S
est un isomorphisme.

Remarque X.1.14. Soit E' un K-vectoriel. Cet espace est de dimension
finie n si et seulement si il est isomorphe & K™. Ainsi, on voit une fois encore

que K" est un exemple fondamental d’espace vectoriel de dimension finie sur
K.

Proposition X.1.15. S¢S : E — F est un isomorphisme de E sur F' et
T : F — G est un isomorphisme de F sur G, alors To S : E — G est un
isomorphisme de E sur G.

Démonstration. Il s’agit d’une vérification immédiate.

2. Image et noyau

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le champ K et 1" une application
linéaire de E dans F'.

Proposition X.2.1. Si G est un sous-espace vectoriel de E, alors T(G)
est un sous-espace vectoriel de F'.

Démonstration. Le vecteur nul de E appartient a tout sous-espace vec-
toriel de F et T0 = 0. On en déduit que le vecteur nul de F' appartient a
T(G). Soient y,y’ € T(G). 1l existe z,2" € G tels que y = Tz et y = Ta'.
11 vient

y+y =To+Tx' =T(x+2')
car T est linéaire. Comme G est un sous-espace vectoriel de F, x + z’
appartient encore & G. De la, y + ¢y’ appartient donc & T'(G). De maniere
semblable, on démontre que si A € K, alors Ay appartient a T'(G). Ceci
prouve que T'(G) est un sous-espace vectoriel de F'.

Définition X.2.2. On appelle image de T le sous-espace vectoriel T'(E) de
F et on le note ImT'. Le rang est la dimension de ImT" et on le note rg(7).
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Proposition X.2.3. Si H est un sous-espace vectoriel de F, alors
TYH)={x € FE|Tz<c H}
est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. La démonstration est analogue & la précédente.

Définition X.2.4. On appelle noyau de T le sous-espace vectoriel

T ({0})

de E et on le note KerT'.

Exemple X.2.5. Soient E un espace vectoriel ayant (e, es) pour base et
I'application linéaire T : E — E définie par Te; = e et Tes = —e;. Un
vecteur quelconque z € E se décompose sous la forme aie; + asgey. Par
linéarité de T, Tx = a1Te; + agTes = (a1 — ag)er. De 1a, on en conclut
que Im7T =)e; ( et KerT' =)e; + ea.

Ces notions d’image et de noyau ne se rencontrent pas uniquement dans

le contexte des espaces vectoriels et des applications linéaires. Considéronsla 0On a quitté pour un court
3 . . _1)2. 4 T4l _ _ instant les espaces vec-
fOHCtIOH f . R - R T (CU 1) ; par deﬁnltlon? Ker f - {33' € R ’ f(l') - O} toriels. Par exemple,

etImf={yeR|3xeR: f(z) =y}. Pour cet exemple, {1} iwest pas un sous-
vectoriel.
Ker f = {1} et Im f = [0, +00][.

8
Im f
6
4
2
Ker f
-2 -1 1 2 3 4

FIGURE X.1. Image et noyau de f : x > 2°.

Pour la fonction f : z — sinz, il est clair que Ker f = {nw | n € Z} et
Im f =[-1,1].

Enfin, pour la fonction sgn, on a Ker sgn = {0} et Im sgn = {—1,1}. Pour rappel, sgna =
1 st x>0
Proposition X.2.6. Soit T € L(E; F). oo jg

» L’application T est surjective si et seulement st ImT = F,
» T est injectif si et seulement si KerT = {0}.
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Ker f

FiGure X.2. Image et noyau de f : x — sinz.

1

Ficure X.3. Image et noyau de f : x — sgnx.

Démonstration. La premiere partie est immédiate. Passons a la seconde.

Supposons T injectif. L’équation
Tr=0=T0
entraine x = 0 et donc KerT' = {0}. Réciproquement, si KerT' = {0} et si
Tx = Ty, alors, puisque T est linéaire,
Tx—y)=T0=0
et donc x —y = 0. De la, x = y, ce qui prouve 'injectivité de T
[

Le théoreme suivant stipule que tout supplémentaire de Ker T est iso-
morphe a ImT'.

Théorgéme X.2.7 (Théoreme de la dimension). Supposons E de dimension
finie. SiT € L(E; F), alors

‘ dim F = dim KerT' 4+ dim Im 7.

Démonstration. ° Puisque E est de dimension finie, par la proposition
VII.5.20, le sous-espace vectoriel KerI' possede un supplémentaire G. On a

5Au vu de la proposition X.3.7, on dispose d’une autre preuve du théoréeme de la
dimension. Soient U une base de E et V une base de F'. Si A représente I'opérateur T’
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alors
E=KerT®G.
Soit
S:G—ImT
I’application définie par Sz = Tz pour tout z € G. Puisque T est linéaire,
I’application S l'est aussi. Soit x € G tel que Sz = 0, c’est-a-dire tel que
Tx = 0. On adonc z € GNKerT. Ainsi z = 0 car la somme de G
et KerT' est directe. D’apres la proposition précédente, ’application S est
donc injective.
Soit y € ImT'. Par définition de 'image, il existe x € E tel que y = T'x.
Puisque F = KerT & G, on a x = x1 + a2 avec 1 € KerT et zo0 € G. 1l
vient

y=Tax=T(x1+x2) =Tx1+Treg =0+ Txe = Txo = Sx9.

L’application S est donc surjective.

Il s’ensuit que S est un isomorphisme de G sur Im7T'. Par le corollaire
X.1.13, dimG = dimIm 7. Enfin, puisque £ = KerT & G, on a dim F =
dimKerT + dim G = dimKer T + dim Im 7.

Remarque X.2.8. Si on considére le systéme homogene Az = 0 a p in-
connues, alors I’ensemble des solutions de ce systeme n’est autre que Ker A
et sa dimension est donnée par p — dimIm A = p — rg A. On retrouve ainsi
une partie de la remarque VI.4.1.

Corollaire X.2.9. Supposons E et F' de méme dimension. Si une ap-
plication linéaire T : E — F est injective ou surjective, alors T est un
isomorphisme.

Démonstration. L’application T est injective si et seulement si KerT' =
{0}, c’est-a-dire dim Ker T' = 0. D’autre part, 'application 7" est surjective
si et seulement si Im7T = F, c’est-a-dire dimIm7T = dim F', ou encore
dimIm7T = dim E. Gréace au théoreme de la dimension, I’application T est
injective si et seulement si elle est surjective, d’ou le résultat.

Exemple X.2.10. Appliquons le théoreme de la dimension en supposant
F de dimension finien > 1 et F = K. Si T est une forme linéaire non nulle
sur E, on a alors ImT" # {0} et donc dimIm7 > 1. Or Im7T C K et par
conséquent, dimIm7T < 1. 1l vient dimIm7T = 1 et par suite, dimKerT =
n — 1.
dans les bases U et V, alors la dimension de Ker T" est la méme que celle de {X : AX = 0}.
Pour rappel, A est de forme dim F' x dim E. Au vu de la remarque VI.4.1, puisque AX =0
est un systéme homogene de dim F équations & dim E inconnues, 'ensemble {X : AX = 0}

est un sous-espace vectoriel de dimension dim F — rg A. On conclut en remarquant que
rgA=rgT =dimImT.
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Le corollaire suivant est lui aussi immédiat.

Corollaire X.2.11. Soit T € L(E;F). On a
» rgT < inf(dim E, dim F),
» T est surjectif si et seulement si rgT = dim F,
» T est injectif si et seulement si rgT = dim F,
» T est un isomorphisme si et seulement si rgT = dim E = dim F'.

Démonstration. Nous devons uniquement démontrer le premier point.
Puisque Im T est un sous-espace vectoriel de F, il est clair que rg T < dim F'.
Soit (uq,...,u,) une base de E. Les vecteurs Tus,...,Tu, formant une
partie génératrice de ImT', on a bien rg7 < dim E.

3. Représentation matricielle

Nous avons déja vu dans la premiere section de ce chapitre que, dans
le cas ou E est de dimension finie, un opérateur linéaire T : £ — F est
entierement déterminé par les valeurs qu’il attribue aux éléments d’une base
de E (cf. théoreme X.1.7).

Soient U = (u1,...,u,) et V. = (v1,...,vp,) des bases respectives des
K-vectoriels E et F et T € L(E; F).

Puisque U est une base, tout élément x € E s’écrit sous la forme

n
xr = E .%'j u]‘.
j=1

Puisque V' est une base de I, il existe des scalaires a;; € K tels que

p
Tu]‘: E aijvi.
=1

Pour tout x € E, on a donc

n p n
Tr = E ijUj: E E CLZ‘J‘CC]' V;.

j=1 i=1 \j=1
Ce calcul nous montre que, connaissant la matrice A = (a;;) et le vecteur
x1
X=|:]=2%/@)
In
des composantes de x dans la base U, on trouve le vecteur

Y1

Yp

des composantes de T'x dans la base V par



X.3. Représentation matricielle 203

Y = AX.

On remarquera encore que la j-ieme colonne de A est formée des com-
posantes de T'(u;) dans la base V. On dit que A est la matrice associée
a T dans les bases U et V ou que A représente T dans les bases U et V.

Si T est une transformation linéaire appartenant & £(E), on ne choisit
évidemment qu’'une seule base de FE.

Remarque X.3.1. Il est parfois judicieux de donner une notation plus
explicite & la matrice A associée a T dans les bases U et V. Par exemple,
une notation comme

A= Myyv(T)
a 'avantage de préciser les bases choisies et 'application considérée. Cepen-
dant, dans ces notes, les bases et 'application étant souvent explicitées par
le contexte et une telle notation ne sera que rarement utilisée. Ainsi, My
est une application définie sur L(F; F) et a valeurs dans KJ,.

Proposition X.3.2. Soient U = (uy,...,uy,) et V = (v1,...,vp) des bases
respectives des K-vectoriels E et F et T € L(E; F).
i) Pour tout x € E, on a ®y(Tx) = My v (T)®y(x).
ii) Si B € K}, satisfait, pour tout x dans E, ®y(Tz) = B®y(z), alors
B = Myy(T).
Démonstration. Nous devons uniquement montrer le point ii). Si x = uy,
i=1,...,n,on a ®y(Tu;) = Be;. Ainsi, la i-éme colonne de B est com-
plétement déterminée par Tu;. On conclut par le théoreme X.1.7 précisant

qu’une application linéaire T' € L(FE; F') est entierement déterminée par les
images par T' des vecteurs d’une base de E.

Tout l'intérét de ces représentations est que les opérations matricielles
correspondent exactement aux opérations définies sur les opérateurs linéaires.

Proposition X.3.3. Soient E,F,G trois espaces vectoriels de bases re-
spectives U = (uy,...,uy), V = (v1,...,0p), W = (w1,...,wy). Pour tous
T,S e L(E;F), T € L(F;G) et A€ K, on a

Muyy (T +5) = Myy(T) + Moy (S),
Mva()\T) = )\MU,\/(T),
Muw (T'T) = Myw (T ) Mu,v(T).

Démonstration. Nous considérons ici le cas du produit 7'T. Pour tout
z € E, on a ®y(Tz) = Myy(T)Py(x) et pour tout y € F, ¢y (Ty) =
Myw (T")®y (y). On conclut en applicant la proposition précédente :

Vo € B, Myw (TYMyy(T)®y(z) = Myw (T 0y (Tx) = w (T'Tx).
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Exemple X.3.4. Soient deux espaces vectoriels E et F' ayant respective-
ment U = (uy,ug,u3) et V. = (v1,v2) pour bases et I'application linéaire
T : E — F définie par Tui = vy, Tus = v1 + v9 et Tug = —vy. Un élément
quelconque x € E se décompose sous la forme x = aquq + aguo + agug. Par
linéarité de T, il vient

Tx = ayvr + az(vy + v2) + az(—v2) = (a1 + ag)vi + (a2 — ag)va.
Clairement,
(IDU(-%') = a9 y

ag
La matrice représentant 1" dans les bases U et V est

11 0
A_<0 1 —1>

Ady(z) = (é ]1‘ _01> o (0‘1 +°‘2> — Oy(Ta).

Qg — a3
Qg

et

L’exemple qui suit réapparaitra de maniére récurrente. Considérons le
méme espace vectoriel E et 'endomorphisme S : E — E défini par Su; = 0,
Sugs = uy et Sug = ug. La matrice représentant S est simplement

010
0 01
000

Théoreme X.3.5. Soient U = (uq,...,up) et V = (v1,...,vp) des bases
respectives des K-vectoriels E et F' et T € L(E; F). L’application My y :
L(E; F) — K% est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

De plus, muni du produit de composition, ’ensemble L(E) possédant
une structure naturelle d’anneau, Uapplication Myy : L(E) — K} est un
isomorphisme d’anneaux.

Démonstration. Montrons l'injectivité. Soient S,T € L(E; F'). SiMyy(S) =
My (T), alors @y (Su;) = @y (T'u;) pour tout ¢ = 1,...,n. On conclut que
S=T.

Passons a la surjectivité : a des coefficients «;; donnés, j = 1,...,p,

i = 1,...,n, il correspond (cf. théoréme X.1.7) une unique application
linéaire T satisfaisant

p
Vi € {1,...,n}, Tu, :Zaj,ivj.
j=1
Il est clair que My v (T') = (o).

Enfin, la stabilité par rapport aux opérations d’espace vectoriel et d’anneau
résulte de la proposition précédente.
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Deux espaces vectoriels de dimension finie isomorphes étant de méme
dimension, on a directement le résultat suivant.

Proposition X.3.6. St E et F' sont deux espaces vectoriels de dimension
finie, alors l’espace vectoriel L(E; F) est de dimension finie et

dim £(E; F) = dim E. dim F.

Proposition X.3.7. Si A est la matrice représentant T dans des bases U
et W de E et de F et si X = Oy(z) et Y = Py (y) sont les vecteurs des
composantes de x € E dans U et de y € F dans W, alors

» = € KerT si et seulement si AX =0,
» y € ImT si et seulement s’il existe X € K" tel que Y = AX.

En particulier,
vg(T) = rg(A).
Démonstration. C’est évident. La situation se résume comme sur le
schéma ci-contre
2€F —L s y=TzcF
E~K" @Ul lcpw F

XeKr —2, YeKnm
Du deuxieme point, il résulte que Im 7" est isomorphe au sous-espace vectoriel

12

Km

de KP engendré® par les colonnes de A. Comme par définition, ce sous-espace
vectoriel est de dimension rg 7', la conclusion en résulte.

4. Changement de base

Positionnons le probleme. Soit T' € L(E; F'). L’espace vectoriel E (resp.
F) dispose de deux bases U = (u1,...,u,) et U = (u),...,ul) (resp. V =
(v1,...,vp) et V! = (v},...,v,)). Supposons que la matrice A représente
T dans les bases U et V. Supposons que B (resp. C) est la matrice de
changement de base de U & U’ (resp. de V a V).

Oy(z) e K" —2— &y (Tz) € KP
5| le
Oyi(z) €KP ——s Oyi(Ta) € KP
Peut-on & partir de A, B, C' déterminer la matrice qui représente T' dans
les bases U’ et V' ?

On a
Oy (z) = BOy(z) et @y/(Tz) =COy(Tx).

T1
68i A= (Cy---Cp), alors {A D =i a, .z €KY =)Chy L, Ol

Tn



Notion intrinséque :
indépendante de la base
choisie.

206 Chapitre X. Opérateurs linéaires

De plus,
Oy (Tx) = APy (x).
Il vient ainsi
Oy (Tx) = CPy(Tx) = CADy(x) = CAB ' ®pi ().
L’opérateur T se représente donc dans les bases U’ et V' par

CAB™.

Remarque X.4.1. Il arrive souvent que I'on dispose des composantes des
vecteurs de U’ (resp. V') dans la base U (resp. V). Si ces composantes
forment une matrice B’ (resp. C”), alors

Oyi(z) = B oy(z) et Oy (Tx) =C' 10y (Tx).
De la, on voit que 'opérateur 1" se représente par
C'1AB

Considérons a présent le cas particulier d’'un endomorphisme T' € L(E).
Ici, on prend U = V et U’ = V'. Supposons disposer d'une matrice S formée
des composantes des vecteurs de U’ dans U. Dans ce cas,

Ori(z) = S™1dy ().
De 1a, il vient
@U/(T$) = SilASQ)U,(x)_
L’opérateur T se représente donc dans la base U’ par
A'=85"1AS.
En particulier,

det A’ = det A.

Ce scalaire est appelé le déterminant de la transformation linéaire T, on le
note det 7.

Définition X.4.2. Deux matrices A, A" € K sont dites semblables s'il
existe une matrice inversible S € K” telle que’

A= S1AS.

Exemple X.4.3. Soit R® muni de la base canonique (ey,es,e3). Consi-
dérons I’endomorphisme de R? défini par

T :xze; +yey+ zes— (z+ 2)e; + (—x + 2y + 2)es + 2zes.
Dans la base canonique, T se représente par la matrice

1 01
A=1-1 2 1
0 0 2
7Remaurque]r que l’on a aussi A = SA’S™! ou encore, sion pose R=S"!, A’ =S 1AS
se réécrit A’ = RAR ' et A= R™'A'R.
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Les vecteurs

1 0 1
ur=\|1], u=11 et u3=10
0 0 1

forment aussi une base® de R3. On dispose ici des composantes de ., us, us
dans la base canonique (eq, eg, e3), si

1 01
S=1[111 0],
0 01
alors l'opérateur T' se représente dans la base (u1,u2,u3) par la matrice
1 0 -1 1 01 1 0 1 100
STtAsS=(-11 1 -1 2 1)1 1 0|=10 20
0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 2

Cet exemple nous montre qu’un choix judicieux” de la base permet
d’obtenir une représentation matricielle de I'opérateur particulierement sim-
ple.

5. Projecteurs
Soient E un espace vectoriel et F, G des sous-espaces vectoriels tels que
E=Fa&dG.

Définition X.5.1. Puisque £ = F & G, tout ¢ € E se décompose de
10 sous la forme ¢ = 2p + 2@, zr € F, g € G. On appelle
projection de E sur F' paralléelement a G, application

maniere unique

Pr:E—FE:x— xp
et de maniere analogue, on appelle projection de E sur G parallélement a
F, 'application

Po:FEF—FE:xw— xg.

Proposition X.5.2. Les applications Pr et Pg sont linéaires et on a
KerPr =G, Ker Po =F, ImPr=F, Im Po =G.
De plus,
idg = Pp + Pg, P& = Pp, P4 =Pg, PproPg=0=Pgo Pr.

811 est laissé au lecteur le soin de vérifier que (u1,uz,us) est une base de R.

9INous verrons plus loin (cf. le chapitre sur la diagonalisation) sous quelles conditions
et comment il est possible de choisir une base pour obtenir une représentation matricielle
sous forme diagonale. En effet, ici le choix de w1, u2,us parait artificiel.

10cf, proposition VII.5.17.
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FIGURE X.4. Projecteurs.

Démonstration. Soient x1,...,x, des vecteurs de F et Aq1,..., A, des
scalaires. On a, pour tout j € {1,...,n},

x; = Pp(r;) + Pa(z;).
De la,

S Nz =YX (Pe(z)) + Polxs) = Y A Pr(z;) + > A Pala;).
j=1 J=1 J=1

Jj=1
Or,

n n
Z)\j PF(.%']‘) € F et Z)\j PG'(.%']‘) € G.
j=1 J=1
Des lors, puisque la décomposition d’un élément de E comme somme d’un
élément de F' et d'un élément de G est unique,

Pe (Y Nz | =D A Pr(z))
j=1 j=1

PG Z)\jxj :Z)\] Pg($j)
j=1 i=1

ce qui prouve que les applications Pr et Pz sont linéaires.

Il est clair que Pp(xz) = 0 si et seulement si x € G, ainsi Ker Pp = G.
On procede de maniére analogue pour le noyau de Pg. On a Im Pr C F.
Siz € F, alors Pp(x) = z. On a donc aussi F' C Im Pp. De la, il vient
ImPr = F et PI% = Pp. De facon identique, Im Pz = G et P(% = Pg. Le
fait que idgp = Pr+ Pg résulte de la définition méme des projecteurs. Enfin,
puisque Ker Pr = G = Im Pg, on trouve Pp o Py = 0.

Définition X.5.3. Un endomorphisme P € L(FE) est un projecteur si
pP*=P.
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La proposition suivante lie les notions de projecteur et de projection
parallelement & un sous-espace vectoriel.

Proposition X.5.4. Soit P € L(FE) un projecteur. On a
E=KerP®ImP
et P est la projection de E sur Im P parallélement a Ker P. De plus,
Q=1idg— P

est un projecteur de E qui coincide avec la projection de E sur Ker P par-
allelement a Im P.

Démonstration. Il est clair que
Q%= (idg — P) o (idg — P) =idp — P — P+ P? = Q,
QoP=PoQ=0
et
idg =P+ Q.
Ainsi, pour tout z € E, x = Px + Qu et
ECImP+ImQ@Q.
Puisque Po @ = 0, on a Im@Q C Ker P. De plus, si x € Ker P, alors
Qxr =z — Px = x, ce qui signifie que Ker P C Im Q. Donc, Im Q = Ker P
et
EFECImP + Ker P

(Pautre inclusion étant immédiate). Il nous reste & montrer que
Im P N Ker P = {0}.
Pour ce faire, remarquons que si z = Py € Ker P, alors
Pr=0=P*=Py=ux.

Ce qui permet de conclure que la somme Im P + Ker P est directe. De la,
il découle que P est la projection de £ sur Im P parallelement a Ker P. En
effet, puisque £ = Im P @ Ker P, pour tout x € F, il existe y € Im P et
z € Ker P tels que * = y + z. Puisque y € Im P, il existe w € F tel que
y = Pw. Ainsi, x = Pw + z et

Pz = P?>w+ Pz = Pw =y.

Par conséquent, x = Px + z d’ou la conclusion.
On sait déja que Q est un projecteur car Q2 = Q. Pour montrer que Q

est la projection de E sur Ker P parallelement a Im P, il suffit d’échanger
les roles de P et Q car P =idg — Q.
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Exemple X.5.5. Voici quelques exemples de projecteurs

1/1 —i
M==
2(1 1>

est un projecteur de C2. En effet,
()4
29 2 \1z1 + 29
M2 Z1 :l Zl—iZQ - M Z1
29 2 \121 + 29 29
» La transformation linéaire

AH%(AHT)

» La matrice

est un projecteur de KJ'. Son image est formée par les matrices
symétriques et son noyau par les matrices antisymétriques.

La notion de projecteur peut se généraliser a plus de deux projecteurs
de la maniere suivante.

Définition X.5.6. Soit n > 1. Des endomorphismes Pi,...,P, de E
forment un systéme de projecteurs si

P]Pk :5jkpja J k€ {1,...,n}
et
9) P+ + P, =idp.

La proposition X.5.4 se généralise dans le cas des systémes de projecteurs
de la maniere suivante.

Proposition X.5.7. Si Py, ..., P, est un systéme de projecteurs de I, alors
E=ImP & ---dImP,
et pour tout j € {1,...,n},
Ker P, =ImP, ®---®ImP; & --- @& Im P,.
Inversement, si E est la somme directe de sous-espaces E1, ..., Fy,

E=F & - - E,,

alors, il existe un unique systeme de projecteurs Py, ..., P, tel que
Ei=ImP, ..., E,=ImP,.
Démonstration. Supposons tout d’abord que P4, ..., P, forment un sys-

téme de projecteurs de E. Si x € E, alors vu (9)

n
x:ZijEImP1+---+ImPn
j=1
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FiGUurE X.5. Systeme de projecteurs

et de la, on trouve
EFE=ImP +---+1ImP,.

Montrons que la somme est directe. Par la définition VII.5.23, nous devons
vérifier que si

n
Zacj =0 avecz; € ImP;, Vje{l,...,n},
j=1
alors
1=+ =2Tp=0.
Par hypothese, on a Py x; = dj,x;. Des lors, pour tout k € {1,...,n}, il
vient

n
Pkaj =z =0.
j=1

Ceci montre que la somme est directe. Prouvons a présent la seconde égalité.
Six € Ker P}, alors

n
=Y Pz=)Y PrelmP & - &mP @ &ImP,
k=1 k#j
On a donc
Ker P, CImP, ®---®ImP; & --- @& Im P,.

Inversement, par définition d’un systeme de projecteurs, si j # k, alors
Pjpk =0etImP; C Keer.

Passons a la deuxieme partie de la proposition et supposons que E est
la somme directe de sous-espaces E1, ..., E,. Siz € E, alors il existe'' des
éléments uniques z; € Ej, 1 < j < n, tels que

n
xr = E .%'j.
Jj=1

Hge rappeler la proposition VII.5.25.
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Définissons pour tout j € {1,...,n} un opérateur P; qui a = associe I’élément
x; € FEj; apparaissant dans cette décomposition. Il est clair que P; est
linéaire. On a

Im Pj = Ej
et il est aisé de vérifier que Py, ..., P, forment un systéme de projecteurs.

6. Quelques compléments sur ’espace dual

Pour rappel, si une application linéaire du K-vectoriel F est a valeurs
dans K, on dit que T : £ — K est une forme linéaire sur £. L’ensemble
E* = L(F;K) des formes linéaires sur E s’appelle I'espace dual de E.

Exemple X.6.1. Soit U = (uq,...,uy) une base de E. Pour tous scalaires
at, ..., an € K| vule théoreme X.1.7, il existe une unique application linéaire
T: E — K telle que

Tui = .
Cette forme linéaire est définie par
T =a1x1+ -+ apzy

siz=x1u1 + -+ Trup.

La proposition suivante n’est en fait qu’un particulier des développe-
ments réalisés dans la preuve de la proposition X.3.6.

Proposition X.6.2. Soit U = (uy,...,u,) une base de E. Pour tout entier
i€ {l,...,n}, soit la forme linéaire u} : E — K telle que
u; (uj) = 0g;.

*

*) est une base de E*.

Alors (uf,...,u

Démonstration. Soient «q,...,qa, € K des scalaires. La forme linéaire
oqui + - -+ + apu;, est définie par

(qu] + -+ + apuy ) = aquj(z) + - - - apu, (z), Vo € E.

*

7(u;) est nul dés que j # i.

Si & = u;, alors dans cette somme, le terme ajju
On a donc
(aqul + -+ + apur)u; = aul (u;) = ;.
Montrons que uj,...,u;, forment une partie libre. Supposons'? que
aju] + -+ apuy, = 0.
En particulier,
o = (qui + -+ apuy)u; =0

pour tout 7 € {1,...,n}.

Montrons que uj,...,u; forment une partie génératrice de E*. Soit T'
une forme linéaire sur E. Si l'on pose «; = T'u;, alors les formes linéaires T'

12Fncore une fois, ici 0 est la forme linéaire nulle.
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et cjul + -+ + ayu;, coincident sur chaque w,;. Puisque U est une base de
E,

Tr = (a1uy + -+ apuy)z, Vo € E.
Ceci prouve que les formes linéaires uj, ..., u,, engendrent E*.

Remarque X.6.3. SiU = (uq,...,uy) est une base de E, la forme linéaire
u; est définie par
uj(ur + -+ apuy) = o

pour tous scalaires aq, ..., ay.

Corollaire X.6.4. Si F est de dimension finie, l’espace vectoriel E* est
aussi de dimension finie et

dim F* = dim E.

Démonstration. Cela découle directement de la proposition précédente.

Exemple X.6.5. Supposons par exemple que E = Ry et que u; = (1,0)
et ug = (1,1). Alors les formes linéaires uj et u} sont définies par uj(x,y) =
x—y et ui(z,y) =y pour tous (z,y) € R?, car on a (x,y) = (z—y)u + yus.

Définition X.6.6. Soit U = (uq,...,u,) une base de E. Labase (u},...,u})

n

s’appelle la base duale de la base U.

Exemple X.6.7. Considérons encore un exemple. Soit la forme linéaire
Z1
f:R3—>R: To | — x1 + 20 + 3.
x3
Soit U la base canonique de R3 formée des vecteurs unitaires e, es, e3. Pour
i=1,2,3, on considere la forme linéaire u; : R3 — R définie par
ui(ej) = 6;5, pour j =1,2,3.
Ces formes linéaires déterminent une base de 'espace dual et f doit donc
se décomposer dans cette base. Déterminons cette décomposition. Soit, un
élément quelconque de R3,
A1
=1 X | = Ae1 + Aaea + Ages.
A3
Il est clair que f(x) = A1 + A2 + A3. De plus par linéarité, pour i = 1,2, 3,
ui(r) = \;. Par conséquent, pour tout x € R3,

f(@) = wi(z) + uz(x) + us(z).
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Faisons & présent les mémes développements dans la base U’ = (e}, €}, €5)

1 2 3
eg=10],¢e5=11 et eh = |2
0 0 1

Considérons la base du dual formée des formes linéaires u}, i = 1,2, 3, avec
uj(e}) = d;j, pour j=1,2,3.
Pour tous A1, A2, A3 € R, il est facile de vérifier que
Arer+A2ea+Azes = (A — 2o + A3) €] + (A2 — 2A3) €, + Az ef.

Ceci nous donne la formule de changement de base de la base U a la base
U’. Puisque les u} forment une base du dual,

J(@) = a1 (@) + @z dh(a) + a3 (), Vo € BP

et nous devons déterminer les coefficients «;, ¢ = 1,2,3. Pour tout x de la
forme Aj e; + Aaea + A3 es, au vu de ce qui précede, on a

() = A1 — 202 + A3, uh(x) = Ao — 203 et uh(x) = 3.
De la,
fl@)= A+ X+ A3 =01 (A —2 2+ A3) + a2 (A2 — 2A3) + a3 As.

Cette derniere égalité étant satisfaite pour toute valeur de A;, on en tire que
a1 =1, as = 3 et ag = 6. Le calcul effectué ci-dessus est long et fastidieux.
En appliquant le raisonnement effectué dans la preuve de la proposition
X.6.2, on aurait directement obtenu

a1 =fle) =1, ay=f(eh) =2+1=3, ag = f(eh) =3+2+1=6.

Proposition X.6.8. Si P est la matrice de changement de base de la base

U= (ut,...,up) alabase V= (vy,...,v,) de E, alors la matrice de change-
ment de base de la base V* = (v},...,v}) ala base U* = (uj,...,u)) de E*
est P.

Démonstration. Posons'® P = (pij) de sorte que u; = p1jv1 + - - + Pn;jvn
pour tout entier j € {1,...,n}. Puisque 'application v} est linéaire, il vient

vr(ug) = p1jvi(v1) + -+ + pnjvi(vn) = Pkj-
Les formes linéaires v} et prpiuj + --- + prpu,, coincident ainsi sur chaque
vecteur de la base U. Par suite, elles sont égales. On a par conséquent

* * *
UV = Pr1uy + - + Prnly,

et la matrice de changement de base de la base V* = (v],...,v}) a la base

» Un
U* = (uj,...,u)) de E* est donc P.

]

Bpour rappel, la j-iéme colonne de la matrice de changement de base de la base U a

la base V' contient les composantes du j-iéme vecteur de I’ancienne base U dans la nouvelle
base V.
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Corollaire X.6.9. Toute base de E* est la base duale d’une base de E.

Démonstration. Soient U = (ui,...,u,) une base de E et ({1,...,4,)
une base de E*. Notons () la matrice de changement de base de la base
(ui,...,u}) ala base (¢1,...,¢,) de E* et posons P = Q. Pour tout j €
{1,...,n}, notons v; le vecteur de E dont les composantes dans la base U
sont les coefficients de la j-ieme colonne de P. Puisque P est une matrice
inversible, les vecteurs v, ..., v, sont linéairement indépendants et forment
donc une base de F. La matrice P est la matrice de changement de base
de la base V' = (v1,...,v,) & la base U. D’apres la proposition précédente,
P = Q est la matrice de changement de base de la base (ui,...,ur) ala
base (v},...,v}). Par définition de @, il vient

(b1, .. ly) = (V],...,vu).

Exemple X.6.10. Considérons les quatre formes linéaires £1,/%s,¥3,¢4 :
R* — R définies par

O(z,y,2,t) = x—y+22z+3t
U(z,y,2,t) = y+z+t
l3(x,y,2,t) = z+t
ly(z,y,2,t) = 2z+3t

pour tout (z,y,z,t) € R%* Notons (ey,es,e3,e4) la base canonique de R*
et P la matrice dont les lignes sont les composantes des formes ¢4, £2, {3, ¢4
dans la base (e, e}, e}, e}). 1l vient

1 -1 2 3
0 1 1 1
P_0011
0 0 2 3

et det P = 1. La matrice P est donc inversible et P aussi. Les colonnes
de la matrice P sont les composantes des formes /1, #s, 03,4 dans la base
(el,e3, €3, €5). )

Cela signifie que ({1, /2, /3,04) est aussi une base de (R*)* et que P
est la matrice de changement de base de la base (¢1,/2,¢3,¢4) & la base
(e1,e3,¢3,¢5).

Cherchons la base (uy,us,us3,us) de R* dont la base duale est la base
(01, 09,03,44). Pour chaque j € {1,2,3,4}, on doit résoudre le systeme

li(uj) = 0ij-
Considérons le systéme linéaire Px = f ayant pour second membre

a

b
f_c
d
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11 vient
l(z,y,2,t) = a r—y+22+3t = a
O(z,y,z,t) = b - y+z+t = b
l3(z,y,2,t) = ¢ 2+t = ¢
ly(z,y,2,t) = d 2z + 3t d
r = a+b—-—c—d
y = b—c
<~ z = 3c—d
t = —2c+d
En donnant & a,b,c,d les valeurs 1,0,0,0, on trouve u; = (1,0,0,0). De
maniére semblable, on trouve uy = (1,1,0,0), ug = (—1,-1,3,—2) et

ug = (—1,0,—1,1). Si on considére la matrice M dont les colonnes sont
les composantes de w1, ug, usg, uqy dans la base (eq, e2,e3,€4),

11 -1 -1
01 -1 0
M_003—1
00 —2 1

Cette matrice est donc 'inverse de la matrice de changement de base de la
base (e, €2, e3,e4) a la base (u1,uz, ug, ug).

Pour vérifier la proposition X.6.8, M~1 doit étre la matrice de change-
ment de base de la base (¢1, /2, l3,¢4) & la base (e}, e5,e5,e}) , c’est-a-dire

P. Pour le voir, il suffit de vérifier que

MP=1.



CHAPITRE XI

Opérateurs linéaires, diagonalisation et réduction

1. Introduction

Le but principal de ce chapitre est de représenter (matriciellement) les
endomorphismes d’un espace vectoriel sur C de dimension finie de la maniere
la plus simple possible. Des lors, nous recherchons le cas échéant une base
dans laquelle 'opérateur se représente par une matrice diagonale. On par-
lera alors d’opérateur diagonalisable. Si un endomorphisme n’est pas di-
agonalisable, la situation n’est pas désespérée pour autant. Il existe une
forme canonique, appelée forme de Jordan, pour laquelle le choix d’une base
“spéciale” permet de représenter 'opérateur sous une forme particulierement
simple. On considérera dans tout ce chapitre, un espace vectoriel £ sur C
de dimension finie n.

La diagonalisation apparait dans de treés nombreuses branches des math-
ématiques et ce, tant d’un point de vue théorique qu’appliqué (étude des ex-
trema locaux pour des fonctions a plusieurs variables, théorie des graphes,
comportement asymptotique de systemes dynamiques, analyse en compo-
santes principales en statistique multivariée, etc.). Ce genre de probleme
apparait bien évidemment également en physique, par exemple en mécanique
quantique.

Remarque XI.1.1. Notons des a présent que la diagonalisation des matri-
ces de C]! n’est qu’un cas particulier du probleme étudié ici. En effet, toute
matrice A € C! définit un endomorphisme de C*, Ty : C" — C" : z — Ax.
Cet endomorphisme T4 se représente trivialement, dans la base canon-
ique, par la matrice A. Ainsi, les définitions et théoremes de ce chapitre
s’appliqueront en particulier & £ = C".

Diagonaliser une matrice A € CJ revient a trouver (si possible) une
matrice inversible S telle que S™'AS soit une matrice diagonale, i.e.,

STLAS = diag(A,..., M), A1,..., A, €C.

Si ’on peut répondre a cette question par Iaffirmative, on dit alors que A est
une matrice diagonalisable et que S diagonalise A. En fait, on remarquera
que cela revient a trouver une base U de C™ telle que S est la matrice de
changement de bases pour passer de la base U a la base canonique. En effet,
si A représente T4 dans la base canonique, alors S~'AS représente T4 dans

la base U :
Vo e C", S~1AS CI)U(.%') =S 1Az = SflTAm' = CI)U(TA.%').

217
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Pour commencer, considérons un exemple numérique.

Exemple XI.1.2. Soit la matrice

1 01
A=1-1 2 1
0O 0 2
La matrice S donnée ci-dessous est inversible
1 01
S=1110
0 01
et on calcule facilement que
1 0 -1 1 01 1 01 1 00
S7tAas=1-11 1 -1 2 1|1 10l=]020
0 0 1 0 0 2 0 01 0 0 2

Ainsi A est diagonalisable. Dans cet exemple, le choix de S parait quelque
peu miraculeux. Notre but sera donc de réussir a trouver d’une maniere
générale une matrice S qui diagonalise A. Lorsque A est diagonalisable,
certains calculs fastidieux sont grandement simplifiés. En effet, pour calculer
A™ il vient

A" = (S diag (1,2,2) S™H)" = S (diag (1,2,2))" S~ = S diag (1,2",2") S~
2. Vecteurs propres et valeurs propres

Définition XI.2.1. Soit 7' € L(F) un endomorphisme. Le nombre com-
plexe A est une valeur propre de T s’il existe x € E \ {0} tel que Tz = \x.
L’ensemble des valeurs propres de T s’appelle le spectre de T et se note
sp(T).

Soit A une valeur propre de T'. Le vecteur z € E est vecteur propre de
T de valeur propre A si Tx = Az. L’ensemble E des vecteurs propres de T'
de valeur propre A est un sous-espace vectoriel de E appelé le sous-espace
propre de T' associé a la valeur propre A,

Ey=E\T)={z € E| Tz = Az} =ker(T — \id).
La dimension de E) est la multiplicité géométrique de .

Soient U une base de FE et A la matrice représentant T dans cette base.
Remarquons que Tz = Az si et seulement si APy (z) = Py(Az) = A0y (z).
Ainsi, T et toute matrice représentant T' possedent exactement les mémes
valeurs propres.

Remarque XI.2.2. Remarquons en outre que des notions comme celles
de vecteurs et valeurs propres se rencontrent fréquemment dans un contexte
plus général. Par exemple, I'application dérivée D, est un endomorphisme’

1] est clair que Do(f 4+ g) = Dof + Dog et que DoA\f = AD,f. Cependant, nous
limitons notre étude au cadre des espaces vectoriels de dimension finie. Par la suite, nous
n’étudierons donc pas I’espace vectoriel Coo (R).
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du R-vectoriel C (R) et résoudre 1'équation différentielle
Da:f - )‘f

revient donc a chercher les vecteurs f de Cno(R) ayant une image propor-
tionnelle a f par ’endormorphisme D,.

Définition XI.2.3. Un endomorphisme T est diagonalisable s’il existe une
base dans laquelle T' se représente par une matrice diagonale.

Exemple XI.2.4. Soit un endomorphisme 7" d’un espace vectoriel £ de
dimension 2. Dans la base B = (e1,e3), T est défini par

Teir=2e1 et Teyg=¢€e1+es.
Ainsi, il s’y représente par la matrice (non diagonale)
2 1
A= )
G 1)
Considérons a présent la base U = (u; = e, us = e — e1). 1l vient
Tur =Tey =2e1 =2u; et Tug =Teg—Tey =e1+e3—2e1 = ea—€1 = us.
Ainsi, dans la base U, T se représente par la matrice diagonale
2 0
A= .
G v)

La matrice de changement de base de la base B a la base U est
1 -1
5= (0 1 > |

S = (1 1) et ST1AS = A.

Son inverse est

01

Le lien entre la diagonalisation d’un endomorphisme et ses vecteurs pro-
pres est le suivant.

Proposition X1.2.5. Un endomorphisme T € L(E) est diagonalisable si
et seulement si E& posséde une base formée de vecteurs propres.

Démonstration. La preuve est immédiate. Si U = (uq,...,u,) est une
base de F, la matrice qui représente T' dans la base U a pour j-ieme colonne
@7 (Tuj). En particulier, si u; est un vecteur propre de T' de valeur propre
A, cela signifie que T'u; = Au; et donc @y (Tuj) = Nej.

Remarque X1.2.6. Si T est diagonalisable, toute matrice représentant T’
est diagonalisable. En effet, soit U (resp. U’) une base de E dans laquelle
T se représente par une matrice diagonale A (resp. par une matrice A). Si
S est la matrice de changement de base permettant de passer de la base U’
a la base U, alors A = S71AS et A est diagonalisable.

Les solutions de
I’équation

sont donc des
vecteurs propres.
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Exemple XI.2.7. On peut reprendre 'exemple XI1.1.2 et vérifier que les
colonnes de S sont bien trois vecteurs propres de A linéairement indépen-
dants.

3. Polyndéme caractéristique

Rappelons que si T est un endomorphisme de E et si les matrices A et
B représentent T dans deux bases quelconques de E, alors det A = det B.
On peut des lors parler du déterminant de T' que ’on note simplement det T’
(cf. page 206). Ainsi, la définition suivante est intrinseque : elle ne dépend
pas de la base choisie pour représenter 1.

Définition XI.3.1. Soit 7" € L(E). Si A représente T dans une base
e1,...,e, de E, le polynéme en A

x7(A\) = det(T — Aid) = det(A — )

est le polynome caractéristique de T'. Si A est une valeur propre de 7', la
multiplicité algébrique de X est sa multiplicité comme zéro de det(T — ).

Exemple X1.3.2. Poursuivons 'exemple XI.1.2. Le polynéme caractéris-
tique de A est donné par
1-A 0 1
xaA) =det | =1 2—X 1 | == 45\ -8 +4
0 0 2—A

Proposition X1.3.3. Soit T € L(E). Le nombre complexe \ est valeur
propre de T si et seulement si x7(A) = 0.

Démonstration. Soit U une base de E. Le nombre complexe A est valeur
propre de T', s’il existe un vecteur non nul x € F tel que Tx = Ax. Cette
relation est équivalente a

(A= APy (z) =0

ou A représente T dans la base U. Ce systéme linéaire homogene ayant
Oy (z) comme vecteur des inconnues possede une solution non nulle si et
seulement si il n’est pas de Cramer (cf. proposition VI.2.4), c’est-a-dire, si
et seulement si det(A — A\I) = 0.

[
Remarque XI.3.4. Si S € C7 est inversible, les matrices S~1AS et A ont
le méme polynoéme caractéristique car
det(STTAS —AI) = det(S7H(A—AI)S)
= det S det(A — M) det S = det(A — \I).
Ainsi, cela montre une fois encore que x7(A) est indépendant de la base

choisie pour représenter T'. En particulier, deux matrices semblables ont les
mémes valeurs propres (avec les mémes multiplicités algébriques).
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Passons a présent en revue quelques propriétés du polynéme caractéris-
tique d’'une matrice. Ces propriétés pouvant en grande partie étre trans-
posées aux applications linéaires correspondantes.

Proposition X1.3.5. On dispose des propriétés suivantes.

» Soient A, B € C'. Les matrices AB et BA ont le méme polynome
caractéristique. FEn particulier, le polynome caractéristique d’un
produit de matrices carrées est invariant si on permute circulaire-
ment les facteurs.

» Le polynome caractéristique de A est égal o celui de A.

» Les polynémes caractéristiques de A et A* sont égaux au polynéme
conjugué du polyndéme caractéristique de A.

Démonstration. Pour le premier point, on considere la matrice carrée de
—Al A
B -I
et si A # 0, on lui applique les deux formules de Frobenius-Schur. Il vient

det(=AI) det(—I — B(=AI)"'A) = det(—1I) det(—\I + AB).
N’ N’

(=" —I+§BA (-1)n

dimension 2n

De la,
det(BA — M) = det(AB — \I).
L’égalité étant vérifiée pour tout A non nul, elle 'est aussi si A = 0.
Pour les deux derniers points, on a
det(A — AI) = det(A — AT) = det(A — AI) = det(A — AI)
et
det(A — AI) = det((A — M)7) = det(A* — A\I) = det(A — XI).
[

Rappelons qu'une sous-matrice diagonale de dimension k est une sous-
matrice de A de la forme

A(ih---,

Uhe3il5nnnif)

(= 3)

est une sous-matrice diagonale de la matrice

Par exemple

1 2 3
4 5 6
7 8 9

La proposition suivante précise la forme des coefficients du polynoéme carac-
téristique x4 de A. Elle peut aussi s’appliquer a toute matrice A représen-
tant un endomorphisme 7" € L(E).
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Proposition XI1.3.6. Soit A € CI' Si on pose
n n
det(A — AI) = a;(=A) = (1) o\,
i=0 i=0
alors a, = 1 et pour tout i < n, «; est la somme des déterminants des sous-
matrices diagonales de A de dimension n — i. En particulier, ag = det A

et
n
Ap—_1 = E Ajj.
j=1

Démonstration. Si on considere les colonnes de A,
det(A— X)) =det (C1 —Xex -+ Cp—Aep) .

Vu la multilinéarité du déterminant, on a

n

det(A—=AD) =) (A > det(Cy - ey ey o Cp).
=0 1< <---<y;<n

En effet, un terme faisant apparaitre du (—\)? est obtenu en considérant

dans la matrice A — \I, 7 vecteurs unitaires e,,,...,e,, et n —¢ colonnes de

A. Pour calculer det (Cl cee ey ey,

’ Cn), on applique ¢ fois
2

aux colonnes qui ont été remplacées par ey, ..., €y, .

k3

la regle des mineurs
Cela revient a calculer le déterminant de la matrice A privée des lignes et
des colonnes d’indices v1,...,v;. En d’autres termes, a; est la somme des
déterminants des sous-matrices diagonales de A de dimension n — i.

Remarque XI1.3.7. La seule difficulté de cette derniere démonstration ré-
side dans la manipulation d’une matrice de dimension arbitraire n. Pour se
convaincre des développements utilisés, nous présentons le cas d’une matrice
de dimension 3. 1l vient,

det (C’1 —dey Oy —Xey Cz— )\63)

= det (C’l Cy— ey (35— )\63) — Adet (61 Cy— ey (35— )\63)

= det (6’1 Cy C3— )\63) - A (6’1 eg C3— )\63)
—Adet (e Co C3—Aes) + A*det (e; ez Cs— Aes)

= det (C1 Cy C3)—Adet (Cy Cy e3) —A(C1 e2 C)
+A2(C1 ez e3) —Adet (e1 Co C3) +A%det (e1 Co e3)
+22 det (61 €9 03) — A det (61 €9 63) .

D’out la conclusion en regroupant les termes en (—\)°.

2Remarquons que e,,, se trouve dans la vi-iéme colonne de la matrice. Par conséquent,
le cofacteur correspondant a I’élément vy, v, de cette matrice est égal au déterminant de
la matrice privée de sa vx-iéme ligne et de sa vi-ieme colonne (multiplié par (—1)** = 1).
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Exemple XI.3.8. Illustrons cette derniere proposition en considérant une
fois encore la matrice de I'exemple XI.1.2 (nous en connaissons déja par
ailleurs le polynome caractéristique, cf. exemple X1.3.2). Avec les notations
de la proposition XI1.3.6, a3 = 1. Pour obtenir «p, il faut calculer la somme
des déterminants des sous-matrices diagonales de dimension 3 — 2, i.e., la
somme des éléments diagonaux de A. Ainsi, ay = 14+2+2 = 5. Pour obtenir
a1, il faut calculer la somme des déterminants des sous-matrices diagonales
de dimension 3 — 1 = 2,

1 0 1 1 2 1
al—det<_1 2>+det<0 2>+det<0 2>—2+2+4—8.

Enfin, ag = det A = 4.

Définition XI.3.9. Le coefficient «,,_1 apparaissant dans la proposition
précédente comme somme des éléments diagonaux d’une matrice carrée A =
(aij), s’appelle la trace de A, i.e.,

n
tr A= Zajj.
Jj=1

Puisque le polynome caractéristique d’'un endomorphisme 7' est invariant
par changement de base, nous pouvons aussi définir, de cette maniere, la
trace de T'. Au vu de la proposition XI.3.11, la trace de T est parfois définie
comme la somme des valeurs propres de T (répétées selon leur multiplicité).

Passons en revue les premieres propriétés de la trace d’une matrice.

Proposition X1.3.10. La trace jouit des propriétés suivantes.

> trg:trA,

» trA=trA* =tr A,

» la trace est linéaire, i.e., si Ay,...,Ap € C et A\i,..., 7\, € C,
alors

p p
tr Z)\jAj = Z)\jtl‘ Aj,
j=1 i=1

» tr (AB) =tr (BA),
» tr (STIAS) = tr A.
Démonstration. Il s’agit de simples vérifications.

Proposition XI1.3.11. Si A1,..., A, sont les valeurs propres de A répétées
selon leur multiplicité comme racine du polynéome caractéristique de A, alors
les coefficients o; (i < n) sont donnés par Méme notation a; qua la

proposition XI1.3.6.
a; = > Aur s Au e
1< < <vp—i<n



Prenons p comme variable
pour éviter toute confu-
sion avec les valeurs pro-
pres \;.
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En particulier,

detA:on:H)\j et trA:an,1:Z)\j.
=1 j=1

Démonstration. Au vu du théoreme fondamental de 'algebre, on a

Xa(p) = det(A — pI) = (—1)" H(u - \j)-

Si on développe ce produit, on trouve

det(A—pl) = (~1"Su S0 (=) A
=0

1< <-<vp—;i<n

= Z (_1)n(_1)n—i Mi Z )\Vl e )\Vn—i'
=0

—(~1)¢ 1<v1<-<vp—i<n
D’ou la conclusion, par définition méme des «;.

Exemple X1.3.12. Illustrons une fois encore cette dernieére proposition a

I'aide de la matrice de I'exemple XI.1.2. Puisque
xa(A) = =A%+ 507 —8A +4=—(A—1)(\ - 2)?,
avec les notations de la proposition précédente, on a A\y =1 et Ao = A3 = 2.
Il vient
az = A1+ A2+ A3 =5,
a1 = Mg+ A3+ A3 =8,
g = A1 A3 = 4.

11 suffit de comparer ces résultats avec les coefficients de x 4(\) obtenus dans
I’exemple XI.3.2.

4. Diagonalisation

La proposition suivante montre que la multiplicité géométrique d’une
valeur propre est toujours inférieure ou égale a sa multiplicité algébrique.

Proposition X1.4.1. Soit \ une valeur propre de T' € L(E) de multiplicité
algébrique . On a

dim Fy < p.
Démonstration. Soit p = dim F). Il existe des vecteurs zy,...,2, € E
qui forment une base de F,. Il existe également des vecteurs y,11,...,Yn
tels que 1,...,%p, Yp+1,---,Yn forment une base de £. Dans cette base, T'

se représente par

(M, B
= )
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ou C' est une matrice carrée de dimension n—p. Le polyndme caractéristique
de T est x7(8) = det(M — BI) = (A — )P det(C — BI,—p) et A en est un
zéro de multiplicité au moins p.

[ |

Proposition X1.4.2. Des vecteurs propres non nuls associés a des valeurs
propres distinctes sont linéairement indépendants.

Démonstration. Soient z1,...,x, des vecteurs propres non nuls associés
a des valeurs propres distinctes Aq,...,\,. Supposons que

p
(10) Z Gix; = 0.
=1

Pour k € {1,...,p}, on définit opérateur
Ty = (T — Ayid) -+ (T — id) - (T — Apid).
On a
Tpx; =0sii#k
et .
Tiwi = ()\,—)\1)()\@—)\,)(/\,—)\1,)% 7&0.
En appliquant T}, a (10), on trouve pour tout k € {1,...,p},

BeTyxr, =0
et donc B = --- = B, = 0, ce qui suffit.
[
Corollaire X1.4.3. Si A1,..., )\, sont les valeurs propres distinctes de T,

alors la somme Ey, +---+ E), est directe. De plus, T' est diagonalisable si
et seulement si B = Ey, & --- @ E),.

Démonstration. C’est immédiat. Si 'on disposait de deux décomposi-
tions différentes du vecteur nul comme somme d’éléments des sous-espaces
E,,, alors on mettrait en défaut la proposition précédente.

Pour la deuxieéme partie, il suffit d’appliquer la proposition XI.2.5. Si
E 2 E)\ &---®E),, alors on ne peut trouver une base de E formée unique-
ment de vecteurs propres de T'. Par contre, si £ = Ey, @ -+ & E), alors il
est aisé d’obtenir une base de E formée de vecteurs propres (se rappeler la
remarque VII.5.26).

]
Corollaire XI1.4.4. Un endomorphisme T € L(E) est diagonalisable si

et seulement si les multiplicités algébrique et géométrique de chaque valeur
propre de T coincident.
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Démonstration. Soient Aq,...,\, les valeurs propres distinctes de 1" de
multiplicité algébrique respective p1, ..., ip. Au vu du corollaire précédent,
T est diagonalisable si et seulement si

E:EAI@...@EAP
ou encore, si et seulement si
dimF =dim Ey, +---+dim E),,.

Si dim E); = p; pour tout j € {1,...,p}, alors T' est diagonalisable car
1+ -+ pp = dimE. En effet, le polynéme caractéristique de 7" est de
degré égal a la dimension de F.

Réciproquement, si T" est diagonalisable, alors dim E); = p; car sinon,
au vu de la proposition XI.4.1, on aurait dim £ = dim F, +---+dim E) , <
p1+ -+ pp = dim E ce qui est impossible.

[

Corollaire XI1.4.5. Un endomorphisme dont toutes les valeurs propres sont
simples est diagonalisable.

Démonstration. C’est immédiat, toute valeur propre possede au moins
un vecteur propre non nul.

5. Exemples et applications
Considérons tout d’abord quelques exemples numériques.

Exemple XI1.5.1. Reprenons la matrice A donnée dans I'exemple XI.1.2,

1 01
A=1-1 2 1
0 0 2

Les valeurs propres de A sont les zéros de
xaA) = =N +502 =8 A +4=—(A—1)(\A—2)%

Ainsi, 1 (resp. 2) est valeur propre de multiplicité algébrique égale & 1 (resp.
2). Nous ne pouvons pas directement conclure que A est diagonalisable car
nous avons une valeur propre multiple. Recherchons les espaces propres
associés a let a 2:

By ={zecC3|(A-IDz =0}

et
Ey={zecC3|(A-20)z =0}

Pour le premier, on a

0 01 1 0
-1 11 z2 | = {0
0 01 3 0
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et on trouve x3 = 0 et ©1 = xo. Ainsi,

1
Er=) 1]
0

Encore dit autrement, puisque la matrice A — I est de rang deux, on aurait
pu en conclure directement que dim £y = 3 — 2 = 1. Pour le second espace
propre, il vient

-1 0 1 1 0
-1 0 1 T2 = 0
0 00 T3 0
et on trouve 1 = xr3 comme unique condition. Les vecteurs
1 0
0 et 1
1 0

appartiennent tous les deux a F5 et sont linéairement indépendants. Par
conséquent, la multiplicité géométrique de la valeur propre 2 est bien 2.
Ceci montre que A est diagonalisable et on construit alors facilement une
matrice qui la diagonalise. Par exemple, la matrice

1 10
S=110 1
010

est telle que S™1AS = diag(1,2,2). De méme, la matrice

1 10
T=10 11
1 00

ott 'on a permuté les deux premieres colonnes de S est telle que T1AT =
diag(2,1,2).

Exemple X1.5.2. Considérons la matrice

2 4 3
A=|-4 -6 -3
3 3 1

Les valeurs propres de A sont les zéros de son polynéme caractéristique,
xa(A) = =X =3\ +4=—-A-1)(A+2)%

Pour que A soit diagonalisable, il faut nécessairement que la dimension de
I’espace propre FE soit 2. Les vecteurs propres x de valeur propre —2 satis-
font (A + 2I)x = 0, c’est-a-dire,

4 4 3 il

—4 —4 -3 T =

3 3 3 T3

o O O
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et donc x1 = —x9 et x3 = 0. Ainsi,

et la multiplicité géométrique est strictement inférieure & 2. La matrice A
n’est donc pas diagonalisable. Pour le voir, on aurait pu aussi remarquer que
le rang de la matrice A 4+ 21 est deux et des lors, dimE_5=3—-2=1< 2.

Exemple X1.5.3. Nous reprenons a présent un exemple présenté au début
de ces notes de cours. A savoir, 'exemple I11.6.3 dans lequel trois partis
politiques R, S et T s’opposent. On y décrit un modele de prédiction de
répartition des votes d’une élection a I’élection suivante. Grace a la diago-
nalisation, nous allons proposer des prédictions a long terme pour ce modele
(on parle parfois de comportement asymptotique). La matrice P du modele

était
0,6 0,2 0,2
0,3 0,6 0,1
0,3 0,2 0,5

Son polynéme caractéristique est
—A=1)(A=0,4)(\—0,3).

Puisque P possede trois valeurs propres simples, cette matrice est diagonal-
isable. Pour calculer P", diagonalisons P. Il est facile de voir que

1 1 —4/3
1], [ -2 et 1
1 1 1
sont des vecteurs propres de valeur propre respective 1; 0,4 et 0,3. Si
1 1 —4/3 3/7 1/3 5/21
S=11 -2 1 |,alors S'=| 0 -1/3 1/3
1 1 1 =3/7 0 3/7

Puisque diag (1;0,4;0,3) = S~ PS, on trouve
P" = S diag (1;0,4™;0,3") S~1.
Ainsi, la répartition des votes & long terme est donnée par

lim (0,3 0,5 0,2)P" = (0,3 0,5 0,2)S diag(1,0,0) S~*

n—oo

= (3/7 1/3 5/21)
ol (0, 3 0,5 0, 2) est le vecteur des répartitions initiales au sein des trois
partis.
Remarque XI.5.4. Si A € C} est une matrice diagonalisable par une
matrice inversible S, i.e., ST'AS = diag (A1, ..., \,), alors
AF = Sdiag (\F, ... \E)s—1
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et on en déduit que tout élément d’une puissance k-ieme de A s’exprime
comme combinaison linéaire de puissances k-iemes des valeurs propres de A,
ie.,

- 14
(AM);; = ZCEJ) i
=1

ou les ¢; j sont des nombres complexes. Bien évidemment, on obtient exacte-
ment le méme type d’expression en ne considérant que les valeurs propres
distinctes de A.

Exemple X1.5.5. Le dernier exemple concerne la résolution de systemes
d’équations différentiels linéaires. Nous énoncerons sans démonstration des
résultats classiques d’analyse et les appliquerons a un exemple d’une par-
ticule se déplagant dans un champ de force. Soient x1,...,x, des fonctions
contintiment dérivables en la variable ¢. Nous noterons x; la dérivée de x;
par rapport a t. Le systeme d’équations différentielles homogene

o= anw 4o+ ety
T, = @11+ GpnTn
ol les a;; sont des constantes, peut se mettre sous forme matricielle
x'(t) = Ax(t)
ou x désigne le vecteur des fonctions x1,...,z, et A = (a;;). Il est clair que

si u et v sont des solutions de x’ = Ax, alors toute combinaison linéaire
au + Bv Pest aussi®. En effet,

(au+ pv) = au’ + v = adu + BAv = A(au + Bv).

Supposons qu’une solution de x’ = A x soit de la forme Cette supposition
devrait paraitre
X(t) = e>‘tc naturelle au
lecteur habitué
avec ¢ un vecteur constant. Dans ce cas, on a nécessairement aux équations

différentielles.

x'(t) = eMc et Ax(t) = Aee.

Puisque l'exponentielle ne s’annule jamais, c e est solution de x’ = Ax si
Ac = Ac. Ainsi, chaque couple formé par une valeur propre A de A et un
vecteur propre ¢ correspondant fournit une solution de ’équation x’ = A x.
Ces fonctions sont parfois appelées les fonctions propres de 1’équation dif-
férentielle x’ = Ax. On peut montrer que si la matrice A est diagonalisable
et si des vecteurs propres cq, ..., ¢, de A associés respectivement aux valeurs
propres Aq, ..., A, forment une base de R", alors toute solution de I’équation

x' = Ax s’obtient comme combinaison linéaire des fonctions propres, i.e.,
—_\"n it
x=) el

30n exprime simplement la linéarité de ’équation. Certains auteurs parlent parfois
de la propriété de superposition des solutions.
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Considérons a présent le cas d’une masse (supposée ponctuelle) attachée
A un ressort. Ce systéme évoluant au sein d’un milieu hautement visqueux?,
si on écarte la masse de la position d’équilibre du ressort, alors son vecteur

position x satisfait la loi de mouvement x’ = Ax ou
4 =5
A=
et ou la position initiale de la masse au temps t = 0 est

()

Un calcul aisé donne 6 et —1 comme valeurs propres et on trouve comme
vecteurs propres respectifs

Vu ce qui précede,

(7O et I\
x(t)—C<2>e +D<1>e .

Les constantes peuvent étre déterminées par les conditions initiales xg. Ainsi,
-5 1 4 -5 1\ /C 4
(2)r()-6) = ()6 -6)

En inversant cette derniere matrice, on trouve
C=—z e D=—

d’ou

Ficure XI.1. Mouvement d’une masse en milieu visqueux.

40n a choisi une telle situation physique pour obtenir une équation différentielle du

premier ordre ne faisant pas intervenir ’accélération.
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3.5 4 4.25 4.5 4.75 5 5.25 5.5

Ficure XI.2. Mouvement d’'une masse en milieu visqueux
pour diverses positions intiales xg.

6. Estimation des valeurs propres

Tout comme la régle de Descartes (cf. théoreme VIII.4.1) permet de
localiser les zéros d’un polynéme en fonction de ses coefficients, un résultat
analogue permet de localiser les valeurs propres d’une matrice de CJ! en
fonction des éléments de celle-ci.

Définition XI.6.1. Soit A = (ai;) € CJ, le k-ieme disque de Gerschgorin
Dy, de la matrice A, k € {1,...,n}, est donné par

Dp={2€C:|z—ag| <rp}our,= Z lake|.
£k
De maniere analogue, on peut également privilégier les colonnes de la matrice

A et définir
En={2€C: |z —a| < sp} ot sy = lagl.
£k
Théoréme X1.6.2. Les valeurs propres de A € CI' appartiennent a l'union

des disques de Gerschgorin de A. Autrement dit, si \ est une valeur propre
de A, alors

AE O Dy..
k=1

Démonstration. Soit A une valeur propre de A et x un vecteur propre non
nul de A de valeur propre A. Puisque tout multiple de x est encore vecteur
propre de A, on peut supposer® qu'il existe k tel que |zx| = 1 et pour tout
J # k, |zj] < 1. Ainsi,

Az = (Az)), = (Az)) = Zaké re et (A —ap)rp = Zakg Ty.
(=1 1Ak

511 suffit de considérer le vecteur z/ maxi=1, . |z:|. On trouve la notation ||| =

.
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Par conséquent,

N = apel = D anexe] < lage| = 4.

#k £k

n

n, alors

Corollaire X1.6.3. Si A est une valeur propre de A € C
xe (o &)
k=1 k=1

Démonstration. Puisque A et A possedent les mémes valeurs propres, on
peut dans le résultat précédent remplacer Dy, par . En particulier, si A est
valeur propre de A, elle doit appartenir simultanément a

n n
U D, eta U Ek.
k=1 k=1

]

Remarque XI.6.4. On peut montrer® que si 'union U de ¢ disques de
Gerschgorin de A n’intersecte pas 'union des n — t autres disques, alors U
contient exactement ¢ valeurs propres de A comptées avec leur multiplicité.

Exemple XI1.6.5. Considérons la matrice

5 1 1
A=10 6 1
1 2 -3

Avec les notations introduites précédemment, on a
7“1:2, 7“2:1, 7“3:3,
Di={z:1z—5| <2}, Day={2:|z2—6| <1} et D3 ={z:|z+3| <3}.

Les disques correspondants sont représentés sur la figure XI.3. Un rapide

7

FicUure XI.3. Disques de Gerschgorin.

6yoir par exemple, C. D. Meyer, Matriz Analysis and Applied Linear Algebra, Siam,
Philapeldhia, 2000.
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calcul montre en outre que les valeurs propres de A sont

3_7 VO3 3,32 et 3_7 V93 o 6, 32.

On aurait pu aussi rechercher les disques

Ei={z:]z—5| <1}, Ea={2:|z—6] <3} et E&={z:]z+3| <2}.

5;

Sur la figure XI.4, on a représenté les deux types de disques (les £ étant en
gras). Sur cet exemple, on voit que £ donne une meilleure approximation

3—\/% (
2

alors que pour les deux autres valeurs propres, D1 UDs donne une meilleure

de la valeur propre en effet, le rayon de &3 est inférieur a celui de D),

localisation que & U &s.

Ficure XI.4. Disques de Gerschgorin Dy et &.

7. Polynémes d’endomorphismes
Définition XI.7.1. Soit P un polynome a coefficients complexes,
P(z)=ap+a1z+ -+ apz".
Soit T un endomorphisme de E. On pose
P(T)=apid+ a;T + -+ a,, T™.

I1 est clair que P(T) est encore un endomorphisme de E. On dit que P(T")
est un polynome de l’endomorphisme T

Remarque XI1.7.2. Si P,Q € C[z], A\,u € C,
(AP + uQ)(T) = AP(T) 4+ nQ(T)
et
P(T) o Q(T) = (PQ)(T).
En effet, les deux membres sont des combinaisons linéaires de puissances de
T. Les coefficients sont égaux par définition de la combinaison linéaire et du
produit de polynémes. Ainsi, tout identité entre polynéme d’une variable

reste valable pour les polynémes d’endomorphismes correspondants. En
particulier, les endomorphismes P(T') et Q(T") commutent.
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Proposition XI1.7.3. Soient P € Clz| et T € L(E) un endomorphisme
dont les valeurs propres répétées selon leur multiplicité (algébrique) sont

M, A Onoa
det P(T) = [ P(\)).
j=1

En particulier, I’endomorphisme P(T) est inversible si et seulement si au-
cune valeur propre de T n’est un zéro de P.

Démonstration. Au vu du théoreme fondamental de 1'algebre, si P est
un polynome de degré m ayant zi,..., 2, comme zéros (répétés selon leur
multiplicité), alors

P(z) =« H(z —zi).
i=1
Des lors,
PT)=a(T —zjid)o---o (T — zyid)
et”

det P(T) = a" H det(T — z; id).
1=1

Par définition des valeurs propres® de T, on a

n

det(T — zid) = [ [ (A — 20)-

j=1
Donc - .
det P(T) = o™ [TTIN —2) = [T« TN — =)
i=1j=1 j=1 i=1
P(X;)

Corollaire X1.7.4. Soient P € C[z] et T € L(E) un endomorphisme ayant
A1, ..., Ay comme valeurs propres distinctes.

» sp(P(T)) = P(sp(T)) = {P(\),..., POy}

» La multiplicité (algébrique) d’une valeur propre A de P(T') est égale
a la somme des multiplicités des valeurs propres X; de T telles que
P(X\j) = A

» Tout vecteur propre de valeur propre \j de T' est vecteur propre de
P(T) de valeur propre P();),

E\;(T) C Epy(P(T)).

"Pensez que P(T) est un endomorphisme. Il peut donc étre représenté dans une
base U de E. Si T est représenté par A, alors P(T') est représenté par P(A) = a(A —
z1I) -+ (A — zmI) et par définition, det(P(T)) = det(P(A)). Enfin, il suffit de remarquer
que pour une matrice M € Cy, det(aM) = ™ det M.

8Si A est valeur propre de T', A — z; est valeur propre de T' — z; id. En effet, si x # 0
est tel que Tz = Az, alors (T — z;id)z = (A — z;)x. De plus, det(T — z; id) est égal au
produit des valeurs propres de T — z; id en vertu de la proposition XI.3.11.
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» La dimension de l’espace propre associ€ a une valeur propre A\ de
P(T) est au moins égale a la somme des dimensions des espaces
propres associés aux valeurs propres A; de T telles que P(\j) = A,

> dim By (T) < dim Ex(P(T)).
JP(Ag)=A

» Si T est diagonalisable, alors P(T) l’est aussi.

Démonstration. Si ji1, ..., 1, sont les multiplicités algébriques des valeurs
propres Mg, ..., A\, de T', au vu de la proposition précédente, on a
P P
det(P(T)~Aid) = det(P—A)(T)) = [J((P=N )" = [P -,
J=1 Jj=1

Ainsi, A est valeur propre de P(T) si et seulement si il existe j € {1,...,p}
tel que P(\;) = A. De cette constatation découle les deux premiers points.

Etablissons le troisieme point. Soit x € Ej; (T'). Cela signifie que Tx =
Ajx et donc Try = )\9?3: pour tout k£ € N. Par linéarité, on a donc bien
P(T)x = P(\j)x.

Les deux derniers points découlent du fait que les sous-espaces propres
E; sont en somme directe. En effet, si Aj,,...,Aj, sont les valeurs propres
de T telles que P(\;,) =--- = P()j,) = A, alors par le point précédent,

E)‘ji (T) C E)\(P(T)), Vi=1,...,k.
Puisque nous sommes en présence de sous-espaces vectoriels, il est clair que

Par conséquent,
k

k
dim(EP Ex, (T)) = > dim By, (T) < dim Ex(P(T)).
=1 =1

Pour le dernier point, si 7" est diagonalisable, alors £ = @?:1 E,(T). No-
tons” p1,. .., ur les valeurs propres distinctes de P(T). Par le point précé-
dent, on a alors

p T

dimE =Y dimEy (1) <Y dimE, (P(T)) < dim E
j=1 j=1

ol la derniere inégalité provient du fait que E,, (P(T))+---+ E, . (P(T)) C

E. On en conclut donc que £ = P)_; By, (P(T)) et P(T) est bien diago-

nalisable.

A titre d’exercice sur les polynémes d’endomorphismes, on peut démon-
trer la proposition suivante.

Isp(P(T)) = {p1,--- e} = {P(M1),-. . POW)}, 7 < p.

Se rappeler le théoreme de
Bezout.
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Remarque XI.7.5. Soit T' € L(E). Si P,@Q € C[z] sont deux polynémes
premiers entre eux, alors

ker (PQ(T)) = ker P(T') @ ker Q(T).
8. Polynéme minimum d’un endomorphisme

Théoréme X1.8.1 (Cayley-Hamilton). Soit T' € L(E) un endomorphisme
ayant xT pour polynoéme caractéristique. On a

xr(T) = 0.

Autrement dit, tout endomorphisme annule son polynome caractéristique.

Démonstration. On procede par récurrence sur n = dim E. Le casn =1
est immédiat'?. Supposons le résultat vérifié pour n — 1 et démontrons-le
pour n. Soit A une valeur propre de T'. Si e; est un vecteur propre non nul
de valeur propre A, on considere alors une base ey, es,...,e, de E. Dans
cette base, T se représente alors par une matrice A de la forme

A x
A=
(0 5)
ol B est une matrice (n — 1) x (n — 1). Le polynéme caractéristique x7 (1)

de T est égal a det(T — pid) = det(A — ul) et donc
xr(p) = (A = p)det(B — pl) = (A — p) Q1)

ou @ est le polynéme caractéristique d’'un endomorphisme défini sur un
espace vectoriel de dimension n — 1 et représenté par B. Par conséquent!!,

Xr(A) = (A — A4) Q(A) = (8 M*_B> (QEA) ] >

Q(B)
Par hypothése de récurrence, Q(B) = 0 et donc x7(A) = 0. Puisque x7(A)
représente ’endomorphisme y7(7") dans la base ey, ..., e,, cela signifie que
[

Remarque XI1.8.2. Pour le cas matriciel, on en déduit que toute matrice
de C}! annule son polynome caractéristique.

10Dans un espace vectoriel de dimension 1, un endomorphisme est toujours de la
forme T = acid. Ainsi, x7(p) =a—pet xr(T) =aid—T = 0.
10on trouve la forme particuliere de Q(A) & cause de la forme particuliere de A. En

o [AT %
A <O Bn).

effet, il est facile de voir que
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Exemple X1.8.3. Soit la matrice

1 2 3 1
A 2 0 0 1
1 -1 -2 0

4 1 0 -1
Le polynéme caractéristique de A est donné par
det(A — M) = —5 — 30\ — 1322 + 223 + \?
et on peut vérifier que
—5I — 304 — 1347 + 243 + A* = 0.
Corollaire X1.8.4. Soit T' € L(E). L’ensemble
I={PeC[z]| P(T) =0}

est un idéal propre de Clz].

Démonstration. Il est clair qu’il s’agit d’un idéal contenant au moins un

polynome non nul, & savoir le polynéme caractéristique de 7'. 11 est propre
car 1 € I et donc I # C[z].

Définition XI.8.5. Puisque I = {P € C[z] | P(T) = 0} est un idéal

112

propre d’un anneau principal’“, il existe un polynéme monique® My tel

que I = (Mr). On lappelle le polynéme minimum de T

Remarque XI.8.6. Il est clair que le polynéme minimum de T divise
tout polynome appartenant a I et donc en particulier, il divise le polynoéme
caractéristique de T'.

Exemple X1.8.7. Lorsqu’on aura a sa disposition des outils plus puissants,
on pourra vérifier (cf. exemple XI.14.4) que la matrice

5 -1 -3 2 =5
0 2 0 0 O
A=11 0 1 1 -2
0 -1 3 1
1 -1 -1 1 1

a —(A — 2)3(\ — 3)2 pour polynéme caractéristique et —(\ — 2)2(\ — 3)2
pour polynéome minimum. A ce stade, on peut se borner & vérifier que
(A—2I)2(A—3I)? =0. (Nous ne sommes pas encore en mesure de prouver
aisément qu’il n’y a pas un polynéme de degré inférieur annulé par A.)

Proposition X1.8.8. Soit T' € L(FE). Le polynéome caractéristique de T et
le polynome minimum de T ont les mémes zéros.

12Nous savons que C[z] est principal.

13.e., de coefficient principal égal a 1.

On appelle cet ensemble
I'idéal annulateur de T'.
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Démonstration. Soit 7 (resp. Mr) le polynoéme caractéristique (resp.
minimum) de 7. Soit A un zéro de x7r. En particulier, \ est valeur propre
de T et il existe z € E'\ {0} tel que T = Az. Par conséquent!?,

Mrp(T)x = Mp(\) x
———
=0
et puisque z est non nul, on en déduit que Mz () = 0.

Remarque XI.8.9. Nous savons a présent que les valeurs propres dis-

tinctes Aq, ..., A, de T sont exactement les zéros de son polynome minimum.
Si
P P
det(T — AI) = (=1)" JJ(A = x)" = (A — Ay
j=1 J=1

alors 1 < m; < pj.
En particulier, si toutes les valeurs propres de T sont simples, le polynéme
minimum de T coincide avec son polynome caractéristique.

9. Sous-espaces caractéristiques

Définition XI1.9.1. Soit T' € L(E). Un sous-espace vectoriel F' de E est
stable si
T(F) C F.
Par exemple, les espaces propres de 1" sont stables pour 7. En effet, x € E,
si et seulement si (T — Aid)x = 0. Ainsi, si x € E), alors le vecteur Tx
appartient encore & F)y car (T — XNid)Tx =T (T — Nid)z = 0.

Soient A1,. .., A, les valeurs propres distinctes de I" € L(F). Nous savons
déja qu’en général la somme des sous-espaces propres E); n’est pas E tout
entier (en fait, la somme differe de E, lorsque T' n’est pas diagonalisable).
Nous verrons a la fin de la section suivante qu’il existe d’autres sous-espaces
vectoriels stables pour T' et dont la somme est toujours E. Ces espaces
seront appelés sous-espaces caractéristiques. Rappelons que notre but ul-
time est de représenter un endomorphisme 7' de la maniere la plus simple
possible. Nous pouvons déja préciser que la base choisie pour représenter T
sera construite sur des bases particulieres de ces fameux sous-espaces car-
actéristiques. Avant d’arriver a ce théoreme de réduction, plusieurs étapes
sont encore nécessaires.

Pour définir les sous-espaces caractéristiques, on introduit au préalable
les opérateurs

Tj=T—Xjid, j=1,...,p.

140n utilise le méme raisonnement qu’a la fin de la preuve du corollaire XI.7.4.
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Puisqu’il s’agit de polynomes de 7', ils commutent entre eux et avec T'.

Théoreme X1.9.2 (Stabilisation des images et des noyaux). Soit m;, la
multiplicité de A\j comme zéro du polynome minimum de T'. On a

ker(TjO) C ker(T;) C ker(TjQ) C---C ker(T]mj) = ker(T]ij) = ker(T]mj—FZ) =

et

j i+1 i+2
Im(79) 2 Tm(T}) 2 Tm(T2) 2 -+ 2 (1)) = Im(T]" ) = Tm(7]5*2) = ...
De plus,

mg M4
E =ker(T;7) & Im(T; 7).
Démonstration. Si z € F est tel que Tfﬂ: = (0, alors Tf“x =0 et donc
ker(Tf) C ker(Terl), Vk > 0.
Montrons que si k est tel que ker(Tf) = ker(Terl), alors on a aussi
(11) ker(T]kH) = ker(T]k+2).

11 suffit de montrer que ker(TfH) D ker(TfH). Soit € E tel que Tf“w =
0. Des lors, Tz appartient a ker(TfH) = ker(T]k) et donc z appartient a
ker(]}kJrl). Ceci montre donc que si on a stabilisation des noyaux pour une
valeur k, la suite devient stationnaire a partir de k.
De plus, on a
ker(ijjfl) + ker(ijj).

Pour le montrer, il suffit de trouver un élément appartenant a ker(Tij) mais
pas a ker(ijj*l). L’opérateur

Sj:Tl’m---ij_l---

Mp
J Ip

n’est pas nul (car Mp = T7™ ---T]mj -+ T," est le polynéme minimum de

T). Soit x tel que Sjz # 0. Le vecteur

y=T™ [/]TTz:npx
est annulé par ijj mais pas par T]mj ! En particulier, cela montre que
ker(Tf_l) # ker(Tf) pour tout £ < mj; car sinon, au vu de (11), on aurait
ker(T;™ = ker(T;"), ce qui est impossible.

On a aussi
miy m]'+1

ker(T;7) = ker(T;7 7).

11 suffit une fois encore de montrer que ker(T;nj ) D ker(T;nj +1). Soit x tel

que T;nj—H:c = 0. Ainsi,
(T = \jid)T;" & =0

ce qui signifie que ijj x est un vecteur propre de 1" de valeur propre A;. De
1a,

Tp(T; " x) = (T = A id)(T; 7 x) = (\j = M) T, 7w, Yk e {l,...,p}.
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Par conséquent,

T T T e = (A )™ ] (O — )T,

=0
I’égalité a zéro résultant de la définition méme du polynéme minimum. Or
puisque les valeurs propres sont distinctes, on en déduit que ijj z =0.
On a Im(Tf) > Im(Tf“) pour tout k > 0 car si x = Tf“y, on a aussi
T = T]k (Tjy). La deuxieme partie de la preuve résulte du théoreme de la
dimension (théoreme X.2.7),

dim(Im(Tf)) =n— dim(ker(Tf)).
Il nous reste a montrer que
E = ker(T]mj) & Im(]}mj).
Pour ce faire, il suffit de vérifier que ker(T]mj )N Im(T]mj ) = {0} car nous
savons déja que ker(T;" ) +Im(T;") C E et vu le théoreme de la dimension,
on a aussi que dim(Im(T]mj ) + dim(ker(ijj )) = dim E' (ce qui suffit alors
pour conclure que E = ker(T]mj )+ Im(ijj ). Si x appartient & ker(T ) N

! j
Im(ij] ), alors il existe y tel que

_ My
x—Tj

De la, Tfmj y = 0 et y appartient a ker(Tijj ) = ker(T]mj ). On en conclut
que x est nul.

y et T;njac =0.

Définition X1.9.3. Soit 7' € L(E). On appelle sous-espace caractéris-
tique'® associé & la valeur propre Aj de T', le sous-espace vectoriel

Fy; = F)(T) = ker(T}")

ol m; est la multiplicité de A; comme zéro du polynéme minimum de 7". Au
vu de la remarque XI.8.9 et du théoréme précédent, on a que F), = ker(T]k)
pour tout k > m; et en particulier, pour k égal a la multiplicité algébrique

de T.

Remarque X1.9.4. Les sous-espaces caractéristiques sont stables pour 7.
En effet, z appartient a F); si et seulement si T]mj x = 0. Dela, Tz appartient
encore a F), car

T Te =TT, x=0
et rappelons que T]mj et T" commutent.

Le lecteur pourrait a ce stade s’interroger sur I'importance d’avoir des
sous-espaces stables pour 7T. La raison provient une fois encore de notre
désir de représenter T' de maniere simple. En effet, si E = G1 @ --- ® Gy et
si les sous-espaces vectoriels G; sont stables pour 7', alors la représentation

15Certains auteurs utilisent parfois le terme sous-espace principal.
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de T' dans une base g1.1,...,91,d1,---94,1+-- -5 9t,d, OU gi; € G; pour tout 1,
sera une matrice composée diagonale

diag(Aq,...,Ay) avec A; € (CZZ

Exemple XI1.9.5. Soient une base U = (u1, ug,us3,uq) de C*, Gy =)uy, usl,
Gy =)uz,us( et T : C* — C* un endomorphisme tel que Tu; = ug, Tug =
u1 + ug, Tuz = 0 et Tuy = uz. 1l est clair que TG1 C G1 et TGy C G et la
représentation de T dans la base U est

qui est bien une matrice composée diagonale.

Remarque X1.9.6. Veillez & ne pas confondre les sous-espaces propres et
caractéristiques. On a

Ey;, =ker(Tj) et Fy = ker(T]mj)

et en particulier, au vu du théoreme précédent, Ey; C F),, I'inclusion étant
stricte si et seulement si m; > 1.

10. Projecteurs spectraux

On emploie les mémes notations qu’a la section précédente : les valeurs
propres de 1" sont Aq,...,Ap, leur multiplicité comme zéro du polynome
caractéristique (resp. minimum) de 7" sont fi1,. .., fp (resp. my,...,my).

Les projecteurs que nous allons présenter ici sont en relation directe avec
les sous-espaces caractéristiques qui viennent d’étre introduits a la section
précédente. En particulier, c’est grace aux projecteurs spectraux que nous
allons pouvoir montrer que E se décompose en somme directe des sous-
espaces caractéristiques de T'.

Soit Mr(A), le polynéme minimum de T" € L(E). Si on décompose
1/M7(A) en fractions rationnelles propres (cf. corollaire VIII.7.2), on a
1 ~_ A0

Mr(\) ~ &= (=)™

J

avec deg A; < m;.
1

En réduisant au méme dénominateur, on a
P
L= 400 =)™ [ (= )™
j=1

sur C\{A1,...,A,} et donc sur C. Cette identité reste valable si on remplace
A par T et dong,

P
id =Y A;(T)T"™ - [g] - T
j=1

N~

::Pj
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Définition XI1.10.1. On pose

B = AT -l T

On appelle Py, ..., Py, les projecteurs spectraux de T'.

Proposition XI1.10.2. Les applications P, ..., P, forment un systéme de
projecteurs.

Démonstration. Voir le point X.5.6 pour la définition d’'un systeme de
projecteurs. Il est clair que id = Z?Zl P;. De plus, PjP, =0sij#k. En
effet, . -

PiPy = Aj(T)A(T)T7™ - [] - T "Iy - (k] - T

fait donc apparaitre le polynoéme minimum de 7. Enfin, sz = Pj car

p
Pjid=P;» P, =P}
k=1
|

La proposition suivante précise le lien entre les projecteurs spectraux et
les sous-espaces caractéristiques.

Proposition X1.10.3. On a
ker(P;) = Im(T;nj) et Im(P;) = ker(T]mj) =F),.
Démonstration. Si x appartient & ker(P;), on a

p
xzidwzzpszzpwzi}mj ZAk(T)Tlml Gl K] T
k=1 k#j k#j
et donc x € Im(T ]mj ). Réciproquement, si = € Im(ijj ), il existe y tel que
ijjy =z. Ona
Pjz = PiT;"y = Aj(T)Mr(T)y = 0

et donc ker(P;) = Im(T]mj).

Pour lautre égalité, ijij = A;(T)M7(T) = 0 .et donc Im(Pj) est
inclus dans ker(ij] ). Réciproquement, si z € ker(ij])7 alors P,z = 0 si
k # j. Par conséquent, on a x = idx = Pjx € Im(P;). Ceci conclut la

preuve.

Théoreme XI1.10.4. La dimension du sous-espace caractéristique de T
associ€ a la valeur propre \; est égale a la multiplicité de \j comme zéro du
polynome caractéristique de T,

dim Fy; = p;.
On a

E:FAI@...@FAP
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et les projecteurs associés a cette décomposition sont les projecteurs spectraux
de T.

Démonstration. Soit le polynome P défini par P(z) = (2 — A;)". On
peut alors considérer T]mj comme un polynéme d’endomorphisme,

P(T) = (T — Xjid)™ =T;"
et tirer parti du corollaire XI1.7.4. Il est clair que
Eo(ijj) ={z| T]mjm =0} = kerijj = F),.

Par le deuxiéme point du corollaire XI.7.4, la multiplicité!® de 0 comme
valeur propre de ijj = P(T) est égale a la somme des multiplicités des
valeurs propres 3 de T telles que P(8) = (8 — ;)™ =0, c’est-a-dire u; car
A1, ..., Ap sont distincts (et donc, la seule fagon d’avoir I’égalité a zéro, c’est
d’avoir = ;).

Rappelons que si z est un vecteur propre de T]mj de valeur propre 0,
alors T]mjx = 0. Autrement dit, F); = ker(T]mj) = FEy (T;nj). On sait que la
dimension d’un sous-espace propre est inférieure ou égale a la multiplicité
algébrique de la valeur propre correspondante, ainsi

dim Fy; < p;.
Les applications P, ..., P, forment un systeme de projecteurs, ce qui

signifie que £ =Im(Py) @ --- & Im(P,) (cf. proposition X.5.7). Des lors, au
vu de la proposition précédente,

P P P
n = Zdim(lm(Pj)) = Zdim(F)\j) < Zuj =n.
j=1 j=1 j=1

Par conséquent, dim(F),) = p; pour tout j € {1,...,p}.
La deuxieme partie découle directement de la proposition X.5.7.

Corollaire XI1.10.5. Un endomorphisme T est diagonalisable si et seule-
ment si son polynome minimum ne possede que des zéros simples.

Démonstration. Nous savons (cf. corollaire XI.4.4) que T est diagonali-
sable si et seulement si, pour tout j € {1,...,p}, dim E\; = pj. De plus,
au vu de la remarque X1.9.6, E), C F); et par le théoreme précédent,
dim F); = p;. Par conséquent, T est diagonalisable si et seulement si

Ey, = Fy,.
Ceci a lieu si et seulement si m; = 1 pour tout j € {1,...,p} (cf. remarque
XL.9.6).
[
16

sous-entendu multiplicité algébrique.
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Remarque XI1.10.6. Soit T' € L(F). Il existe une base de E dans laquelle
T se représente par une matrice composée diagonale

B =diag(By,...,By), B;€Cl.
Il suffit de considérer comme base de F, une base construite sur des vecteurs

Tly.e-- 73:.“17'%.”1"'17"' ’xﬂl"'l@"" 7$n_ﬂzp+17"' , Ly

-~

base de F, base de F, base de FAP

d’ou la conclusion car les sous-espaces caractéristiques sont stables pour T
(cf. remarque X1.9.4).
De plus, on a
det(Bj — M) = (A\j — A)H9.
En effet, la matrice Bj représente la restriction de 7" a F) ;. Elle ne peut donc
pas avoir d’autre valeur propre que A; car les sous-espaces caractéristiques
sont en somme directe.

11. Endomorphismes nilpotents

Les endomorphismes nilpotents sont fondamentaux dans 1’étude de la
réduction des endomorphismes a la forme de Jordan. En effet, I’étude de
ces endomorphismes particuliers permet de mieux appréhender le cas des
endomorphismes non diagonalisables.

Définition XI.11.1. Un endomorphisme N € L(E) est nilpotent'” s’il
existe un entier positif k tel que N*¥ = 0. Le plus petit entier k vérifiant
cette égalité est appelé I'indice de nilpotence.

Exemple XI.11.2. Soit la matrice N donnée par

01 2 1
00 -2 3
N —
00 0 4
00 0 0
Ses puissances sont
00 —2 11 000 —8
00 0 -8 000 0
2 _ 3 _ 4 _
M=loo 0o o' looo otV =0
00 0 0 000 0

Il s’agit donc d’un endomorphisme nilpotent de C*.

Proposition X1.11.3. Soit N un endomorphisme nilpotent.
» Son indice de nilpotence est toujours inférieur ou égal a la dimen-
ston de E.
» N n’est pas inversible.
» Son spectre est réduit a {0}.

1TEn latin, nihil, nil : rien et potentia,e : puissance.
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Démonstration. Soit & le plus grand entier tel que N*~1 £ 0. 1l existe
donc = € E tel que N¥~12 £ 0. Les vecteurs

:U,Nx,...,Nk_lx

sont linéairement indépendants et de la, £ < dim F. En effet, supposons que

k—1
Z o; N'z =0,
i=0

avec les a; € C non tous nuls. Soit j le plus petit entier tel que a; # 0.
De 1a,

k—1 k—1
Nk—i-1 Zai N'z | = Zai NE+=G+D . = .
=] =]

Or N¥+i=G+1) = 0 des que i > j. La somme se réduit donc &
a; N1y =0
S——
#0
et on en conclut que a; = 0 ce qui est absurde.
Passons au deuxieme point. Si N était inversible, on aurait
NF1=NT1oNt=N"1o0=0

ce qui contredit la définition de k.

Enfin, pour le dernier point, N¥ = 0 et donc N* n’a que zéro comme
valeur propre. En conséquence du corollaire XI.7.4, si A\ est valeur propre
de N, alors \* est valeur propre de N*. On en tire que A = 0.

Proposition XI.11.4. 5i S et N sont deux endomorphismes nilpotents qui
commutent, alors S+ N et SN sont aussi nilpotents.

Démonstration. Soit ¢ un entier'® tel que S¢ = N¢ = 0. Puisque S et N
commutent, on trouve
(S+N)*=0 et (SN) =0.
[ |

Proposition XI1.11.5. Un endomorphisme nilpotent N non nul n’est ja-
mais diagonalisable.

Démonstration. Si NV est diagonalisable, 0 est racine simple du polynéme
minimum de N (cf. corollaire XI.10.5). De la, N = 0.

[ |

Proposition XI1.11.6. S7 E est de dimension n et si N est un endomor-

phisme nilpotent d’indice de nilpotence n, alors il existe une base e1, ..., ey,
de F telle que

181] suffit de prendre pour ¢ le plus grand des deux indices de nilpotence.

Sans le dire, on introduit
la notion de chaine.
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Ne; =0 et Nej:ej_l,j€{2,...,n}.

Autrement dit, N est représenté dans cette base par la matrice

01 0 - 0
0 1

J(n) =1 0

: 1

0 -+« «-v oo 0

Démonstration. Soit = un vecteur tel que N" !z # 0. Les vecteurs
N=lg N2z ... Nz, x

forment une base!? de E qui répond & la question.

12. Chaines engendrées par un endomorphisme

Soit T € L(FE) un endomorphisme quelconque. Avec nos notations
usuelles, rappelons que, par définition, F), = ker(T]mj). Ainsi, la restric-

tion?0 de T =T — \jid au sous-espace caractéristique F);,
TJ'\FAj 1 Fy, — Fy,

est nilpotent et son indice de nilpotence est m; (c’est une conséquence du
théoreme de stabilisation des images et des noyaux). Par conséquent, les
concepts introduits ci-dessous pour un opérateur nilpotent N quelconque se
transposent aisément a la restriction a Fy; de Tj.

Définition XI.12.1. Soit N € L(F) un opérateur nilpotent. On appelle
chaine (engendrée par N ) toute suite finie de la forme

ﬂ:,N:E,...,NZ_lx

ot N1z #£ 0 et Nz = 0. On dit que z est la téte de la chaine et que
N1z en est la queue. L’entier ¢ est la longueur de la chaine.

Remarque XI1.12.2. Par définition, la longueur ¢ d’une chaine est in-
férieure ou égale a l'indice de nilpotence k de N. Remarquons que pour
tout £ < k, il existe une chaine de longueur ¢£. En effet, il suffit de prendre
comme téte de chaine un élément appartenant & ker(N¢) \ ker(N‘~1) et on
se convainc aisément qu'un tel choix est toujours possible?!.

19L’argumen‘cation est identique a celle développée dans la preuve de la proposition
XI1.11.3.

200n sait déja que les sous-espaces caractéristiques sont stables pour 7' donc aussi
pour Tj. En effet, si  appartient & Fy;, alors Tz et Ajx appartiennent tous deux a Fj;
donc leur différence aussi.

21par définition méme de l'indice de nilpotence.
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Exemple X1.12.3. Poursuivons ’exemple XI1.11.2. On a

0 1 11 -8
s = 8 , Ney = nE N?e, = _08 , N3ey = 8 et N4e4:0
1 0 0 0
et
0 2 -2
0 —2 9 0 3
= N = N N - .

es | es R es 0 et e3 =0

0 0 0

Ainsi, e4 (resp. e3) est la téte d’une chaine de longueur 4 (resp. 3) engendrée
par N. Remarquons qu’en prenant comme téte de chaine le vecteur Ney
(resp. N2e4, N3ey, Neg, N2e3), on obtient une chaine de longueur 3 (resp.
2,1,2,1).

Exemple XI.12.4. Dans l'espace vectoriel R[z|3 des polynémes de degré
au plus 3, on considere I'application dérivée D,. Soit P(z) = 2% + 3z + 1.
Les élements
P, D,P=2x+3, D?P =2
forment une chaine de longueur 3 engendrée par D,.

Proposition X1.12.5. Les éléments d’une chaine sont linéairement in-
dépendants.

Démonstration. On procede comme dans la preuve de la proposition
XI.11.3.

On a méme un résultat encore plus général.

Proposition X1.12.6. Les éléments d’un ensemble C' de chaines sont linéaire-
ment indépendants si et seulement si les queues de ces chaines sont linéaire-
ment indépendantes.

Démonstration. La condition est trivialement nécessaire??

Il nous suffit donc de montrer que la condition est suffisante??. Soit L la
longueur maximale des chaines de C'. Pour tout ¢ € {1,..., L}, posons dy le
nombre de chaines de longueur ¢ de C. Soient

Te1s---5Tldy

les tétes des chaines de longueur £. Ainsi®*,

C={N"Pxpq|t=1,....L, d=1,....ds, k=1,...,0}.

226 des éléments sont linéairement indépendants, alors un sous-ensemble quelconque
de ceux-ci est encore formé de vecteurs linéairement indépendants.

23Le raisonnement est encore une fois analogue a celui développé dans la preuve de
la proposition XI.11.3.

240n adapte aisément la preuve dans le cas ou C' ne contient pas de chaine d’une
longueur ¢ donnée. Cette adaptation ne ferait qu’alourdir encore un peu plus les notations.
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Supposons que

L dp A
—k
E E E opdgr N g =0

(=1 d=1 k=1
avec des coefficients ay g1 € C non tous nuls. Soit K le maximum des £k
pour lesquels il existe ¢ € {k,...,L} et d € {1,...,ds} tels que ayq) # 0.
Alors,

L dy ¢ L dy ¢
K-1 —k kK1
N E E E ok N e | = E E apar N, 0= 0.
d—1

(=1 d=1 k=1
En outre, NZ*’”K*IJUM = 0si k < K car 774 est la tete d’'une chaine de
longueur £ et k < K entraine { —k+ K -1 =0+ K —(k+1) > (. Si
k > K, par définition méme de K, les coefficients ay 4 sont nuls. Des lors,

on trouve
L d

Z Z Qyd K Ngilxg’d =0.
(=K d=1
Or les queues des chaines sont linéairement indépendantes et donc, pour
tout £ € {K,...,L} et pour tout d € {1,...,ds}, apqx = 0 ce qui contredit
la définition de K.
[

On dit que des chaines sont linéairement indépendantes si leurs queues
sont linéairement indépendantes.

Théoréme X1.12.7 (Base répartie en chaines). Soit N un endomorphisme
nilpotent de E. Il existe une base de E formée des vecteurs de chaines
linéairement indépendantes réparties en longueurs décroissantes.

Démonstration. Soit m 'indice de nilpotence de N. Pour une plus grande
clarté, nous allons diviser la preuve en trois grandes étapes.
I. Construction de sous-espaces “S.” et d’un tableau.
On sait que
ker(N*®) C ker(N*1), sik <m
et que ker(N*) = E, si k > m. Pour k =m,m —1,...,2,1, on construit de
proche en proche des sous-espaces vectoriels?® Sj, de ker(N k) Pour k£ = m,

on choisit .S, de maniere telle que

ker(N™ 1 @ S,, = ker(N™) = E.

Si on dispose de Sy, Spm—1,---,5k+1 (avec k& < m — 1), on choisit Si de
maniere telle que
m .
(12) ker(NF=1) + 37 NITH(S;) | @ Sk = ker(N*).
j=k+1

250n pourra observer qu’il n’est nullement génant qu’un de ces sous-espaces vectoriels
Sk soit réduit & {0}.
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Observons que ce choix a un sens car les sous-espaces intervenant dans le
membre de gauche sont tous des sous-espaces de ker(NF),

ker(N*"1) 4+ N (Sg1) +N? (Sgya) +--+N™F (S,)
— S~—— S~——

——
Cker(N¥) Cker(Nk+1) Cker(Nk+2) Cker(N™)
Ve —~
Cker(N¥) Cker(NF) Cker(N*)
Considérons une base?8
Thly- -y Thdy,
de chacun des sous-espaces vectoriels Si, k € {1,...,m}, di étant la dimen-

sion de Si. On construit alors le tableau suivant formé de chalnes ayant les
x;; pour tete

Nm—lxm’1 . Nm*kxmyl C T
Nm_lmm,dm . Nm_kxm,dm o Tmd,
Nl oo Tk,1
(13) :
Nk_lxk7dk s Lk, dy
r1,1
T1,dy

I1. Indépendance linéaire des éléments du tableau.

Au vu de la proposition précédente, les éléments du tableau sont linéairement
indépendants si les éléments de la premiere colonne le sont. Supposons ces
derniers linéairement dépendants et qu’il existe une relation linéaire

m  d

Z Z Oék,deilxk,d =0

k=1d=1
avec les ay ¢ non tous nuls. Soit K le minimum des k£ pour lesquels il existe
de{l,...,d;} tel que o q # 0. Ainsi, la relation linéaire précédente peut
se réécrire

m  dg m

dg,
DD cwa N Tlapg= NS Y 0D g NFRaa | =0

k=K d=1 k=K d=1

26g; Zk,; est un vecteur d’une base de Si, alors kak’j = 0 car Sk est un sous-espace
vectoriel de ker(N¥) et N*71x;, ; # 0 car Si est en somme directe avec ker(N*71). On

peut donc construire une chaine de longueur k de téte xx,;.
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ce qui signifie que

m  dg
Z Z Qg d Nkink,d € ker(NKfl).
k=K d=1
Des lors,
di dr 41 dm
Z AR dTK,dT Z AK11,d NxKJrl’d + - -—‘rz Q. d NmK Tm,d € ker(NK_l)
d=1 d=1 e d=1 —~
€SK+1 €Sm
et donc?”
di m
Za;{,d TR,d € ker(NKfl) + Z NkiK(Sk)
d=1 k=K+1
Or zk1,..., 2K 4 forment une base de Sk. Par conséquent, au vu de la
relation (12), on a
Qg1 =" =0 de =0

ce qui contredit la définition de K.
ITI. Partie génératrice.

Il est facile®® de voir que les éléments des k premieres colonnes (k > 1) du
tableau (13) appartiennent tous & ker(N*).

Nous allons montrer qu’ils forment en fait une base de ce sous-espace
(en particulier, pour k = m, le tableau tout entier formé des m colonnes est
alors une base de ker(N™) = E).

Nous avons au point précédent vérifié que ’ensemble des éléments du
tableau (13) était une partie libre, il nous suffit des lors de démontrer le
résultat suivant.

Lemme XI1.12.8. les éléments des k premiéres colonnes du tableau (13)
engendrent ker(N*), k> 1.

On procede par récurrence sur k. Mais commencons par une remarque
préliminaire fort utile.

Remarque X1.12.9. L’espace Nj*Z(Sj), 1 < ¢ < j, est engendré par
Njiz.%'jﬂ, e, Nj*ij,dj
et ces vecteurs appartiennent a la ¢-ieme colonne du tableau (13). En effet,

Tj1,...,%jq4; forment une base de S;. Si y appartient Nj_g(Sj), il existe
donc z € S tel que N/ ~tz =y et des coefficients o tels que

dj dj
=1 i=1

27L’argument est simple. Soient A, B deux sous-espaces vectoriels. Sit+u € A et
uw€ Byalorst=(t+u)+ (—u) € A+ B.

28La premiere colonne de (13) est constituée de queues de chaines engendrées par N
et ses éléments appartiennent donc a ker(N). On obtient la conclusion en raisonnant de
proche en proche.
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Cas de base. Pour k = 1, la formule (12) devient

m
ker N =S @Y NI7'S;.

=2
On conclut directement car x11,...,%1 4, forment une base de S et donc
I’engendre. De plus, par la remarque précédente, pour j = 2,...,m, Nj_lSj
est engendré par Nj_lxﬂ, . ,N]_lx%dj.

Induction. Supposons a présent que les k — 1 premieres colonnes de (13)
engendrent ker(N*~1) et montrons que les k premieres colonnes engendrent
ker(N*). Au vu de (12),

m
ker N¥ = | ker(N*=1) + Z NITF(S;) | @ Sk = ker(N*).
j=k+1
Par hypothese de récurrence, les k— 1 premieres colonnes de (13) engendrent
ker N¥~1. Par la remarque XI.12.9,

Nzgy11,..., Nogy1,4,,, engendrent NSk g
Nm’kxm,l, e ,Nm’kmmdm engendrent N™ kS, .
Enfin, xy1,..., 74, engendrent Si. On en conclut que les k premieres

colonnes du tableau (13) engendrent ker N*.

Ceci acheve la preuve. Les éléments du tableau tout entier forment une
base de ker(N") = E. Bien évidemment, ce tableau est formé de chaines
de longueur décroissante.

La base dont il est question dans le théoreme précédent n’est pas unique
(cf. la remarque XI.14.2 pour un exemple numérique). Cependant, toutes
les bases réparties en chaines ont des propriétés communes et en particulier,
la forme du tableau (13) est bien déterminée.

Supposons que U est une base quelconque de E formée par des chaines
linéairement indépendantes et engendrées par N. On place les éléments de
U dans un tableau semblable a (13). En d’autres termes, on ordonne les
chaines par longueur décroissante, une ligne du tableau correspondant a une
chaine de U et on écrit les chaines en commencant par leur queue. Par
exemple, si U est formé de deux chaines de longueur 5, d’'une chaine de
longueur 4, d’une chaine de longueur 3, de deux chaines de longueur 2 et



On pourrait croire

qu’on redémontre un
résultat déja connu !
Il n’en est rien. Dans la
preuve précédente, on a

considéré un tableau tres
Ici la propo-
sition concerne une base
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chaines.
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252 Chapitre XI. Opérateurs linéaires, diagonalisation et réduction

d’une chaine de longueur 1, on a un tableau de la forme

N4$1 N3£Cl N2$1 le T
N*zy aN3zs aNZ%xy aNzo axo
N3z3 aNZ?zs aNzs azxs
N2z, aNzy axy
Nxs azxs
N.%'G T6

x7

Proposition X1.12.10. Awec les notations précédentes, les k premiéres
colonnes du tableau forment une base de ker(N*). En particulier, la longueur
de la plus longue chaine du tableau est lindice de nilpotence de N.

Démonstration. Puisque tous les éléments du tableau sont linéairement
indépendants, il suffit de montrer que tout vecteur z annulé par N* est
combinaison linéaire des vecteurs des k premieres colonnes. Puisque U est
une base de F, on peut écrire

u v
xr = Zaryr‘f‘Zﬁszs
r=1 s=1

ol Yi,-.-.,Y, sont les vecteurs des k premieres colonnes et zi,...,z, les

vecteurs des autres colonnes du tableau. Il vient

u v
Nky = a, NFy,. + Nz,
TZl . Oyr Szlﬁs ;

Par construction du tableau, les éléments N¥z,, ..., N*z, sont des éléments
distincts du tableau et sont donc linéairement indépendants. De la, on en
conclut que f1 =--- = G5 = 0.

Le cas particulier est immédiat. Soit ¢ la longueur de la plus longue
chaine du tableau. En particulier cela signigie qu’il existe y tel que N* =1y #
0. Tout élément x de E étant combinaison linéaire des éléments du tableau,
il est clair que N'x = 0 pour tout # € E. Ceci termine la preuve.

[
Remarque XI1.12.11. La proposition précédente nous a montré que quelle
que soit la base répartie en chalnes considérée, les k premieres colonnes du

tableau correspondant & (13) forment une base de ker(N*). Ainsi, le nombre
d’éléments se trouvant dans les k£ premieres colonnes est toujours

dim(ker(N*)) = n — dim(Im(N*))
rg(NF)
et en particulier, le nombre d’éléments dans la k-ieme colonne est
dim(ker(N*)) — dim(ker(N*71)) = dim(Im(N*1)) — dim(Im(N*))
= 1g(VEY) — rg(NVH).
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La forme du tableau de chaines ne dépend donc pas de la base choisie. On
peut la déterminer en calculant les rangs des opérateurs N, N2, ..., N™,

Remarque X1.12.12. Nous avons déja insisté sur I'importance d’avoir des
sous-espaces stables pour 7' (cf. remarques XI1.9.4 et XI.10.6) dans le but
obtenir une représentation matricielle de T' sous forme composée diagonale.
Au vu du théoreme XI1.12.7, on peut trouver une base de F); répartie en
chaines engendrées par T;. Notons que 'enveloppe linéaire des vecteurs
d’une telle chaine est stable pour T'. En effet,

T(Tfz) =T e+ \Tj .

Ainsi, une base de F)); répartie en chaines fournit une décomposition de F,
en une somme directe de sous-espaces stables pour T' (cette décomposition
n’étant pas unique).

13. Réduction a la forme canonique de Jordan

Nous avons a présent a notre disposition I’ensemble des outils nécessaires
pour représenter un endomorphisme 7" de la maniere “la plus simple possible”
(encore a définir). On sait notamment que

> E:FA1 @'”@F)‘p’

» les sous-espaces caractéristiques F; sont stables pour T,

» lopérateur T} restreint a F); est nilpotent, on peut donc construire
une base de F); répartie en chaines engendrées par 77,

» 'enveloppe linéaire des vecteurs d’une telle chaine est stable pour
T et une base de F), répartie en chaines fournit donc une décom-
position de F); en une somme directe de sous-espaces stables pour
T.

Théoreme XI1.13.1. Pour tout endomorphisme T € L(E), il existe une
base de EZ dans laquelle la matrice qui représente T’ est une matrice composée
diagonale dont les blocs diagonaux sont de dimension 1 ou sont de la forme

A1 0 - 0
0 X 1

0
: . 1
0 -« -+ 0 X

ot \ est une valeur propre de A. Plusieurs blocs diagonauz peuvent corres-
pondre & la méme valeur propre. Cette forme canonique est unique a une
permutation des blocs diagonaux pres.

Démonstration. Soient A1,..., A, les valeurs propres distinctes de 7.
L’opérateur T; = (T — A; id) restreint a F; est nilpotent, d’indice de nilpo-
tence m;. Auvudu théoreme X1.12.7, il existe une base U; de F), répartie en
chaines engendrées par 7). Sile tableau formé par ces chaines (ce tableau est

T =Tj + A, id.
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construit de maniére analogue au tableau (13)) contient ¢ lignes de longueur

respective £1,...,¢; (autrement dit, si U; contient ¢ chaines?®), alors, au vu

de la remarque XI1.12.12, la matrice qui représente Tj‘ Py dans cette base de
J

Fy; est de la forme

J(41)
J (L)
ou, pour rappel,
0 1 0 0
0 1 .o
Jn)=1: .0
: 1
0 -+ v - 0

est une matrice carrée de dimension n. La restriction de T" a F)y; est telle
que
T\F,\j =Aj ZdF/\j + TJ‘|FAJ.'

Dés lors, la représentation de Tjr, dans la base U; est de la forme
J

J3, (61)
A=
7,0
ol
A1 0 0
0 A 1 .o
Jn)=Jn)+ M= . o -l
: . o1
0 -« - 0 A\

est appelée matrice de Jordan. Nous pouvons a présent conclure car, par le
théoreme X1.10.4, les sous-espaces caractéristiques sont en somme directe et
leur somme donne E. Si on considere la base de E formée par les vecteurs
des bases Uy, ..., U,, alors '’endomorphisme 7" se représente dans cette base
par une matrice composée diagonale

diag(A1, ..., A4,).

Si on dispose d’une autre décomposition en blocs de Jordan comme
représentation de T' dans une base U’, il est clair que chaque bloc de Jor-
dan de valeur propre A; et de dimension r provient de vecteurs de base
correspondant a une chaine engendrée par 7 de longueur r. La conclusion
découle de la remarque XI1.12.11.

2gRappelons que dim F; = p; et donc £1 + -+ + £; est égal a la multiplicité de A;
comme racine du polynéme caractéristique de T'.
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Remarque XI.13.2. Deux endomorphismes T et 7' ont la méme forme
de Jordan s’ils ont les mémes valeurs propres et si les formes des tableaux
des bases de F), réparties en chaines engendrées respectivement par les
restrictions (7" — \; id), By, (1) ©t (T" — Njid), Fx, (T7) coincident.

Remarque XI.13.3. Si dans les tableaux constituant une base répartie
en chaines, on avait commencé par les tétes au lieu des queues, on aurait
obtenu dans la décomposition canonique de Jordan des blocs carrés ayant
une valeur propre sur la diagonale et des 1 en dessous de la diagonale.

14. Quelques exemples

Exemple XI1.14.1. Considérons la matrice

1 0 -1 10
-4 1 =3 21
A=1-2 -1 0 1 1
-3 -1 -3 4 1
-8 -2 -7 5 4

et réduisons-la a la forme canonique de Jordan. Il s’agit simplement d’un
opérateur particulier 7 : C5 — C° :  — Az. On calcule tout d’abord son
polynéme caractéristique

I-x 0 -1 1 0
4 1-X -3 1
det(A—AX)=det | -2 -1 —-x 1 1 [ =-(-2°
-3 -1 -3 4-X 1

-8 -2 =7 ) 4— A

Ainsi, 2 est I'unique valeur propre de A de multiplicité algébrique p = 5.
Recherchons la dimension du sous-espace propre correspondant. On a

-1 0 -1 10

-4 -1 =3 2 1
A-2I=|-2 -1 -2 1 1
-3 -1 =3 2 1
-8 -2 -7 5 2

On observe que, dans cette matrice, Ly = L1 + Lo + Ly et Ly = L1 + Lg.
Ainsi, si on remplace Lo par Ly — (L1 + L3) et L3 par L3 — Ly, on obtient
un systéme suivant équivalent a (A — 2I)z = 0,

z1
-1 0 -1 10 T2
-1 0 0 00 z3 | =0
-1 -1 -1 0 1 T4



Pour calculer dim E5, on
aurait pu procéder plus
rapidement en calculant le
rang de la matrice A — 21
et en utilisant le fait que
dim Ey =5 —rg(A — 2I)

cf. remarque XI1.12.11.

dimFy =p =25
et ici, on a
2+24+1=5
vecteurs de base.
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et les conditions z1 = 0, x3 = x4 et x9 + x3 = x5. Ainsi, le sous-espace
propre Fs est égal a

_ =0 O
_ o O = O
—

1

et sa dimension vaut 2. On en conclut que A n’est pas diagonalisable puisque
dim Fy < 5.
Calculons®® & présent les puissances de A — 21,

00 0 00
00 0 00
(A-2)?=|[-1 0 -1 1 0 et (A—2I)°%=0.
-1 0 -1 10
-1 0 -1 10

La forme du tableau d’une base de F; répartie en chaines est donnée par les
formules suivantes :

hauteur de la colonne 1 :5—rg(A—2[)=5-3=2,
hauteur de la colonne 2 : rg(A—2I) —rg(A—21)2=3-1=2,
hauteur de la colonne 3 : rg(A—2I)2 —1g(A-2[)3=1-0=1.

Ainsi, ce tableau est de la forme

k| ok | ok ‘

k| X%

En particulier, puisque la longueur maximale des chaines est 3, on peut
retrouver le fait que le polynéme minimum de A est (A — 2)3. Il nous reste
a présent a construire des chaines linéairement indépendantes de longueur
respective 2 et 3 engendrées par A — 21. La téte d’une chaine de longueur 3
est un vecteur x tel que (A —2I)3z = 0 et (A —2I)%x # 0. On peut prendre
x = ey et on a la chaine (en commencgant par la queue)

0 ~1
0 —4
(A—2D)%; = | 1|, (A=2De; = | =2, e1.
-1 -3
-1 —8

La téte d’une chaine de longueur 2 est un vecteur y tel que (A—21)%y = 0 et
(A—21)y # 0. 11 faut de plus s’assurer que les queues des chaines (A —21)2x
et (A—21)y sont linéairement indépendantes pour que les chaines le soient et

30Puisque (A —2I)% = 0, A — 2T est un endomorphisme nilpotent de E et on a en
particulier, ker((A — 2I)%) = E. On a méme ker I = {0} C ker(A — 2T) C ker(A — 2I)% C
ker(A —2I)% = E = ker(A —2)* = ...
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forment une base. On peut prendre y = e et on a la chaine (en commengant
par la queue)

0
-1
(A — 2[)62 = —1 , €2
-1
—2
La matrice S formée sur ces chaines est
0O -1 1 0 0
0 -4 0 -1 1
S=]1-1 -2 0 -1 0
-1 -3 0 -1 0
-1 -8 0 -2 0
A titre indicatif, on a
00 2 —4 1
00 1 -1 0
St=110 1 -1 0
00 -5 6 -1
01 -1 2 -1
Grace aux constructions réalisées, il vient
21 0 00
02100
ST'AS=10 0 2 0 0
000 21
000 0 2

qui est constitué de deux blocs de Jordan car la base de Fs contient deux
chailnes.

Remarque X1.14.2. La base choisie n’est pas unique. On aurait pu pren-
dre comme téte de chaine de longueur 3, par exemple, le vecteur = = e3 (ou
aussi = e4) et construire la chaine

0 -1
0 -3
(A—2D)%es=|-1], (A—2De3=| -2, e3
-1 -3
-1 -7

et comme téte de chaine de longueur 2, y = es,

0

(A — 2[)65 =

N I e



Démontrez-le !
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Il est clair que les queues (A — 2I)2%e3 et (A — 2@)es sont linéairement in-
dépendantes. Ainsi, on pourrait vérifier que la matrice

0 -1 0 0 O

0 -3 010
S=]1-1 -2 110
-1 -3 010
-1 -7 0 2 1

réalise la méme réduction.

Remarque XI1.14.3. Connaissant la forme de Jordan de A, on peut cal-
culer assez facilement A™. En effet,

210 0 0
02100
A"=S10 0 2 0 o St
000 21
0000 2

Il suffit donc de savoir calculer les puissances n-iemes des différents blocs de
Jordan. Une simple récurrence donne

2 1 0\" /2" n2"' n(n-1)2"3
021 =(0 2 n2n1
00 2 0 0 il

et n
2 1\ (2" n2n!
02/ \o 20 )°

Exemple X1.14.4. Soit la matrice

5 -1 -3 2 =5
0 2 0 0 O
A=11 0 1 1 =2
0 -1 3 1
1 -1 -1 1 1

Une fois encore, on peut voir cette matrice comme un opérateur 7' : C° —
C® : 2 — Axz. Le polynéme caractéristique de A est donné par

5-\2 -1 -3 2 -5
0 2-X 0 0 0
det(A—XI) =det | 1 0 1-Xx 1 -2 | = -(2=23(1-3)%
0 —1 0 3-Xx 1
1 -1 -1 1 1-2X
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La matrice A possede donc deux valeurs propres 2 et 3 de multiplicité al-
gébrique respective 3 et 2. Déterminons les sous-espaces propres correspon-
dants. Recherchons tout d’abord les solutions de (A — 2I)x = 0. Il vient

3 -1 -3 2 -5
0 0 0 0 O
A-2I=(1 0 -1 1 -2
0 -1 0 1 1
1 -1 -1 1 -1
Cette matrice est de rang 3 car
-3 2 -5
det | -1 1 -2 =-2
0 1 1
et tous les déterminants bordés sont nuls,
3 -3 2 -5 -1 -3 2 -5
1 -1 1 =2 0 -1 1 =2
det 00 1 117 0 et det 10 1 117 0.
1 -1 1 -1 -1 -1 1 -1

Par conséquent, ’ensemble des solutions du systeme (A — 2I)z = 0 est un
sous-espace vectoriel de dimension 5 — 3 = 2 et dim Fs = 2 < 3. La matrice
A n’est donc pas diagonalisable. On a

1 0 -1 0 -2
00 0 0 0
(A-2D)*=10 0 0 0 O
1 -2 -1 2 0
1 -1 -1 1 -1

qui est une matrice de rang 2 car C3 = —C1, Cy = —Cy et C5 = —2C1 4 Cs.

En outre, on sait que ker((A — 2I)*) est égal & I’espace caractéristique
Fy, pour tout k > 3, car 3 est la multiplicité algébrique de la valeur propre
2 (cf. la remarque faite a la fin de la définition X1.9.3). II est donc inutile
de calculer d’autres puissances de A — 2I. En particulier, puisque F5 a pour
dimension la multiplicité algébrique de la valeur propre 2, c’est-a-dire 3, on
en déduit®'que le rang de (A - 21)* est 5 — 3 = 2, pour tout k > 3.

La forme du tableau d’une base de Fs répartie en chalnes est donnée par
les formules suivantes3? :

310n peut attirer lattention du lecteur attentif sur une différence majeure avec
lexemple précédent. Dans ce dernier, on avait (A — 2])3 =0 et F» = E. En d’autres
termes, il s’agissait d’un opérateur nilpotent de E d’indice de nilpotence 3. Ici, il n’est
pas possible d’avoir une telle situation car on sait que E = Fy @ F3 et les deux sous-
espaces Iy et F3 sont au moins de dimension 1. Par conséquent, il est impossible d’avoir
(A-21 )k = 0 pour un k quelconque car sinon F5 serait égal a E tout entier. Dit autrement,
dans l'exemple précédent, le rang de (A — 21 )k se stabilisait & 0 et ici, il se stabilise a 2.

320n veut encore une fois appliquer la formule de la remarque XI1.12.11 pour calculer le
nombre d’éléments dans la k-ieme colonne du tableau. Cependant, cette formule s’applique
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hauteur de la colonne 1 :5—rg(A—2[)=5-3=2,
hauteur de la colonne 2 : rg(A —2I) —rg(A—20)?=3-2=1.

Ainsi, une base de Fy répartie en chaines sera de la forme

* | X% ‘

*

Le vecteur y = es + e4 est la téte d’une chaine de longueur 2 engendrée par
A — 21 car
(A—20)%(eg +eq) =0et (A—2I)(ea +e4) = €1 +e3.

Le vecteur z = e +eg est la téte d’une chaine de longueur 1 car (A—21)(e; +
e3) = 0, mais ce choix est incompatible avec le choix de y car les queues
des deux chaines seraient identiques et donc linéairement dépendantes. Par
contre, on trouve aisément que

z =e9 — 2e3 + €5

convient.
Recherchons & présent les solutions de (A — 3I)x = 0. La matrice

2 -1 -3 2 =5
0 -1 0 0 O
A-3I=|1 0 -2 1 -2
0 -1 0 0 1

1 -1 -1 1 =2

est de rang 4, on le vérifie aisément en calculant le déterminant de la matrice
privée de ses premiere colonne et deuxieme ligne qui est non nul. De plus, la
premiere colonne coincidant avec la quatrieme, le rang n’est pas 5. Par con-
séquent, le sous-espace propre associé a la valeur propre 3 est de dimension
1. On calcule

-4 2 5 —4 8
01 0 0 0
(A-3I)*=|-2 0 3 -2 4
1 0 -1 1 =2

-1 1 1 -1 2

Son rang est nécessairement 3 car ker((A — 3I)2) = F3 qui est de dimension
2 (en effet, 2 est la multiplicité algébrique de la valeur propre 3). Ainsi, la

A un opérateur nilpotent et ici, 'opérateur T : C° — C® : z +— (A—2I)x n’est pas nilpotent
sauf si on le restreint a ’espace caractéristique F». Si on considere une telle restriction, il
est clair que

dimker ((A — 2[)‘F2)k = dimker (4 — 21" = 5 — rg(A — 2I);
en effet, c’est une conséquence du théoréme de stabilisation des noyaux : si (A — 2I)*z =

0, alors x € Fy. Cette remarque montre donc que 'on peut raisonner sur le rang des
puissances de la matrice A — 21 sans se préoccuper d’une éventuelle restriction,

dimker ((A — 2[)‘F2)k — dimker ((A — 2[)‘1172)’“71 =rg(A—20)""" —rg(A —2D)".
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forme du tableau d’une base de F3 répartie en chaines est donnée par les
formules suivantes :

hauteur de la colonne 1 :5—rg(A—3[)=5—-4=1,
hauteur de la colonne 2 : rg(A—3I) —rg(A—31)?=4-3=1.
Ce tableau a donc la forme

Le vecteur 2e; +e5 est la téte d’une chaine engendrée par A— 31 de longueur
2. En effet,

(A —30)%(2e; +e5) =0et (A—3I)(2e1 +e5) = —e1 + e4.

Remarque XI.14.5. La longueur maximale d’une chaine de la base de F»
(resp. F3) répartie en chaine étant 2 (resp. 2), on en déduit que le polynéme
minimum de A est

(A—2)2(\—3)2%
Nous pouvons a présent considérer la matrice S donnée par

10 0 -1 2

01 1 0 O
10 -2 0 0
01 0 1 O
00 1 0 1

A titre indicatif,

—_
S = O N
|
—_
—_
[
[\

—_
|
—_
| = =
—_
—_
|
—_

Il est clair que

2100 0
02000
S7tAS=1(0 0 2 0 0
00031
0000 3

Remarque XI1.14.6. Par des raisonnements analogues a ceux développés
a la remarque X1.14.3, on trouve

o p2n=l o9 0 0

A" =S

o o oo
o o o

o

w

3

3

W

i

—_



Une réduction australi-
enne.. .
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Remarque X1.14.7. On aurait pu placer les colonnes de S dans un autre
ordre (en plagant bien évidemment les vecteurs d’'une méme chaine de maniere
consécutive dans les colonnes de S’). Par exemple,

-1 2 0 10 -1 0 1 0 2
0 0 1 01 1 -1 -1 1 -1
SS=10 0 -2 1 0]et S t'=1-1 1 1 -1 2
1 0 0 01 -2 2 3 -2 4
0 1 1 00 1 0 -1 1 =2
donnent
31000
03000
S1AS"=10 0 2 0 0
000 21
0000 2

On pourrait aussi renverser 'ordre des vecteurs au sein d’une méme
chaine (en commencant par les tétes et non les queues). Par exemple, si on

prend
2 -1 01 0
0 0 10 1
=10 0 01 =2,
0 1 10 0
1 0 00 1
on trouve
1 -1 -1 1 -1
-1 0 1 0 2
s"~'—=11 0 -1 1 -2
-2 2 -2 4
-1 1 1 =1 2
et
30000
1 3000
S"1AS" =10 0 2 0 0
00120
0000 2

Remarque X1.14.8. Tout comme a la remarque XI.5.4 qui concernait les
matrices diagonalisables, si Aq,..., A, sont les valeurs propres distinctes de
A € C}, alors pour tout entier k

~ (0
k _ k
(A%)ij =) Pij N
=1
)
J

ot les P/ est un polynome tel que

deg PZ(? < my.



XI.15. Résumé du chapitre 263

On retrouve donc en particulier le résultat de la remarque XI1.5.4, car si une
matrice est diagonalisable, alors my = 1 pour tout £ =1,...,p.

15. Résumé du chapitre

Soit T un endomorphisme de L(F) ayant Ay, ..., \, comme valeurs pro-
pres distinctes.

Premier cas :

IL’endomorphisme T' est diagonalisable si et seulement si
E:E}\l @...@E)\p_

Dans ce cas, on a une base formée de vecteurs propres de E dans laquelle T’
se représente par une matrice diagonale (il suffit de prendre pour base de FE
une union de bases de chacun des E},).

Rappelons que pour vérifier qu'un endomorphisme est diagonalisable, il
faut et il suffit que les multiplicités algébrique et géométrique de chaque
valeur propre coincident.

Second cas :

L’endomorphisme T n’est pas diagonalisable, on a
EQE\ & - ®E),.
I nous faut alors introduire les sous-espaces caractéristiques Fy,, ..., F), ol
-
Fy; =ker (T;7)

avec T =T — \;id et m; est la multiplicité de A\; comme zéro du polynome
minimum de 7'. (Pour rappel, la notion de polynéme minimum découle du
théoreme de Cayley-Hamilton et du fait que C|[z] est un anneau principal).
Ces sous-espaces caractéristiques ont deux propriétés fort agréables :

> E:FA1 @'”@F)‘p’

» chaque F); est stable pour 7', i.e., T'(Fy;) C Fy,.
Ainsi, dans une base de F obtenue comme union de bases de chacun des
Fy;, T' se représente par une matrice composée diagonale (chaque bloc dia-
gonal étant de dimension égale a la dimension de F), a savoir la multiplicité
algébrique p1; de \; comme zéro du polynéme caractéristique de T').

On peut encore faire mieux qu’une réduction & une forme diagonale
composée en choisissant des bases particulicres des F),. Il est clair que T}
restreint a F); est un opérateur nilpotent. On peut donc construire une base
de F); répartie en chaines engendrées par T}.

On note que :

Bien sir, chaque E>\j
est stable pour T,
T(Ex;) € En;-

Pour la premiere,

la démonstration fait
appel aux projecteurs
spectraux.

Pensez a la définition de
F>‘j .
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» Pour une base de F); répartie en chaines mise sous forme d’un
tableau ou chaque ligne correspond a une chaine, bien que la base
ne soit pas unique, la forme du tableau est quant a elle unique
— si les lignes sont disposées par longueur décroissante, la k-ieme

- , k=1 _ , k
colonne du tableau contient exactement rg(7 | ij) rg (7 | ij)

éléments.
Dans le cas particulier d’'une matrice A € C7, il est facile de se
convaincre que cette formule devient

rg(A — N\ —rg(A — N DF.
» L’enveloppe linéaire d’une chaine engendrée par T} est stable pour
T.

Ce choix de base de E fournit une représentation de I’endomorphisme T
réduit a la forme de Jordan. On a autant de blocs de Jordan

A1 0 - 0
0 N 1

o .
: S
0 -+ o 0 N\

associés a la valeur propre A; que de lignes dans le tableau de la base de F);
répartie en chaines. Les tailles de ces blocs sont exactement les longueurs
des chaines de la base de F); répartie en chaines.



CHAPITRE XII

Matrices particulieres

1. Retour sur le produit scalaire

Commencons par quelques rappels concernant le produit scalaire de C™.
Si x et y sont deux vecteurs de C", le produit scalaire (canonique) de ceux-ci
est donné par (x,y) = y*z. Ces deux vecteurs sont orthogonauz si (x,y) = 0.
Un vecteur z est normé, si sa norme |z| = /(x,z) vaut 1. Pour plus de
détails, se rapporter a la définition I11.5.3.

Définition XII.1.1. Des vecteurs x1,...,z, € C" sont orthonormés s’ils
sont normés et deux a deux orthogonaux, i.e.,

<l‘l,x_]> = 5i,j, \V/Z,] € {]-7 .. 7p}

Proposition XII.1.2. Des vecteurs non nuls x1,...,x, orthogonaur deux
a deuz sont linéairement indépendants.

Démonstration. Soient des nombres complexes Aq,...,\,. Supposons

que
)\1$1+"'+)\p$p:0.

En considérant le produit scalaire avec z;, ¢ € {1,...,p}, on trouve

<)\1£Cl + -+ )\p$p,$i> = )\1<.T1,$Z'> + -+ )\p<l‘p,$i> = )\z|xz|2 =0.
Par conséquent, \; = --- = X\, = 0 et les vecteurs sont linéairement indépen-
dants.

[ |

Le produit scalaire permet de calculer les composantes d’un vecteur dans
une base donnée.

Proposition XII.1.3. Soient x1,...,x, des vecteurs non nuls orthogonauz
deuz a deuzx. Si ,
Tr = Z )\Z €Ty,
i=1
alors
T, T;
|3l
Démonstration. C’est immédiat. En multipliant par z;, j € {1,...,p},
on a
p D
(@, 2) = N (@i, wy) = > Niiglal® = Ny
i=1 i=1

265
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Ceci acheve la preuve.

Proposition XI1.1.4. * [Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt]
Soit p vecteurs linéairement indépendants x1,...,x,. Il existe p vecteurs
combinaisons linéaires de ceux-ci qui sont non nuls et orthogonauzr deux a
deuz.

Démonstration. On procéde par récurrence sur p. Si p =2, on a
2
(x2 + Ax1,m1) = (T2, 71) + A1 ]”.

Ce produit scalaire est nul si et seulement si

y o _lr22)
|1 [?
Les vecteurs xp et x’z = T9 — %xl sont orthogonaux. De plus, z1 et xo

étant linéairement indépendants, z, est non nul.

kxl

Ficure XII.1. Orthogonalisation de Gram-Schmidst.

N 7 ! /
Supposons a présent que z,...,x, ; sont p — 1 vecteurs orthogonaux
deux a deux, non nuls, combinaisons linéaires de x1,...,zp—1. Pour tout
vecteur z et tout j € {1,...,p— 1}, on a

p—1 p—1
(@ =Y Niwp,al) = (z,a)) = ) Nilah, @) = (@, af) — Al
=1

i=1

. . pfl o N i / . .
Ainsi, x — ) 7| M@, est orthogonal & 7, ... ;T Sl et seulement si
/
)\' o <$7 xj>
J /12
|}
En particulier,
p—1 /
- (xp, ;) !
P v
i=1 i
est un vecteur orthogonal a x’l,...,x;_l. De plus, il est non nul car
xl, ... ,x;_l sont combinaisons linéaires de x1,...,7r,—1 et par hypothese,

x, ne peut étre combinaison linéaire de ceux-ci.
]
1Ce résultat s’énonce aussi en disant qu’a partir des vecteurs linéairement in-

dépendants z1,...,zp, on peut construire p vecteurs orthogonaux yi,...,y, tels que
>$17 B mP<:>y17 ) yP<
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Remarque XII.1.5. Si z1,...,x, sont des vecteurs non nuls orthogonaux

deux & deux, alors £ sont des vecteurs orthonormés. Ainsi, grace

Z1 Zp_
e
au procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, il est clair que tout sous-
espace vectoriel de C™ possede toujours une base orthonormée.

Proposition XII.1.6. Si B = (ey1,...,e,) est une base orthonormée d’un
sous-espace vectoriel E de C", alors pour tous x,y € F,
p
r = Z(x,eﬁ e;.
i=1

Autrement dit, la i-iéme composante d’un vecteur x dans une base orthonor-
mée est le produit scalaire de x avec le i-ieme vecteur de base. De plus,

p
<CL‘, y) = Z<‘T’ €i> <ya ei>'
i=1
Autrement dit, si (1, ... ,Tp) et (y1,. .. ,Yp) sont les composantes respectives

de x ety dans B, alors

p p
(wy) =Y ws, et o =) |l
i=1 =1

Démonstration. La premiere partie de cette proposition est une con-
séquence directe de la proposition XII.1.3.

Passons a la seconde partie. Puisque B est une base, z = ) z;e; et
y=>, ;Yi€j Ainsi, par linéarité du produit scalaire sur le premier facteur
et antilinéarité sur le second facteur,

P P p P
(oy) = Qwier, Y yje) =) Y wifjleie;).
i=1 j=1 i=1 j=1
Puisque B est orthonormé, il vient
P P _
<.T, y> = lem = Z(m? ei> <y7 ei>
i=1 i=1

ol, pour la derniere égalité, on a utilisé la premiere partie de cette proposi-
tion.

Exemple XII.1.7. Soient les trois vecteurs

1 0 {
Tl = 0 , Lo = 1 , L3 = 1
{ -1 0

Construisons une base orthonormée de C? de maniere telle que les vecteurs
de base soient combinaisons linéaires de x1,x2,z3. Construisons une base
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orthogonale au moyen du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.
Posons = = x1,

0 : 1 —i/2
o wmay (O e (B (Y
A U B R
! -1 i —1/2
et
, , i /1 —i/2 i
1
xg:x3—<x3’,x21>x'1—<x3’/x22>x'2: 1]-2lo]-2 1 == |1

On vérifie aisément que z/,z), x4 sont orthogonaux. On obtient une base

) r_ 1 r_
orthonormée en normant ces vecteurs, |z = v/2, |7h| = /3/2, |v4] = 2/V/3.
On a donc la base orthonormée suivante

ep=—=—10 g = —= = — 1 e3 = =—11
Recherchons a présent les composantes du vecteur
2i
z= 1141
1

dans cette base orthonormée. Pour ce faire, il suffit de calculer les produits
scalaires suivants,

By ey VB,

4
(z,e1) = 72, (z,e9) = 5 3 ﬁ + ﬁz

) <2763> - 3 3

On pourra vérifier que

z= giﬁ%—(—?%-?i)ez%-(zl—f%-?i)e&

2. Matrices normales, hermitiennes, unitaires
Proposition XI1.2.1. Soient A, B deux matrices de C'. On a
(x, Ay) = (Bz,y), Vz,yeC"

si et seulement si A = B* (ou A* = B).

Démonstration. La condition est suffisante car

(z, Ay) = (Ay)*z = y*(A"z) = (A"z,y).
Elle est aussi nécessaire car si (x, Ay) = (Bx,y) pour tous z,y € C", alors
(A%z,y) = (Bx,y)

est satisfait en particulier pour x = e; et y = e;, (e; et e, étant deux vecteurs
unitaires, 7,k € {1,...,n}). De la, pour tous j, k, on a

(A*)k,j = é}A*ej = <A*€j,€k> = <B6j,€k> = @Bej = (B)k,j-
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Les deux corollaires suivants découlent directement de la proposition
précédente.

Corollaire XI1.2.2. On a
(Az,y) = (z, Ay), Vz,yeC"
si et seulement si A est hermitien, i.e., A = A*.
Définition XII.2.3. Une matrice U € C]! est unitaire si U*U = I.
Corollaire XI1.2.4. On a
(Az, Ay) = (x,y), Vz,yeC"
si et seulement si A est unitaire, i.e., A*A=1.

Démonstration. En effet, on a (Az, Ay) = (A*Ax, y).
]

La proposition qui suit montre en particulier que le calcul de I'inverse
d’une matrice unitaire est particulierement simple.

Proposition XI1.2.5. Soit U une matrice unitaire, i.e., U*U = 1

» Le déterminant de U est de module 1. En particulier, U est in-
versible.

» On a U™l =U* et dés lors, UU* = 1.

» Réciproquement, si T € C? est tel que TT* = I ou T~ = T*, alors
T est unitaire.

» Le produit de deux matrices unitaires est unitaire.

» L’inverse d’une matrice unitaire est unitaire.

» Une matrice est unitaire si et seulement si ses colonnes sont or-
thonormées.

Démonstration. Les trois premiers points sont immédiats. Il suffit d’ob-

server que
det(U*U) = detUdetU = |det U|* = 1.
Soient T et V deux matrices unitaires. On a?
(TV) ' =VITT = VT = (TV)
et
(T—l)—l —T = (T*)* — (T_l)*.

Pour le dernier point, si U = (Cl Cn
U. Légalité U*U = I se réécrit

) ou les C; sont les colonnes de

(C1 - Cn)=1

2Ceci montre en particulier que ’ensemble des matrices unitaires forment un sous-
groupe du groupe GL,(C) des matrices inversibles (pour 'opération de multiplication
matricielle).
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ou encore
C;Cj:(;i,j, Vi,jG{l,...,n}

c’est-a-dire, (C;,C;) = d;;. Ceci signifie que les colonnes de U sont or-

thonormées si et seulement si U*U = I.

Exemple XII.2.6. Voici une matrice unitaire et son inverse (on a repris
les vecteurs orthonormés de 'exemple XII.1.7),

V2/2 —i6/6 iV3/3
U= 0 V6/3  V/3/3
iv2/2 —\6/6 /3/3

V2/2 0 —iv2/2
Ult=U"=|iv/6/6 6/3 —6/6
—iv/3/3 V3/3  V/3/3
Nous allons a présent nous intéresser a la question suivante : quelles

sont les matrices IV diagonalisables par une matrice unitaire 7 En d’autres
termes quelles sont les matrices N pour lesquelles il existe U unitaire tel que

U 'NU = U*NU = diag (A1, .., \n).

En particulier, si N est une telle matrice, cela signifie que N posséde n
vecteurs propres orthonormés.
Puisque

N =U diag (A\1,...,\,) U™,

=D

il vient

NN*=UDU*(UDU*)* =UDU*UD*U* =UDD*U*

et

N*N =UD*U*UDU* =UD*DU".
Or DD* = D*D = diag (]\ 1%, ..., | \|?) et donc, une condition nécessaire
pour que NN soit diagonalisable par une matrice unitaire est que

NN* = N*N.

En fait, nous allons voir que cette condition est aussi suffisante (cf. théoreme
XII.2.11). 11 est donc naturel d’introduire la définition suivante.

Définition XII.2.7. Une matrice N € C! est normale si
N*N = NN*.

Remarque XII.2.8. Les matrices hermitiennes et unitaires sont en parti-
culier normales.

Lemme XII1.2.9. Si x est un vecteur propre associé a la valeur propre A

d’une matrice normale N € C7, alors x est aussi vecteur propre associ€ a A

n’
de la matrice N*.
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Démonstration. On a
(N =X)z,(N—=X)x) = (x,(N—=X)"(N—X)x)
= (x,(N = AX[)(N = \I)*z)
= (N—=X)"z,(N — \])*x)
car, a la premiere et a la troisieme ligne, on a utilisé la proposition XII.2.1 et
a la deuxiéme, le caractere normal de N. Des lors, |(N—=AI)z| = [(N*=\I)z|.
[

Proposition XI1.2.10. Des vecteurs propres d’une matrice normale N €
C? associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonauz.

Démonstration. Soient x et y des vecteurs propres de N de valeur propre
A et p respectivement. Par la proposition XII.2.1, on a

(Na,y) = (z,N"y)
et des lors, par le lemme précédent,

(Az,y) = (z, Iy) = plz, y).
De la, Mz, y) = u(x,y). Ceci permet de conclure car A differe de p.
]

Le résultat suivant compléete notre constatation initiale et montre qu'une
matrice est diagonalisable par une matrice unitaire si et seulement si elle est
normale.

Théoréme XII.2.11. Toute matrice normale est diagonalisable par une
matrice unitaire.

Démonstration. Soient Aq,. .., \, les valeurs propres distinctes de la ma-
trice normale N et

xj,la"'axj,dj? Je{lvap}
une base de I'espace propre E);. Grace au procédé d’orthogonalisation de
Gram-Schmidt et au vu de la proposition précédente, nous pouvons supposer
les r =dy + --- + d, vecteurs
L1,y 9 LLdys -+ sLply--- ’xlhdp

orthonormés. Si r = n, le résultat est démontré. La matrice ayant ces
vecteurs pour colonnes est unitaire et diagonalise N.
Supposons r < n. On peut compléter la famille de vecteurs ci-dessus par

des vecteurs y,41,- .., Yy, pour obtenir une base orthonormée de C". Soit la
matrice unitaire U = (01 Cn) dont les colonnes sont
1‘171, e ,l’Ldl, e ,l'p71, . 7$p,dp7yr+1a vy Yn-

Il vient pour j,k € {1,...,n},
(U*NU)jr = (U'NU ey, e;) = (NU e, U ej) = (NCy, Cj).
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Sike{l,...,r}, alors la colonne C}, est de la forme xy, ,,, avec 1 < £, <p
et 1 <my <dy,. Dés lors, NCj, = A\, Cj; et
(U*NU)jk = M, (Ci, Cj) = A 05 k-
De la méme fagon, on a aussi (U*NU);, = (NU ey, U e;) = (C, N*Cj) et
sije{l,...,r}, alors
(UNU)jk = A, 6j -

v (D 0
UNU_<O M>

avec D une matrice carrée diagonale de dimension r et M, une matrice carrée

Par conséquent,

de dimension n —r. La matrice M possede® au moins un vecteur propre non
nul z € C"" de valeur propre u. Ainsi,

() -s()
() )

N . 0
Cette derniere relation montre que le vecteur U ( ) =21Crp1+ - +2nCh
z

est un vecteur propre non nul de N. Par Conséquent4, ce vecteur est aussi
combinaison linéaire de C1, . .., C,. Dela, les vecteurs Cy, ..., Cy,Cry1,...,Cyh
sont linéairement dépendants. Il s’agit d’une contradiction avec le fait que
ces vecteurs forment une base de C" d’oun = r.

Proposition XI1.2.12. On dispose des deux résultats suivants.

» Une matrice normale est hermitienne si et seulement si ses valeurs
propres sont réelles.

» Une matrice normale est unitaire si et seulement si ses valeurs
propres sont de module 1.

Démonstration. Soit N une matrice hermitienne (resp. unitaire) et x un
vecteur propre non nul de valeur propre A. On a

(Nz,z) = (x,Nz) (resp. (Nzx,z) = (x, N~ ‘z)).

3En vertu du théoréme fondamental de I’algebre, une matrice T € C;, possede toujours
n valeurs propres comptées avec leur multiplicité. Si A est une de ces valeurs propres, le
systéme (T'— A1)z = 0 n’est pas de Cramer et posséde donc une solution non nulle.

4En effet, tout vecteur propre de N appartient & 'un des espaces propres Ej; (avec
J €{1,...,p}) et s'obtient donc comme combinaison linéaire de x;,1,...,2;,q4; qui ne sont

autre que certaines colonnes Cj, de U pour k < 7.
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De 132,
1

)\(x,m)).

Puisque z est non nul, {(x,z) # 0 et on en tire que A = X (resp. |A|? = 1).

Mz, z) = Ma,z)  (resp. Mz, z) =

La condition est suffisante. Au vu du théoréeme précédent, une matrice
normale N est diagonalisable par une matrice unitaire U. Ainsi,

U*NU = diag (A1,...,A\p)

oll A1, ..., A\, sont les valeurs propres de N répétées suivant leur multiplicité.
Des lors,

N = Udiag (\1,...,\y) U et N* = Udiag (A1,...,\,) U™

Si les valeurs propres sont réelles, on en tire directement que N = N*,
c’est-a~-dire que N est hermitienne. Si les valeurs propres sont de module 1,
alors

N*N = Udiag (|M\%,..., [ M2 U =1

et N est unitaire.

3. Matrices hermitiennes définies positives

Définition XII.3.1. Une matrice hermitienne H € CI! est définie positive
(resp. définie négative) si pour tout x € C"\ {0}, on a’

(Hx,z) >0 (resp. (Hzx,z) <0).

Remarque XII.3.2. Une application usuelle des matrices hermitiennes
définies positives ou négatives, en abrégé hdp ou hdn, réside en la recherche
des extrema d’une fonction réelle et dérivable d’un ouvert de R™. En effet, si
Q est un ouvert de R™ et si f appartient a Co(£2), alors la matrice hessienne
de fenx € est

Hy(z) = (DiD; f)(x))1<ij<n-
En vertu du théoreme d’interversion des dérivées, Hr(x) est une matrice
réelle symétrique (et donc en particulier, hermitienne). Le lien avec la
recherche des extrema est fourni par le résultat suivant.

Soit zg € © un point stationnaire de f. Si Hy(xo) est hdp (resp. hdn),
alors xp est un minimum (resp. maximum) strict local de f dans (.

5Rema]rquons que si A € C}; est une matrice inversible ayant un vecteur propre non
nul z de valeur propre A, alors Az = Az et A~ Az = AA 1z, ot A~ Ltz = %x De plus, A
ne peut étre nul car une matrice inversible n’a pas de valeur propre nulle (le déterminant
étant égal au produit des valeurs propres).

64 priori la quantité (Hx,x) pourrait étre complexe, mais ici on a

(x,Hz) = (Hx,z) = (x, H 'z) = (z, Hz).



Le choix du vecteur
—H;lv peut

paraitre artificiel
mais n’est pas anodin.
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Remarque XII1.3.3. Si H € C} est hdp, toutes ses valeurs propres sont
strictement positives. Nous savons déja que ses valeurs propres sont réelles.
Soit x un vecteur propre non nul associé a la valeur propre A. Il vient

(Hx,z) >0
car H est hdp. De la,
Az, z) = X|z|? >0
et A > 0.

La détermination du caractere hdp résulte de la proposition suivante.

Proposition XI1.3.4. Une matrice hermitienne H € C}' est définie positive
st et seulement si toutes les sous-matrices diagonales de H occupant le coin
supérieur gauche ont un déterminant strictement positif.

Ce résultat découle du lemme suivant.

Lemme XII.3.5. Soit H € C]! une matrice hermitienne. On désigne par
Hy = Hq,. k1,..k) la sous-matrice diagonale de H de dimension k occupant
le coin supérieur gauche. Si det Hy # 0 pour tout k € {1,...,n}, alors
il existe une matrice triangulaire supérieure S dont les éléments diagonauz
sont tous égaux a 1 telle que

det Ho det H,
S*HS = di det H .
148 < ¢ b det H17 ’ det Hn1>

Démonstration. On procede par récurrence sur k en montrant que pour
tout k, il existe une matrice triangulaire supérieure Sj dont les éléments
diagonaux sont tous égaux a 1 telle que

det Hy det H},
detH17”' ’ detHk_1> '

Le cas de base k = 1 est immédiat. Supposons la propriété satisfaite pour k

SZHkSk = diag (det Hl,

et vérifions-la pour k£ 4 1. Si Sy, effectue la réduction annoncée de Hy, Hy11

H; v
= ()

avec v € CF et ¢ € C, alors nous allons montrer que

S, —H. '
Sk+1 = (Ok 1’“ )

réalise la réduction de Hy,1. Notons deés a présent qu’il s’agit bien d’une

étant de la forme

matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont égaux a 1.
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Calculons

* S 0 Hk v Sk _Hilv
Se1Hrt15k41 = <—v*(1§,§1)* 1> <”* C> <0 f
B Sz 0\ [HiSk 0
~ \eomt 1)\t e vtH

_ Sy HySy 0
B 0 c— ’U*Hk_l’l)

ol a la deuxieme ligne, on a utilisé le fait que Hj, était hermitien, H, =
(H;)~' = (H;')*. Tl nous reste a calculer det(c—v*H, 'v). Par les formules

de Frobenius-Schur, on conclut que det Hy41 = det(c — U*Hk_lv) det Hy, =
(c —v*H, 'v) det Hy.

Nous pouvons a présent démontrer la proposition XII.3.4.

Démonstration. La condition est suffisante. Au vu du lemme précédent,
il existe une matrice inversible” S telle que S*HS = diag (aq,...,ap) = A
avec les ; tous strictement positifs. Ainsi, H = (S71)*AS~! et pour tout

x € C"\ {0}, on a
(Hz,z) = 2*Hx = (S7'2)*A(S™1z) = Zai |(S™1z);|? > 0.
i=1

Ceci montre que H est hdp.
La condition est nécessaire. Supposons H hdp et considérons un vecteur
non nul x € C™ de la forme

I
/
r = %’“ :<a(c)>, ke{l,...,n}, 2’ € C*\ {0}.
0

Des lors,
(Hz,z) = (Hpa', 2"y > 0.
Cela signifie que H}, est hdp. Au vu de la remarque XI1.3.3, les valeurs pro-
pres de Hj, sont strictement positives et des lors, par la proposition XI.3.11,
det H, > 0. Ceci conclut la preuve.
|

Remarque XII.3.6. Avec des raisonnements semblables a ceux dévelop-
pés ci-dessus, il est facile de se convaincre qu’une matrice hdn a toutes ses
valeurs propres strictement négatives et qu’une matrice H est hdn si et seule-
ment si les déterminants des sous-matrices diagonales de H occupant le coin

"En effet, S est une matrice triangulaire dont les éléments diagonaux valent 1 et dés
lors, det S = 1.



En effet, si det H1 < 0,
pour que :: 5? < 0, il est
nécessaire que det Hy > 0
et ainsi de suite...
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supérieur gauche sont alternativement strictement négatifs et strictement
positifs.

4. Diagonalisation simultanée par des matrices normales
Le résultat démontré dans cette section est le suivant.

Proposition XII.4.1. Des matrices normales Ny,...,Ng € C sont dia-
gonalisables simultanément par une méme matrice unitaire si et seulement
st elles commutent.

Citons par exemple, qu’un tel résultat intervient notamment en physique
ou en mécanique quantique. En effet, cette derniere discipline fait un usage
fréquent des notions d’algebre vue dans ce cours. Un lemme préalable est
nécessaire.

Lemme XI1.4.2. Soit

Alg, 0 ‘e 0
A 0 Aalg,
: . .0
0 e 0 Ay,
0U A1, ..., A sont des nombres complexes distincts deuz a deuz. Une matrice

A € C commute avec A, i.e., AN = AA, si et seulement si A est une
matrice composée diagonale

Ay 0 0
A
A=Y A&
0
0 0 A4,
ou A; est un bloc carré de dimension d;, i =1,...,p.

Démonstration. Soit A de la forme

An - Ay
A=| :
Apl App
avec A;; une matrice d; x d;. En effectuant les produits matriciels suivants,
on trouve
MALL 0 MA
AA=| :
>‘1Ap1 T ApApp
et
MAIL - MAg
AA = : :

)‘pApl T )‘pApp
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De la, AA = AA si et seulement si pour tout 4,j € {1,...,p},
)\iAij = )‘inj-
Sii# j, alors \; # Aj et on en tire que A;; = 0.

Nous pouvons passer a la preuve du résultat proprement dit.

Démonstration. Supposons qu’il existe une matrice unitaire U telle que
pour tout j € {1,...,s},

U'N;U = A,
ol A; est une matrice diagonale. Dans ce cas,
NN, =UN; U UA U =UN; AU
et
NipN; = UAUUA U =UALA; U =UANAUT

car des matrices diagonales commutent. De la, on en tire que N; N, = NN j
pour tous j,k € {1,...,s}.

Pour la réciproque, procédons par récurrence sur s, le cas s = 1 étant
acquis.

Puisque N7 est une matrice normale, au vu du théoreme XII.2.11, il
existe une matrice unitaire U; telle que

Ay, 0 e 0
I
U'NU; = O Aola,
: . . 0
0 e 0 Mg,
ol A, ..., A, sont les valeurs propres distinctes de Ny de multiplicité respec-

tive dy,...,d,. Par hypothese, pour tout j € {2,...,s}, N1N; = N;N; et
de la, on en tire que Uy N1U; et U N;U; commutent. Des lors, par le lemme
précédent, Uy N;U; a nécessairement la forme suivante,

N, 0 - 0
0 N/
UikNle = ) J:2
: . . 0
0 e 0 N.;?p

avec N]{i une matrice normale® carrée de dimension d;. Par hypothese,
pour tous j,k € {2,...,s}, N, et N} commutent. Des lors, N]’-g et N{,
commutent aussi. Pour ¢ fixé dans {1,...,p}, on est en présence de s — 1

matrices normales
/ /
N27£7 ey s,

8En effet, puisque N; est normale, (Ui N;Uy)(Us N;Uy)* = (U N;Uv)* (Ui N;Uy) et
de 13, on en tire que NN}, = N; ,N%. Avec un développement semblable, on montre
que, puisque N; et N commutent, il en est de méme pour N]/',z et ngl'

Une seule matrice est tou-
jours simultanément dia-
gonalisable !

On se met dans les
conditions pour appliquer
I’hypothese de récurrence.
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qui commutent. Par hypothese de récurrence, il existe une matrice unitaire
U, telle que

Uy Nj Uy
soit une matrice diagonale. Vérifions que la matrice unitaire

u o --- 0

0 Ul

U=Us| 2
: . -0
/
0o - 0 U

diagonalise N; pour tout j € {1,...,s}. Il est clair que
U*N1U = U{ N1U;.
De plus, pour j € {2,...,s}, il vient

ur 0 - 0 i 0 -0 Uu o0
U*N,U = 0 U o 0 N]’»72 : 0 Uj
’ 0 : 0
0 0 Uy 0 0 N]'»yp 0 0
UF N;Uy
et donc
U N; UL 0 0
vnu=| 0 Ul :
: . . 0
0 0 UI’)*N]'»va]';

est bien une matrice diagonale.

5. Le cas des matrices réelles

Dans cette courte section, nous énoncons simplement quelques faits ayant
notamment un intérét certain en géométrie euclidienne réelle®.

Définition XII.5.1. Une matrice réelle A € R telle que
AA=1
est orthogonale.
Puisqu’une matrice orthogonale peut étre vue comme un cas particulier
de matrice unitaire (réelle), on en tire directement que si A est orthogonale,
alors det A = +1, A est inversible et A~! = A. Réciproquement, si BB = I,

alors B est orthogonale. Les colonnes de A forment une base orthonormée
de R"™ et les valeurs propres de A sont de module 1.

“Pensez par exemple aux matrice de changement de bases orthonormées ou aux ma-
trices de rotation.
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Exemple XI1.5.2. La matrice

2 =2 1
-1 2 2
2 1 =2

est orthogonale et ses valeurs propres sont

1 54+11v1l 5 —1v1l
’ 6 ’ 6 '

Attirons I'attention du lecteur, s’il en était encore nécessaire, qu’une matrice

réelle peut posséder des valeurs propres complexes.

Exemple XII.5.3. La matrice de rotation

1 0 0
0 cosf@ —sinf
0 sinf cosé@

est aussi une matrice orthogonale.

Remarque XII.5.4. Le produit de deux matrices orthogonales (resp. l'in-
verse d’une matrice orthogonale) est encore une matrice orthogonale. De
plus, la matrice identité étant orthogonale, I’ensemble des matrices orthog-
onales forment un sous-groupe de GL,(R), appelé groupe orthogonal et
généralement noté O(n). Notons encore que I’ensemble des matrices orthog-
onales de déterminant 1 est noté SO(n), il s’agit encore d’un sous-groupe
de GL,(R). En effet, le produit de deux matrices de déterminant 1 (resp.
I'inverse d’une matrice de déterminant 1) est encore de déterminant 1.

Rappelons enfin qu'une matrice réelle A € R} symétrique est telle que
A=A Puisqu’une matrice réelle symétrique est en particulier hermitienne,
on en tire directement que ses valeurs propres sont réelles et que des vecteurs
propres associées a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

Par une démarche analogue a celle effectuée dans la preuve du théoreme

XII.2.11, on dispose du résultat suivant.

Proposition XII.5.5. Toute matrice symétrique A € R} est diagonalisable
par une matrice orthogonale.

Remarque XII.5.6. La réciproque de cette proposition est également
vraie. En effet, si S est une matrice orthogonale telle que SAS = A ou
A est une matrice diagonale, alors

A=SAS=SAS=A
ce qui signifie que A est symétrique.

Exemple XII.5.7. Soit la matrice symétrique
6 -2 -1
A=|-2 6 -1
-1 -1 5

Un polynéme réel
possede lui aussi
éventuellement

des zéros complexes.
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Le polynoéme caractéristique de A est
xa(A) = =(A=8)(A - 6)(A = 3).

Aux valeurs propres 8, 6 et 3 correspondent respectivement les vecteurs

propres
-1 -1 1
1], (-1 et 1
0 2 1

Il est immédiat de vérifier que ces vecteurs sont orthogonaux. Pour con-
struire une matrice orthogonale qui diagonalise A, il suffit de normer ces
vecteurs. Ainsi, la matrice S est orthogonale

—V2/2 —v6/6 V3/3
S=1 v2/2 —v6/6 V3/3
0 2v/6/6 /3/3
et telle que
SAS = diag (8,6,3).



Lettres grecques

L’écriture mathématique fait un usage fréquent

Nous avons donc décidé de les rappeler ci-dessous.

des lettres grecques.

minuscule | majuscule
« alpha
Ié] beta
vy r gamma
0 A delta
€, € epsilon
¢ zeta
n eta
0,9 (C] theta
L iota
K kappa
A A lambda
1 mu
v nu
& = xi
o omicron
T, W II pi
0 rho
o, by sigma
T tau
v T upsilon
o, ¢ ¢ phi
X chi
P LG psi
w Q omega
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