
Elimination des règles A! BA;B 2 V , 1-prodution A! B : renommerA! A, 1-prodution irulaireSoient A;A1; : : : ; An; B 2 VA) A1 ) � � � ) An ) B : haîne.déterminer toutes les variables apparaissantdans une haîne débutant en A 2 V .C0 = fAg et C�1 = ;.Pour i � 0,Ci+1 = Ci[fC 2 V j 9B 2 CinCi�1 : B ! C 2 Pg:La proédure s'arrête lorsqueCi = Ci+1 := C(A)Proposition Soit G = (V;�; P; S) une gram-maire essentiellement monotone. Il existeune grammaire équivalente G0 ne ontenantauune 1-prodution. De plus, ette gram-maire peut être obtenue de manière e�etive.



PreuveSi A ! B 2 P , alors dans G0 les règles quiont pour premier membre A sont de la formeA! w oùw 62 V et 9B 2 C(A) : B ! w 2 P .Remarque : A 2 C(A). Si A ! w 2 P avew 62 V , alors A! w est une règle de G0.Si A est une variable n'apparaissant dans au-un premier membre des 1-produtions de G,les règles orrespondantes de G et de G0 sontidentiques.Les variables, l'alphabet des symboles ter-minaux et le symbole initial de G0 oïnidentave eux de G.



ExempleS0 ! S | "S ! ACA | CA | AA | CA | A | CA ! aAa | B | C | aAa | aaB ! bB | bC ! S | .
C(S0) = fS0; S;A;B;Cg; C(S) = fS;A;B;CgC(A) = fA;B;Cg
S0 ! "|{z}S0 j ACA jCA jAA jCA| {z }S j aAa j aAa j aa| {z }A jbB j b| {z }B j S j | {z }CS ! ACA jCA jAA jCA| {z }S j aAa j aAa j aa| {z }A jbB j b| {z }B j S j | {z }CA ! aAa j aAa j aa| {z }A j bB j b| {z }B j S j | {z }CB ! bBjbC ! Sj:



Elimination des symboles inutilesx 2 V [� est utile siS )� uxv )� w 2 ��
Première partie : T � V variables générantdes symboles terminauxT0 = fA 2 V j 9w 2 �� : A! w 2 Pg:Pour i � 0,Ti+1 = Ti[fA 2 V j 9w 2 (Ti[�)� : A! w 2 Pg:Deuxième partie : symboles aessiblesA 2 V est aessible si S )� uAvA0 = fSg et A�1 = ;.Pour i � 0,Ai+1 = Ai [ fB 2 V j 9C 2 Ai nAi�1;u; v 2 (V [�)� : C ! uBvg:Soit G = (V;�; P; S) une grammaire. Il existeune grammaire équivalente G0 ne ontenantauun symbole inutile. De plus, ette gram-maire peut être obtenue de manière e�etive.



Exemple S ! AC | BS | BA ! aA | aFB ! CF | bC ! C | DD ! aD | BD | CE ! aA | BSAF ! bB | b.
T0 = fB;Fg; T1 = fS;A;B; Fg; T2 = fS;A;B;E; Fg = T:S ! BS | BA ! aA | aFB ! bE ! aA | BSAF ! bB | b.

A0 = fSg; A1 = fS;Bg:S ! BS | BB ! b.



Remarque On ne peut pas inverser l'ordre !S ! a | ABA ! bB ! B.T = fS;Ag, ainsi une première rédution donneS ! aA ! b.Puisque A est inaessible, S ! a.Par ontre, si on herhe d'abord les sym-boles aessiblesA1 = fS;A;Bg : auun symbole n'est ina-essible.Ensuite T = fS;AgS ! aA ! b



Forme normale de ChomskyG = (V;�; P; S) est sous forme normale deChomsky si les règles de G sont toutes del'une des formes suivantes :
� A! BC où A 2 V , B;C 2 V n fSg,
� A! a où A 2 V , a 2 �,
� S ! ".

) Arbre d'analyse BINAIRESoit G= (V;�; P; S) une grammaire hors on-texte. On peut onstruire de manière e�e-tive une grammaire équivalente G0 mise sousforme normale de Chomsky.PreuveG : essentiellement monotone ,auune 1-prodution, auun symbole inutile.



� S ! ",
� A! a où A 2 V , a 2 �,
� A! w où A 2 V , w 2 ((V [�) n fSg)� etjwj � 2.

A! w = w1A1w2 � � �wnAnwn+1; wi 2 ��; Ai 2 V nfSg:A!W1;1 � � �W1;`1A1 � � �AnWn+1;1 � � �Wn+1;`n+1W1;1 ! w1;1...Wn+1;`n+1 ! wn+1;`n+1A! A1 � � �An; n � 3;A ! A1B1B1 ! A2B2...Bn�2 ! An�1An.



Exemple S ! SaB | aBB ! bB | ".S0 ! SS ! SaB | aB | Sa | aB ! bB | b.S0 ! SaB | aB | Sa | aS ! SaB | aB | Sa | aB ! bB | bS0 ! SAB | AB | SA | AS ! SAB | AB | SA | AB ! B0B | bA ! aB0 ! b.S0 ! ST | AB | SA | AS ! ST | AB | SA | AB ! B0B | bA ! aB0 ! bT ! AB.



Forme normale de GreibahG = (V;�; P; S) est sous forme normale deGreibah si les règles de G sont toutes del'une des formes suivantes :
� A ! aA1 � � �An ave A 2 V , a 2 �, Ai 2V n fSg,
� A! a ave A 2 V et a 2 �,
� S ! ".



Lemme de la pompeBar-Hillel : Soit L un langage hors ontexte.Il existe p 2 N n f0g tel que tout mot z 2 Lde longueur jzj � p peut s'érire z = uvwxy,u; v;w; x; y 2 �� ave jvwxj < p, vx 6= " etpour tout n 2 N ,uvnwxny 2 L:
Lemme : Soit G = (V;�; P; S) une gram-maire hors ontexte mise sous forme nor-male de Chomsky. Si la dérivation A )� w,w 2 ��, a un arbre d'analyse de hauteur n,alors jwj � 2n�1.Corollaire : Soit G = (V;�; P; S) une gram-maire hors ontexte mise sous forme nor-male de Chomsky. Si S )� w ave w 2 ��et jwj � 2n, alors l'arbre d'analyse assoiéà ette dérivation est de hauteur au moinsn+1.



Automates à pile�

a
b
c

tester si la pile est videempilerdépilerA= (Q;�;�; Æ; q0; F)Æ � Q��� ��� �Q���

on�guration : [q; w; p℄ de Q��� ���



[q; w; p℄ ` [q0; w0; p0℄w = mw0; p = xy; p0 = zRy; (q;m; x; q0; z) 2 Æ:
q

m, x/z

q’

`�L(A) = fw 2 �� j 9q 2 F : [q0; w; "℄ `� [q; "; "℄g:Exemple
b, A/ b, A/

εa,  /A
ε ε

[1; aabb; "℄ ` [1; abb; A℄ ` [1; bb; AA℄ ` [2; b; A℄ ` [2; "; "℄:



Automate à pile déterministe : au plus unetransition résultant de haque on�guration.Automate à pile est atomique ou élémentaire
� (p; "; "; q; ") : hangement d'état
� (p; �; "; q; ") : leture d'une lettre � 2 �
� (p; "; �; q; ") : dépilement d'� 2 �
� (p; "; "; q; �) : empilement d'� 2 �.

Grammaire ) Automate à pileSoit G= (V;�; P; S) une grammaire hors on-texte. L'automate à pile A = (Q;�;�; Æ; q0; F)



� Q= fq0; fg,
� � = V [�,
� F = ffg et
� la relation de transition Æ est donnée parf(q0; "; "; f; S)g[f(f; ";A; f; wR) j A! w 2 Pg[f(f; �; �; f; ") j � 2 �g;

aepte exatement le langage L(G).
ε ε,   /Sε

σ, σ/ε

 , A/wR



Preuve1. Si u 2 ��, v 2 (V [�)� et[f; u; S℄ `� [f; "; v℄;alors il existe une dérivation à gauhe S )� uvRéurrene sur le nombre m de transitions.Si m = 0, alors u= " et S = v, S )� S.OK pour m = t, OK ? pour m = t+1 ?transitions : (�; �=") ou (";A=wR),pour passer de [f; u; S℄ à [f; "; v℄, au moinsune transition (";A=wR). La dernière fois :[f; u; S℄ `� [f; r; Av0℄ ` [f; r; wv0℄ `� [f; "; v℄u= u0r et wv0 = rv[f; u; S℄ = [f; u0r; S℄ `� [f; " r; Av0℄ = [f; r; Av0℄[f; u0; S℄ `� [f; ";Av0℄:par hypothèse de réurrene : il existe unedérivation à gauheS )� u0Av0:



Or u0 appartient à ��. Ainsi, si on appliquela règle A! w, on onserve une dérivation àgauhe et on obtientS )� u0Av0 ) u0wv0 = u0rv = uv:
2. S'il existe une dérivation à gauhe S )� uvave u 2 �� et v 2 V (V [�)�,alors [f; u; S℄ `� [f; "; v℄. Réurrene sur lalongueur de la dérivation (idem).3. L(A) � L(G).[q0; w; "℄ `� [f; "; "℄.[q0; w; "℄ ` [f; w; S℄ `� [f; "; "℄: Vu 1, il existeune dérivation à g. tq S )� w4. L(G) � L(A).Il existe une dérivation à g. tq S )� w.Dernière règle de la forme A! yS )� xAz ) xyz = w ave x; z 2 ��:Vu 2, [f; x; S℄ `� [f; ";Az℄ don[q0; w = xyz; "℄ ` [f; xyz; S℄ `� [f; yz;Az℄et puisque ("; A=yR) est une transition[f; yz;Az℄ ` [f; yz; yz℄ `� [f; "; "℄



Automate à pile ) GrammaireA= (Q;�;�; Æ; q0; F)Æ � Q� (� [ f"g)� (� [ f"g)�Q� (� [ f"g):Ajout de règles :si (qi; s; "; qj; p) 2 Æ, s 2 � [ f"g; p 2 � [ f"g,alors pour tout A 2 �, on ajoute les transi-tions (qi; s; A; qj; Ap):Constrution d'une grammaire :G = (V;�; P; S)V = fSg [ fhqi; A; qji j qi; qj 2 Q;A 2 � [ f"gg:



� S! hq0; ";qi, pour tout q 2 F ,
� pour haque transition de la forme(qi; s; A; qj; B); s 2 � [ f"g; A;B 2 � [ f"g;on onsidère les règleshqi;A;qi ! shqj;B;qipour tout q 2 Q,
� pour haque transition de la forme(qi; s; A; qj; AB); s 2 � [ f"g; A;B 2 �;on onsidère les règleshqi;A;qi ! shqj;B;q0ihq0;A;qipour tous q; q0 2 Q,
� hq; ";qi ! " pour tout q 2 Q.



Exemple(1; a; ";1; A); (1; b; A;2; "); (2; b; A;2; "):On ajoute (1; a; A;1; AA)
S ! h1; ";2ih1; ";1i ! a h1; A;1i (1; a; ";1; A)h1; ";2i ! a h1; A;2ih1; A;1i ! b h2; ";1i (1; b; A;2; ")h1; A;2i ! b h2; ";2ih2; A;1i ! b h2; ";1i (2; b; A;2; ")h2; A;2i ! b h2; ";2ih1; A;1i ! a h1; A;1i h1; A;1i (1; a; A;1; AA)h1; A;1i ! a h1; A;2i h2; A;1ih1; A;2i ! a h1; A;1i h1; A;2ih1; A;2i ! a h1; A;2i h2; A;2ih1; ";1i ! "h2; ";2i ! "[1; aabb; "℄ ` [1; abb; A℄ ` [1; bb; AA℄ ` [2; b; A℄ ` [2; "; "℄:S ) h1; ";2i ) ah1; A;2i ) aah1; A;2ih2; A;2i) aabh2; ";2ih2; A;2i ) aabh2; A;2i) aabbh2; ";2i ) aabb:



Preuve1. L(A) � L(G). Si [qi; w;A℄ `� [qj; "; "℄ aveA 2 �[f"g, alors hqi; A; qji )� w. Réurrenesur la longueur ` de la suite de on�gurations.` = 0 : qi = qj, w = ", A = " et hqi; "; qii !" 2 P .OK pour `= n, OK ? pour ` = n+1.[qi; w;A℄ `� [qj; "; "℄ deux déomp. possiblesPremier as :[qi; w;A℄ ` [qk; v;B℄ `� [qj; "; "℄w = sv et (qi; s; A; qk; B) 2 Æ, s 2 � [ f"g.Par hyp. de réurrene : hqk; B; qji )� v.à la transition (qi; s; A; qk; B) orrespond la rè-gle hqi; A; qji ! shqk; B; qji.hqi; A; qji ) shqk; B; qji )� sv = w:Seond as :[qi; w;A℄ ` [qk; v;BA℄ `� [q`; y; A℄ `� [qj; "; "℄,(qi; s; A; qk; AB) 2 Æ, s 2 � [ f"g et w = sv,v = xy.



règle hqi; A; qji ! shqk; B; q`ihq`; A; qji. Puisque[qk; v;BA℄ `� [q`; y; A℄ et que v = xy, on en tireque [qk; x;B℄ `� [q`; "; "℄. Don par hypothèsede réurrene, on ahqk; B; q`i )� x et hq`; A; qji )� y:D'oùhqi; A; qji ) shqk; B; q`ihq`; A; qji )� sxy = w:D'où L(A) � L(G) ar S ! hq0; "; qi, q 2 F .2. L(G) � L(A). Si hqi; A; qji )� w, w 2��, A 2 � [ f"g, alors [qi; w;A℄ `� [qj; "; "℄.Réurrene sur la longueur de la dérivation.long.= 1, les règles donnant un symbole ter-minal sont hq; "; qi ! " et [qi; "; "℄ `� [qi; "; "℄.OK pour long.= n, OK ? pour long.= n+1Premier as :Si la première règle appliquée est de la formehqi; A; qji ! shqk; B; qji, alors on ahqi; A; qji ) shqk; B; qji )� sv = w:



Par hyp. de réurrene, [qk; v; B℄ `� [qj; "; "℄.La règle hqi; A; qji ! shqk; B; qji provient de(qi; s; A; qk; B) 2 Æ et [qi; sv;A℄ ` [qk; v; B℄.Seond as :première règle hqi; A; qji ! shqk; B; qmihqm; A; qji.hqi; A; qji ) shqk; B; qmihqm; A; qji )� wavehqk; B; qmi )� x; hqm; A; qji )� y et w = sxy:On onlut en appliquant deux fois l'hypothèsede réurrene.Corollaire :Un langage est algébrique si et seulement siil est aepté par un automate à pile.



Intersetion de langages algébriquesL = fanbn j n 2 Ng�, M = a�fbnn j n 2 NgL \M = fanbnn j n 2 NgComplémentaireL \M = �� n ((�� n L) [ (�� nM));Théorème : Soient R � �� un langage régulieret L � �� un langage algébrique. Le langageL \ R est algébrique.PreuveA= (Q; q0; F;�; Æ) AFDet A0 = (Q0;�;�; Æ0; q00; F 0) élémentaireSoit l'automate à pileP = (Q�Q0;�;�; �; (q0; q00); F � F 0)((qi; q0i); �; x; (qj; q0j); y) 2 �si Æ(qi; �) = qj et (q0i; �; x; q0j; y) 2 Æ0et((qi; q0i); "; x; (qi; q0j); y) 2 � si (q0i; "; x; q0j; y) 2 Æ0:



L'ensemble des langages algébriques est sta-ble par morphisme.Soient L � �� un langage algébrique générépar G = (V;�; P; S) et h : � ! �� un mor-phisme. Nous supposerons de plus que lestrois alphabets V , � et � sont deux à deuxdistints. Considérons la grammaire G0 =(V [�;�; P 0; S) oùP 0 = P [ f� ! h(�) j � 2 �g:



A= (Q;�;�; Æ; q0; F) élémentaire� = f�1; : : : ; �kg� = � [ fe1; : : : ; ek; d1; : : : ; dkgSi p 2 ��
� 8� 2 �, �:p = p,
� 8i 2 f1; : : : ; kg, ei:p = �i p,
� si p = �i p0, alors di:p = p0.

Si x= x1 � � �xn 2 ��,x:p = x1:(� � � (xn�1:(xn:p)) � � �)En partiulier, xy:p = x:(y:p), x; y 2 ��.Remarque : d2e1:p 6 9.DA = fx 2 �� j x:" = "g:



Proposition : Le langage DA est algébriqueet généré parS ! Sd1Se1S j � � � jSdkSekS j�1S j � � � j �mS j ":preuve1. Soit w 2 DA. Montrons que S )� w parréurrene sur jwj.Si w = " OK.OK pour jwj � l, OK ? pour jwj = l+1Si w 2 �`+1, OK.Sinon w ontient un symbole ei (le plus àdroite) w = ueiz; u 2 ��; z 2 ��:à e ei orrespond exatement un symbole di(ar w 2 DA). Ainsi,w = xdiyeiz; ave x; y 2 ��:De là, x; y; z 2 DA. par hyp. de réurrene :S )� x, S )� y, S )� zS ) SdiSeiS )� xdiyeiz = w.



2. Si S )� w, w 2 ��, alors w 2 DA.8p 2 ��, on pose S:p = p.Ppar réurrene sur la longueur de la dériva-tion, si S )� w, w 2 (�[ fSg)�, alors w:p = p8p 2 ��.long.= 0 : S:p = p OKOK pour long.� k, OK ? long.= k+1En mettant en évidene la dernière règle ap-pliquée, S )� w1Sw2 ) w:
a) Si règle : S ! SdiSeiS, alors w = w1SdiSeiSw2w1SdiSeiSw2:p= w1SdiSeiS:(w2:p) = w1SdiSei:(w2:p)= w1SdiS:(�i(w2:p)) = w1Sdi:(�i(w2:p))= w1S:(w2:p) = (w1Sw2):p = pb) Si règle : S ! �iS, alors w = w1�iSw2 etw1�iSw2:p = w1�iS:(w2:p) = w1�i:(w2:p)



= w1:(w2:p) = (w1Sw2):p = p:
) Si règle : S ! ", w = w1w2 etw1w2:p = (w1Sw2):p = p:
Théorème de Chomsky-ShützenbergerSoit L � �� un langage aepté par un au-tomate à pile A. Il existe un morphismeh : � ! �� et un langage régulier R � ��tel que L = h(DRA \R):En partiulier, L est algébrique.PreuveOn suppose A élémentaire.
� (p; "; "; q; ") devient p "! q,
� (p; �i; "; q; ") devient p �i! q,



� (p; "; �i; q; ") devient p ei! q,
� (p; "; "; q; �i) devient p di! q.

On a don un automate �ni! R � �� langage régulier.Soit w 2 �� aepté par l'automate à pile A[q0; w; "℄ `� [q; "; "℄; q 2 F:A e mot, orrespond don un hemin dansA de label W 2 �� débutant en q0 et aboutis-sant en q 2 F .Puisque, pour être aepté par l'automate, lasuite de on�gurations débute et se �nit parune pile vide, il est lair que WR appartientà DA.De plus, W appartient à R. On retrouve wen appliquant à W le morphismeh : �! �� : 8><>: �i 7! �iei 7! "di 7! ":



Réiproquement, siW 2 �� appartient à DA\R, alors h(W) est aepté par l'automate.Exemple
a e

A
b Ad

b dA


