Elimination des réegles A — B

A, B eV, 1-production A — B . renommer
A — A, 1-production circulaire

Soient A, A4,...,Apn, BV
A= A= ---= A, = B : chaine.

déterminer toutes les variables apparaissant
dans une chaine débutant en A € V.

Co={A} et C_1 = 0.
Pour 2 > 0,

Ci-l—l =C,u{C eV |dBeC)\C;_1: B— C € P}.

LLa procédure s'arréte lorsque
C; = Cijy1 1= C(A)

Proposition Soit G = (V,X, P, S) une gram-
maire essentiellement monotone. Il existe
une grammaire équivalente G’ ne contenant
aucune 1l-production. De plus, cette gram-
maire peut étre obtenue de maniére effective.



Preuve

Si A — B € P, alors dans G’ les régles qui
ont pour premier membre A sont de la forme
A — w ou

wgVet3dBeC(A): B weP.

Remarque : A € C(A). Si A — w € P avec
w ¢V, alors A — w est une régle de G'.

Si A est une variable n'apparaissant dans au-
cun premier membre des 1-productions de G,
les régles correspondantes de G et de G/ sont
identiques.

lLLes variables, |'alphabet des symboles ter-
minaux et le symbole initial de G’ coincident
avec ceux de G.
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Elimination des symboles inutiles
r €V U> est utile si

S="urzv="wex*

Premiere partie : T C V variables générant
des symboles terminaux

To={AeV]|IweX*: A—we P}
Pour i > 0,
Tix1=T,U{A eV |3TJwe (T;UX)" : A— w e P}

Deuxieme partie : symboles accessibles

A €V est accessible si S =* uwAv

AO = {S} et A_1 = 0.
Pour ¢+ > 0,

Ai+1:AiU{B€V| 4C € A; \ A;_1,
u,v € (VUX)*:C — uBv}.

Soit G = (V, >, P,S) une grammaire. Il existe
une grammaire équivalente G’ ne contenant
aucun symbole inutile. De plus, cette gram-
maire peut étre obtenue de maniére effective.



Exemple

AC | BS | B
aA | aF

CF | b

cC | D

aD | BD | C
aA | BSA
bB | b.

TETQWE Y
L4l ldd

TO:{BaF}) Tl :{SaAaBaF}a TQZ{SaAaBaE)F}:

BS | B
aA | aF
b
aA | BSA
bB | b.

Eaftalev I NV,
L

Ao ={S}, A1 ={S,B}.
S — BS| B
B — b.



Remarque On ne peut pas inverser |'ordre !

| AB

3 > »
U
W=

T = {S, A}, ainsi une premiére réduction donne

S — a
A — b.
Puisque A est inaccessible, S — a.

Par contre, si on cherche d'abord les sym-
boles accessibles

A1 = {S,A,B} : aucun symbole n’est inac-
cessible.

Ensuite T'= {5, A}

N
N

S a
A b



Forme normale de Chomsky

G = (V,X,P,S) est sous forme normale de
Chomsky si les regles de G sont toutes de
I'une des formes suivantes :

e A~ BCouAecV, B,CeV\{S},

o A—waouAcV,ae€eX,

o S — €.

= Arbre d'analyse BINAIRE

Soit G = (V, X, P,S) une grammaire hors con-
texte. On peut construire de maniéere effec-
tive une grammaire équivalente G/ mise sous
forme normale de Chomsky.

Preuve
G : essentiellement monotone |
aucune l-production, aucun symbole inutile.



e S — ¢
o A—waouAcV,ae€X,

e A—vwou AeV,we (VUX)\{S}H* et
w| > 2.

A—w=wiAjwy - wpApwyt1,w; € 7, A; € V\{S}.
A= Wi Wy Ar- AaWogaa--- Wi,
Wii — wij

Woti,6,01 = Wnt10,.4

A — AlBl
Bl — AQBQ
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Forme normale de Greibach

G = (V,X,P,S) est sous forme normale de
Greibach si les regles de G sont toutes de
I'une des formes suivantes :

e A —>aA1---Ap avec A€V, ae€e X, A€

VA{S}H

o A—>aavec AecV etac X,

o S — €.



Lemme de la pompe

Bar-Hillel : Soit L un langage hors contexte.
Il existe p € N\ {0} tel que tout mot z € L
de longueur |z| > p peut s'écrire z = uvwzy,
u, v, w,r,y € X* avec |vwx| < p, v F* ¢ et
pour tout n € N,

uwv"wx"y € L.

Lemme : Soit G = (V,X,P,S) une gram-
maire hors contexte mise sous forme nor-
male de Chomsky. Si la dérivation A =* w,
w € X* a un arbre d’'analyse de hauteur n,
alors |w| < 271,

Corollaire : Soit G = (V,%x,P,S) une gram-
maire hors contexte mise sous forme nor-
male de Chomsky. Si S =* w avec w € X*
et |w| > 2™, alors I'arbre d’analyse associé
a cette dérivation est de hauteur au moins

n-—+ 1.




Automates a pile

N

C

b
a

tester si la pile est vide
empiler

dépiler
A=(Q,x,MN,d,q0, F)

SCRXIZ*xM"xQxN*

configuration : [q,w,p] de Q x X* x N*



lq, w,p] F [¢',w, p']

w=muw', p=u=xy, p==z2%, (¢,;m,xd, 2) €.

m, X/z

|_>|<
L(A)={weX"|3g€ F:[q,w,e] - [q,¢,¢]}.

Exemple

a, /A

O b, A/€ O b, Ale
-0 O

[1,aabb,c] - [1,abb, A] - [1,bb, AA] F [2,b, A] F [2, ¢, €].



Automate a pile déterministe : au plus une
transition résultant de chaque configuration.

Automate a pile est atomique ou élémentaire

e (p,e,e,q,e) : changement d'état

o (p,o,e,q,e) . lecture d'une lettre 0 € X

e (p,e,a,q,e) : dépilement d'a € TN

e (p,e,e,q,x) : empilement d'a € IN.

Grammaire = Automate a pile

Soit G = (V, X, P,S) une grammaire hors con-
texte. L'automate a pile A = (Q, %, 1,6, qo, F)



e @ ={q0,/},

o [1=V U2,
o F={f} et

e la relation de transition § est donnée par

{(q0,&,¢, f, SYYU{(f, e, A, f,w?) | A = w € P}

U{(f)o-7o-7f)€) | O-E Z}?

accepte exactement le langage L(G).

£, €/S Q g, AR

»Q/_\*%)
g, O/



Preuve
1. SiveX*, ve(VUX)* et

[fsu, STE" [f,e, 0],

alors il existe une dérivation a gauche S =* wv
Récurrence sur le nombre m de transitions.

Sim=0, alorsu=cetS=v, S=*S.
OK pour m=t, OK? pourm=t+1 7

transitions : (o,0/¢) ou (e, A/w'),
pour passer de [f,u,S] a [f,e,v], au moins
une transition (e, A/wf). La derniére fois :

[fsu, STE* [f,r, AVTE [f, r, wd'] F* [f, &, ]
u=u'r et wv' = rv
[f,u,S] = [f,u'r, S]H* [f,er, Av'] = [f,r, AV']
[f,u', ST H* [f, e, AV].

par hypothése de récurrence : il existe une
dérivation a gauche

S =*u' AV,



Or «' appartient 3 *. Ainsi, si on applique
la regle A — w, on conserve une dérivation a
gauche et on obtient

« 1Al ;I /
S="UuAv = vwv = urv= uv.

2. S'il existe une dérivation a gauche S =* wv
avecueX*etve V(VUXI)*

alors [f,u,S] F* [f,e,v]. Récurrence sur la
longueur de la dérivation (idem).

3. L(A) C L(G).

[QOawag] =* [f,é‘,a’:‘].

g0, w,e] F [f,w,S] F* [f,e,e]. Vu 1, il existe
une dérivation a g. tq S =™ w

4. L(G) C L(A).

Il existe une dérivation a g. tg S =* w.
Derniere regle de la forme A — y

S =>*rAz = xyz = w avec x,z € X *,

Vu 2, [f,z,S] F*[f,e, Az] donc

[0, w = zyz,e] = [f, zyz, S| F* [f, yz, Az]
et puisque (e, A/yft) est une transition
[f,yz, Az] F [f,yz,yz] B* [f, ¢, €]



Automate a pile = Grammaire

A — (Q? Z? I_|767 qO7F)

dCQx(ZUu{e}) x(Mui{e}) xQ x (MNu{e}).
Ajout de regles :

Si (QiasasacIj)p) €0, s€2U {8}729 c MU {8}’
alors pour tout A € I, on ajoute les transi-
tions (Qi7S7A7Qj7Ap)'

Construction d'une grammaire :
G=(V,2,PS)

V={Stu{{a:, A q;) | 5,95 € Q, A€ NU{e}}.



e S— (qg,&,q), pour tout q € F,

e pour chaque transition de la forme
(Qi7S7A7Qj7B)7 se€2U {8}7A7B cnu {5}7

on considéere les regles

(q;, A, q) — s{(q;,B,q)
pour tout g € Q,

e pour chaque transition de la forme
(qi)87A7Qj7AB)7 se2U {8}71473 e I,

on considére les regles

(a1, A, q) = s(q;,B,q)(d, A, q)
pour tous ¢q,q¢ € Q,

e (q,5,q) — € pour tout q € Q.



Exemple

(1,&,8,1,14), (17b7A727€)7 (27b7A727€)'
On ajoute (1,a,A,1,AA)

S — (1l,e,2)
(l,e,1) — a (1,A,1) (1,a,,1,A)
(1,¢,2) — a (1,A,2)
1,A,1) = b (2,¢1) (1,b,4,2,¢)
(1,A,2) — b (2,e,2)
(2,A,1) — b (2,¢1) (2.0, 4,2,¢)
(2,A,2) — b (2,e,2)
(1,A,1) — a (1,4,1) (1,A,1) | (1,a,4,1,AA)
(1,A,1) — a (1,A,2) (2,A,1)
(1,A,2) — a (1,A,1) (1,A,2)
(1,A,2) — a (1,A,2) (2,A,2)
(1,e,1) — ¢
(2,e,2) — ¢

[1,aabb,c] - [1,abb, A] - [1,bb, AA] F [2,b, A] F [2, ¢, €].

S = (1,,2) = a(l,A,2) = aa(l, A,2)(2, A,2)
= aab(2,e,2)(2,A,2) = aab(2, A, 2)
= aabb(2,¢,2) = aabd.




Preuve

1. L(A) C L(G). Si [g;,w, A] F* [q},¢,¢] avec
A e Mu{e}, alors (g;, A,q;) =" w. Récurrence
sur la longueur ¢ de |la suite de configurations.

(=0:¢,=gq;, w=c¢, A=c¢ et (g,¢,q) —
e € P.

OK pour d=mn, OK ? pour{=n-+1.

lq;, w, A] F* [q;,¢,€] deux décomp. possibles
Premier cas

[QiawaA] = [QkavaB] = [Qjagas]

w=sv et (¢;,s,A,q1,B) €6, s € ZU{e}.

Par hyp. de récurrence : (g, B, q;) =" v.

a la transition (q;, s, A, qi., B) correspond la ré-
gle <qZ7A7QJ> — S<Qk737QJ>

(@, A, q;) = s{ax, B, q;) = sv = w.

Second cas :

[QiawaA] = [QkavaBA] = [QZ7yaA] = [Qjasag]v
(gi,s,A,q., AB) € §, s € Z U {e} et w = sv,

vV =Y.



regle (q;, A, q;) — s{ax, B, qp){qs, A, q;). Puisque
lqr, v, BA] V* [qp,y, A] et que v = xy, on en tire
que [qr,z, B] F* [qs,¢,e]. Donc par hypothése
de récurrence, on a

(ar, B,qe) =" x et (q, A, qj) =" y.
D’ou
(i, A, qj) = s(ak, B, ar){ap, A, q5) =" szy = w.
D'ou L(A) C L(G) car S — {qp,¢,q), q € F.

2. L(G) C L(A). Si (g;,A,q) =% w, w €
>*, A € Nu{e}, alors [q;,w, A] F* [g;,¢,¢].
Récurrence sur la longueur de |la dérivation.

long.—= 1, les regles donnant un symbole ter-
minal sont {(q,e,q) — ¢ et [q;,&,¢] V¥ [q;, ¢, €].

OK pour long.=n, OK 7 pour long.=n+1

Premier cas :
Si la premiére régle appliquée est de la forme
(¢, A, q;) — s{qx, B,q;), alors on a

<Qz)A)QJ> = S<QkaB,q]> :>* SV = w.



Par hyp. de récurrence, [qx,v, B] F* [g;,¢,¢].
La regle (q;, A,q;) — s{qx, B,q;) provient de
(Qi787A7QkaB) co et [(]i,S’U,A] - [QkavaB]'

Second cas :
premiere regle (q;, A, q;) — s{qr, B, gm){am, A, q;).
(2, A, q5) = s(ak, B, am)(am, A, qj) =" w

avecC

(ak> By am) =" =, (gm, A, qj) =" y et w = sxy.

On conclut en appliquant deux fois I'hypothése
de récurrence.

Corollaire :
Un langage est algébrique si et seulement si
il est accepté par un automate a pile.



Intersection de langages algébriques
L={a"b"|n € N}c*, M =a*{"c" | n € N}

LNM={a"b"c"|ne N}

Complémentaire

LNM=3*\((Z*\L)U(Z*\ M)),

Théoréme : Soient R C >* un langage régulier
et L C >* un langage algébrique. Le langage
L N R est algébrique.

Preuve

A — (Q)QO7F7Z)5) AFD

et A= (Q',x,N,d,q5, F) élémentaire
Soit I'automate a pile

P = (Q X Qlaza M, r, (QO7Q6)7F X F/)
((qi)qg)aaaxa (QJaqg))y) S

Si 5(Qz70) — QJ et (qgaaaxaq‘;)y) S 5/
et

((Qiaqg)asaxa (Qiaqg))y) € T S (qg,»f,:v,q;-,y) -~ 5/.



LL'ensemble des langages algébriques est sta-
ble par morphisme.

Soient L C >* un langage algébrique généré
par G = (V,X,P,S) et h : X — '™ un mor-
phisme. Nous supposerons de plus que les
trois alphabets V, > et I' sont deux a deux
distincts. Considérons la grammaire G/ =
(VUux, L P,S) ou

P'=Pu{oc — h(o)|oec =}



A=(Q,x, N, qo, F) élémentaire
N={ry,...,7}

CDZZU{el,...,ek,dl,...,dk}
Sipel*

o Vo € X, o.p = p,

o Vi C {l,...,k}, e;.p = m; p,

e Si p=m;p, alors d;.p = p’.

Sizx=x1-- -2, € OF,

z.p=2z1.(c-- (@p—1.(Tn-p)) - -*)

En particulier, zy.p = z.(y.p), =,y € d*.
Remarque : doeq1.p A.

Dy={x € d" | x.ec=c¢}.



Proposition : Le langage D4 est algébrique
et généré par

S — Sdy1Se1S| -+ | SdpSepS|a1S| -+ |omS |e.

preuve
1. Soit w € Dy. Montrons que S =* w par
récurrence sur |w|.

Si w=¢ OK.

OK pour |w| <[, OK ? pour |w| =141
Siwe X1 OK.

Sinon w contient un symbole e; (le plus a
droite)

* *
w=ue;z, u c P ,ze2".

a ce e; correspond exactement un symbole d;
(car w € Dy). Ainsi,

w = xd;ye;z, avec x,y € d*.

De I3, z,y,z € D 4. par hyp. de récurrence :
S=*x, S=%y, S=%2
S = Sd;Se;S =" xd;ye;z = w.



2. Si S=*w, we P*, alors w € Dy.

Vp € MN*, on pose S.p = p.

Ppar récurrence sur la longueur de |la dériva-
tion, si S=*w, w e (PU{S})*, alors w.p =p
Vp € M.

long.= 0 : Sp=p OK
OK pour long.< k, OK ? long.= k+1
En mettant en évidence la derniére regle ap-

pliquée,

S =7 wi1Swo = w.

a) Sirégle: S — Sd;Se;S, alors w = wySd;Se; Swo
w1S5d;Se;Swo.p

w1Sd;Se;S.(wr.p) = w15d;Se;.(wo.p)
w1Sd;S.(m;(w2.p)) = w1Sd;.(m;(w2.p))
w1S.(w2.p) = (w1 Swp).p=p

b) Si régle : S — 0,8, alors w = wyo;Swo et

w10;Swo.p = w10;S.(wo.p) = wio;.(wr.p)



= wy.(wz.p) = (w1 Swr).p = p.

C) Sirégle: S — e, w=wjws et

wiwp.p = (w1 Swo).p = p.

Théoreme de Chomsky-Schiltzenberger
Soit L C >* un langage accepté par un au-
tomate a pile A. Il existe un morphisme
h : ® — >* et un langage régulier R C ¢*
tel que

L =hnDENR).

En particulier, L est algébrique.

Preuve
On suppose A élémentaire.

e (p,g,e,q,e) devient p BN q,

® (p7 04,E&, Q78) devient p 0-4 q,



® (p7 €, T, 4, 8) devient p z q,

. d;
e (p,e,e,q,m) devient p = q.

On a donc un automate fini
— R C ®* langage régulier.

Soit w € >* accepté par I'automate a pile 4

lg0, w, €] F* [q,€,¢], q € F.

A ce mot, correspond donc un chemin dans
A de label W € ®* débutant en gg et aboutis-
sant en q € F.

Puisque, pour étre accepté par I'automate, la
suite de configurations débute et se finit par
une pile vide, il est clair que W appartient
a Dy.

De plus, W appartient a R. On retrouve w
en appliguant a W le morphisme

o;, — O0;
h:®d =3¢ e +—¢
d; — €.



Réciproquement, si W € &* appartient a D4nN
R, alors h(W') est accepté par I'automate.

Exemple




