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Introduction

Ce fascicule est en cours de création. Des exercices et des solutions (partielles) seront
ajoutés en cours d’année. Nous vous deconseillons donc d’imprimer dans son entiereté ce

texte en constante évolution.
La structure des chapitres est semblable a celle du cours théorique.

Les différents exercices de ce fascicule proviennent de sources diverses. Celles-ci sont, dans
la mesure du possible, rappelées. En particulier, on précisera s’il s’agit de questions posées
lors d’interrogations ou d’examens pour des premiers bacheliers en sciences mathématiques
ou en sciences physiques. Enfin, une liste d’exercices compilée par V. Colin a également
été ajoutée aux exercices proposés.

Abréviations employées :

» (Admi. ULg) Questions posées lors des examens d’admission ingénieur civil,
ULg.

» (BL) M. Baiwir, P. Laubin, Ezercices d’algébre linéaire, Ed. Derouaux.

» (Bodin) A. Bodin, Bibliothéque d’exercices, http://math.univ-1illel.fr/ bodin/.

» (GKP) R. L. Graham, D. E. Knuth, O. Patashnik, Concrete Mathematics,
second edition, Addison-Wesley, 1994.

» (Hefferon) J. Hefferon, Linear Algebra, Saint Michael’s College, Colchester,
Vermont, http://joshua.smcvt.edu/linearalgebra/

» (LM) F. Liret, D. Martinais, Algébre Licence 1ére année MIAS-MASS-SM,
Dunod, 2002.

» (Matthews) K. Matthews, FElementary linear algebra, Lecture Notes, 1991,
http://www.numbertheory.org/book/

» (Quercia) M. Quercia, Ezercices de Mathématiques, http://michel.quercia.free.fr/

» (Roudier) H. Roudier, Algébre linéaire, CAPES & Agrégation, deuxiéme édi-
tion, Vuibert, 2003.

» (Swokowski-Cole) E. W. Swokowski, J. A. Cole, Algébre et trigonoméirie, De
Boeck, 1998.






CHAPITRE I

Nombres complexes et manipulations de base

I.1. Exercice. Développer explicitement et calculer les expressions suivantes:

3 3 2 3 i
PBLSED D DL D)D)
i=1

i=1j=1 i=1j=1
4 10

DoG-a, D kD, DD b

0<i<j<4 ke{2,3,5,7} =1 j=1

1.2. Exercice (LM). Soit I'application f : R? — R? définie par f(x,y) = (22 — 3y, —4x 4 6y)
pour tout (z,y) € R% Montrer que application f n’est pas injective et que

fR?) ={(z,y) € R? | 2z + y = 0}.

1.3. Exercice (LM). Soient les applications f : R — R et g : R — R définies, pour tout x

réel, par
1
f@)=gale—1) et g(x) = fz+1)

a) L’application f est-elle injective 7

b) Montrer que f n’est pas surjective.

¢) Vérifier que f(N) = g(N).
1.4. Exercice (LM). Soit f : R — R une fonction strictement croissante, i.e., si < y alors,
f(x) < f(y). Démontrer que f est injective.

I.5. Exercice (Bodin). Soit f : R — R et g : R — R définies par f(z) = 3z + 1 et
g(x)=2>—1. At-on fog=gof?

1.6. Exercice (Bodin). L’application f : C\ {0} — C : z — z + 1/z est-elle injective ?
surjective ? bijective 7 Donner I'image par f du cercle de centre 0 et de rayon 1. Donner
I'image réciproque par f de la droite iR.

1.7. Exercice (Bodin). Soient des applications f : A - B, g: B —- Cet h: C — D.
Montrer que

» si go f est injectif, alors f l'est aussi,
» si go f est surjectif, alors g 'est aussi,
» go f et hogsont bijectives si et seulement si f, g, h le sont.

1.8. Exercice (Admi. ULg 2000). Démontrer les formules suivantes

= n(n+1) 5 nm+1)2n+1)
=l pr=rlonrentl)
; 2 ¢ ; 6

oun € N\ {0}. En déduire, pour 0 < m < n, la valeur de la somme

m

> (m—i)(n—1i).

=0

1.9. Exercice. Exprimer en fonction de n la somme suivante,
S T
= k(k+1)

3
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1.10. Exercice. Exprimer en fonction de n la somme suivante,

I.11. Exercice (Admi. ULg 2004). Pour n € N\ {0}, démontrer la formule
Z K3 — { n+ 1)]

1.12. Exercice (Identité de Lagrange). Démontrer que

s oot (£ (50 ()

1<j<k<n
1.13. Exercice (Bodin). Calculer

4 Z1§i§jgn i,

> Zl<z<]<ni(j - 1)’

> Zl<z<]<n( I)J’

> ZISzSJSn(n i)(n — j).

1.14. Exercice (Prépa. 2006). Calculer

(1) 2251 2 ok=1 ik
()Z]1 k1n}€+17

(3) ZJ 1 1(J = k)65t
@) i, k(,;l),

(5) Yoy kg™

1.15. Exercice (Admi. ULg 2004). Démontrer que pour tout naturel m, on a

Chms1 = O + Chty + -+ Cop
1.16. Exercice (GKP). Démontrer que
cholorticr, = Ck_chtici
1.17. Exercice (Bodin). Montrer que pour 0 < p <n, on a
P
Y chai=2cCp
k=0

et
P

d(-nrerer =

k=0

1.18. Exercice. On donne les nombres complexes
2 =V3—i, zo=-1+42, 25=4i, z4=1+V3i.

. , .. . . 2

» Donner la partie réelle et la partie imaginaire de 2122, i— et (z3)°.

» Donner la forme trigonométrique de z4. En déduire le calcul de z4 a la sixieme
puissance.

» Calculer |z1|, |21/24], |2122] et |(23)?].

1.19. Exercice. Représentez graphiquement dans le plan complexe muni d’un repere or-
thonormé ’ensemble des nombres complexes z satisfaisant

» 2+2z2=1,

> 2—2Z =1,

» |z +i—2] >4,
o =1l = e+ 1,
» 2+ 2=z



1.20. Exercice (Quizz Sept. 2003). Soit z = 3 — 4i. Calculez |z|, Rez, Jmz et Z. Méme
question avec 2 4 ¢, —3 + 41, 2¢ et .

1.21. Exercice (Quizz Sept. 2003). Simplifiez au maximum la fraction

(144> +2i (i —1)
27 '

1.22. Exercice (Quizz Sept. 2003). Si 2¢"™/7 est une racine quatrieme de z, quelles sont les
autres racines quatrieémes de z 7 Représentez ces racines dans le plan complexe.

1.23. Exercice (Quizz Sept. 2003). Pour chaque énoncé, précisez s’il est vrai, faux ou vide

de sens.
VRAI FAUX VIDE DE SENS

La somme de deux racines n-iemes

de 'unité a pour module 1 a O a
1< 2 | O O
Le produit de deux racines n-ieémes
de I'unité a pour module 1 a O a
ol + Il <lel+lsl | © O 0
Re z < |7 a O m]
La somme des racines 5-iémes
de 3 + 7 est nulle a O a

1.24. Exercice (Interro 1BP 10/2004). Démontrer que si z est un nombre complexe différent

de 1, alors
1+z 1—|z]2 1+2 20mz
R = t Jm-—— = .
‘12 |1 — z|? ¢ s |1 — z|?

1.25. Exercice (LM). Soit z un nombre complexe non nul tel que z* = i/Z. Montrer que z
est de module 1 et calculer z.
1.26. Exercice (Admi. ULg 2000). Résoudre I’équation

2
z" =

3
- z| + 4i.
\/5| |
Suggestion : égaler les modules des deux membres pour déterminer |z|.

1.27. Exercice (Admi. ULg 2003). Résoudre dans C I’équation

2% 4425 102" +422 +1=0.
Suggestion : développer (22 + 1)*.
1.28. Exercice (LM). Soit z € C\ {0}. On pose a =z + 1.
a) Démontrer que z%(a> +a—1) = 2"+ 22 + 2> + 2 + 1.
b) Montrer que a® +a — 1 = 0 si et seulement si z # 1 et 2° = 1.
¢) En déduire que cos(27/5) = (v/5 — 1)/4.
d) Calculer cos(n/5) et cos(m/10).

1.29. Exercice (LM). Soit z un nombre complexe de module 1 tel que z € R et soit a un

nombre complexe. Montrer que |a — z| = |1 — az| si et seulement si a est réel.

1.30. Exercice (Formule de polarisation). Soient u et v deux nombres complexes. Démontrer
que
lu+ v|* = Ju —v|> = 4Re (uD).

1.31. Exercice (LM). Posons E = C\ {—i¢}. On définit application
z—1

241

fiE—-C:2—

a) Montrer que f est injective.
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b) Montrer que pour tout z € E, on a 1 — f(z) # 0.
¢) Démontrer que f(E) =C\ {1}.
d) Soit z € E. Montrer que

Jmz
1—|f(=) =4m-

e) Vérifier que f(R) ={z € C: |z| =1} \ {1}.
1.32. Exercice (Matthews). Résoudre dans C, ’équation z* = 1.
1.33. Exercice (Matthews). Soient
C=14cosf+ - +cos(n—1)0 et S=sinf+---+sin(n—1)0.

Démontrer que si 0 # 2kw, k € Z, alors

_ sin(nf/2) _sin(nd/2) .
= n02) cos((n—1)8/2) et = (02 sin((n —1)0/2).
1.34. Exercice (Matthews). Exprimer
2(1 +14)?

sous la forme x + iy avec z,y € R.

1.35. Exercice (Matthews). Soit a,b deux nombres complexes distincts et 0 < a < 7. On

note Arg(z) € [0,2nx[, largument du nombre complexe z. Montrer que I’ensemble des
points du plan complexe satisfaisant

z—a
z—b
est un arc de cercle. De méme, les points du plan complexe satisfaisant Arg(Z=%) = 0
) = 7 déterminent la droite passant par

Arg( ) =«

z—a
z—b

déterminent le segment joignant a et b et Arg(
a et b privée de ce segment.
En déduire que 4 points distincts z1, 22, 23, z4 du plan complexe sont cocycliques ou alignés

si et seulement si
Z4 — 21 23 — 21

Z4 — 22 23 — 22
est un nombre réel.

1.36. Exercice (BL). Démontrer que pour tous «, 3 € C,
o= BI* + |+ B = 2(|af* +|8])
11— aB® = |a=BI* = (1 = [aB])* = (Ja| - |8])*.
1.37. Exercice (BL). Démontrer que pour tous z,w € C\ {0},

AW
|22 |w]?

_ -
2] Jwl -

1.38. Exercice (BL). Démontrer que si a et b sont des nombres complexes distincts de
module 1, alors pour tout z € C,
z+abz — (a+b)
b—a
est imaginaire pur.

1.39. Exercice (BL). Résoudre dans C les équations suivantes,

» 22 =54 12,

» 25 =2,

> 2::,227

» (14+4)2% + (1 —5i)z — (4 —2i) = 0.



1.40. Exercice (BL). Résoudre dans C I’équation suivante sachant qu’elle posséde une racine
imaginaire pure,

224322+ (9—4i)z2+15=0.
1.41. Exercice (BL). Pour les valeurs entiéres de k,n > 0, discuter la valeur de la somme

suivante
n

GRS

=1
1.42. Exercice (BL). Soit w une racine cubique de 'unité distincte de 1. Montrer que pour
tous a, b € C,

la +b)* + |a + wb|*|a + w?b|* = 3(|al* + |b]?).
1.43. Exercice (Quercia). Soient a, b, ¢ € C distincts. Montrer que les propositions suivantes
sont équivalentes :
{a,b,c} est un triangle équilatéral.
j ou j2 est racine de az® + bz +c = 0.
a?+ b+ =ab+ ac+ be.
1 1 1

a3ttt 0.

c—a

vv vy

1.44. Exercice (Quercia). Déterminer les nombres z € C tels que ...

» 2,22, 2% sont alignés
» 1,2z, 2% forment un triangle rectangle.

» z,—,—i sont alignés
z






CHAPITRE II

Matrices, opérations élémentaires

IL1. Exercice (Prépa. 2006). Soient A= ( j37), B=(1i+1),C = (;1,), D= (3 ' 9).

Calculer, si possible, les produits AB, BA, BC, CB, BD, AD, A?,iC, 3iAC + (i + 1)C,
A, B, D*, C*B, C* A.

I1.2. Exercice (Prépa. 2006). Si A et B sont deux matrices carrées de méme dimension,
développer et simplifier (24)(3B) — (A + 2B)? + (A — B)(A + B).

I1.3. Exercice (Prépa. 2006). Déterminer, en justifiant, si les assertions suivantes sont
vraies ou fausses.

(1) L’addition entre matrices de méme type est commutative.

(2) L’addition entre matrices de méme type est associative.

(3) La multiplication entre matrices est, lorsqu’elle est définie, commutative.

(4) La multiplication entre matrices est, lorsqu’elle est définie, associative.

(5) Toute matrice admet un inverse pour l'addition.

(6) Toute matrice admet un inverse pour la multiplication.

(7) Toute matrice carrée non nule admet un inverse pour la multiplication.

(8) Une matrice carrée a coefficients complexes satisfait & A* = A si et seulement si

les éléments de sa diagonale principale sont nuls.
(9) Une matrice carrée & coefficients complexes satisfait & A* = A si et seulement si
les éléments de sa diagonale principale sont réels.

I1.4. Exercice (Prépa. 2006). Quels sont les matrices A & coefficients réels qui commutent
avec (3 1) (c’est-a-dire telles que A. (3 1) =(§1).4)7?

IL5. Exercice (Prépa. 2006). Déterminer les matrices réelles A qui satisfont & (9})A =
(6%) -

I1.6. Exercice (Prépa. 2006). Donner la forme générale d’une matrice réelle A qui commute

avec toutes les matrices réelles de type 2 x 2.
IL.7. Exercice (Prépa. 2006). Calculer les différentes puissances de la matrice A = (}1).

I1.8. Exercice (Prépa. 2006). Montrer que si A désigne la matrice

1 1 1
A=10 1 1
0 0 1
alors
A"=1|0 1 n
0 0 1

pour tout naturel n.

I1.9. Exercice (Prépa. 2006). Soit

N

I
S O N
[l R
N = O



10 Chapitre II. Matrices, opérations élémentaires

Trouver les matrices réelles B telles que AB = BA.

I1.10. Exercice (Prépa. 2006). Déterminer les valeurs des paramétres réels « et 3 pour
lesquels les matrices A = (§ ') et B= (%) commutent.

I1.11. Exercice (Prépa. 2006). Pour tout nombre réel 6, on pose
cosf) —sinf
M(0) = .
©) <sin 0 cosf )
Démontrer que pour tout entier naturel n et pour tout réel 8, on a (M (0))™ = M (nd).

I1.12. Exercice (Prépa. 2006). On considere la matrice M = (%, §).

(1) Caractériser 'ensemble des matrices a coefficients complexes qui commutent avec
M.
(2) Caractériser 'ensemble des matrices & coefficients réels qui commutent avec M.

I1.13. Exercice (Prépa. 2006). Une combinaison linéaire réelle des matrices de méme type

Aiq, ..., A, est une matrice C pour laquelle il existe des nombres réels r1, ..., 7, tels que
C = Z?:l T‘ZAZ
(1) Montrer que la matrice C = (}2) n’est pas combinaison linéaire réelle des

matrices (12) et (12).
(2) Soit la matrice

A=

o = O

0 1
0 3
10

Trouver trois réels a, b, ¢ tels que A* + aA? + bA + ¢l = 0 (I désigne la matrice
identité de dimension 3).

(3) Soit A une matrice carrée de dimension g et X1,..., X, des matrices de type
g x 1 telles que A.X; = 0 pour tout ¢ dans {1,...,q}. Montrer que si X est une
combinaison linéaire réelle de X, ..., X, alors A.X = 0.

I1.14. Exercice (Prépa. 2006). Calculer le carré de la matrice A de type n x n définie par
Aij = % pour tous 1 < 4,5 < n.

I1.15. Exercice (Prépa. 2006). Déterminer les puissances successives de la matrice carrée
A définie par A;; = dp—s,; pour tous 1 <i,5 < n.

I1.16. Exercice (Prépa. 2006). On considére la matrice

(1) Calculer A%, Trouver deux réels a et 3 tels que A% = aA + I
(2) Montrer qu’il existe pour tout naturel n deux réels a, et by, tels A" = anA+bnl
(3) Expliciter an+1 et bn41 en fonction de a, et by,.

I1.17. Exercice (Prépa. 2006). Soit A la matrice

3 1 -2
A= -1 1 2
-2 =2 2

et B=A-2I.
(1) Calculer B? et B®. En déduire 'expression de B* en fonction de k.
(2) En remarquant que A = B + 21, calculer A™.
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I1.18. Exercice (1BM Janvier 2005). Soit la matrice

1 2 0
M=1]0 1 2
0 0 1
Démontrez que pour tout n € N,
1 2n 2n(n-—1)
M"=10 1 2n
0 0 1

I1.19. Exercice (Interro 1BM 10/2005). Soit A un nombre complexe. On définit la matrice

A1 0 0
0 A 1 0
MN=10 0 a1
00 0 A

Démontrer que pour tout n € N,

n n—1 n(n—1)yn-2 n(n—-1)(n—2) yn-3
AP g AnTl o msbyn-2 nGolns2)

0 A™ n A\"1 M)\n—Q
M\ = 2
0 0 0 A"
En déduire que si [A| < 1, alors limp— 400 [M(A)]™ = 0 et que si |A| > 1, alors

00 0 1/6

) [MX)" _ |0 0 0 0

n—+too p3 An~3 0 0 0 O

0 0 0 O

I1.20. Exercice (1BP Janvier 2005). Démontrer que pour tout n € N,

2 0 0 O 2" 0 0 0

S B— 0 1 3 0 . alors BT = 0 1 3n 3n(n-1)
0 0 1 2 0o 0 1 2n
0 0 0 1 0O 0 O 1

II1.21. Exercice. Les vecteurs

6 —9i 3+21 0
2—-2 0 —2¢
2 ’ 0 11—
-3 1 0

sont-ils linéairement indépendants sur C 7 Méme question sur R ?

I1.22. Exercice. Dans R3, les vecteurs

0 0 1
ar=|0],a2=13]|,a3=13
1 4 6

sont-ils linéairement indépendants 7 Méme question pour les vecteurs

1 1 5
bi=1|1],b2=12],b3=1]3
2 5 4
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11.23. Exercice. Soient a, a2, as trois vecteurs linéairement indépendants sur R et

v1 = a1 +az2+as
v2 = a1 —az +as
v3 = a1 + as — as.

Les vecteurs v1, vz, vs sont-ils linéairement indépendants sur R 7

11.24. Exercice. Soient a a2, as trois vecteurs linéairement indépendants sur R. A quelles
conditions sur les réels a et 3, les vecteurs

v1 = aay + Baz
v2 = aaz + fas
v3 = aas + [Bai

sont-ils linéairement indépendants sur R 7

11.25. Exercice. Dans le R-vectoriel des fonctions continues sur R, les fonctions 1, sin x, cos ©
sont-elles linéairement indépendantes. Pour quelles valeurs de m € R, les fonctions

f(z) =m+cosz+sinz
g(z) =14+ mcosz +sinz
h(z) =1+ cosz +msinz

sont-ils linéairement indépendantes 7

I1.26. Exercice. Vérifier que si

0 z -y
R=|—-2 0 z |,
y —x 0

alors R(R* + (2 +y* + 2*)I) = 0.
I1.27. Exercice. Soit la matrice carrée A = (1/n)1<i j<n. Calculer A%

I1.28. Exercice. Soit la matrice carrée A = (8;41,j)1<i,j<n. Calculer A* pour tout k € N.
En déduire que les matrices

ao al an—1 bo bl bn—l
M = 0 et N = 0
ao al . bo b1
0 0 ag 0 0 bo

commutent.

11.29. Exercice. Soient A et B deux matrices carrées de dimension n telles que pour tous
1<j,k<n,

Ajk = 61,6 + 0jntk—1 €t Bjk = On—ji k.
Déterminer les coefficients (AB);x et (BA);k. Ecrire explicitement A, B, AB et BA.

11.30. Exercice (1BP Sept. 2004). On considére dans I’espace vectoriel réel R*, les vecteurs

1 a 3 1
0 0 2a

u= 1 , V= 1 , W= o et x = 1
-1 0 0 o

A quelle(s) condition(s) sur le parameétre a € R, les vecteurs u, v, w, z sont-ils linéairement
indépendants ?
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I1.31. Exercice (Interro 1BM 10/2004). Répondre aux questions suivantes.
a) Caractériser ’'ensemble As des matrices de C3 qui commutent avec la matrice

M_<_1i 0)

b) Caractériser les éléments de ’ensemble Ax N R2, i.e., les matrices réelles commutant
avec M.
c¢) Pour tout nombre réel 6, on pose

cos) —sinf
R(0) = .
©) ( sind  cos@ )
Démontrer que pour tout entier naturel n, on a
(R(®)" = R(né).

I1.32. Exercice (Interro 1BP 10/2005). Répondre aux questions suivantes.

a) Caractériser ensemble des matrices de R3 qui commutent avec la matrice

=5 %)

ol « est un nombre réel non nul fixé.
b) A-t-on, pour tous A, B € R3, (A+ B)? = A> 4+ 2AB + B* ?
Justifier votre réponse a l'aide d’'une preuve ou d’un contre exemple.
I1.33. Exercice (Interro 1BP 10/2005). Voici un exemple de produit scalaire.
a) Démontrer que I'application B : C* x C? : (x,y) — B(x,y) définie par

1 ¢ 0
B(z,y)=y"MzouM=|—-i 2 0
0 0 1

est une forme bilinéaire gauche, hermitienne et définie positive.
b) Soient a,b € C3. On pose a Lp b si et seulement si B(a,b) = 0. Caractériser les
vecteurs z € C> tels que z Lp y ol

y= 2
1+

En particulier, si z = ie1 + e2 + B es, que vaut 8 pour que x L g y.

I1.34. Exercice (Interro 1BP 10/2005). A quelle(s) condition(s) sur le parametre A € R, les
vecteurs de R® suivants sont-ils linéairement indépendants ?

1 -1 2
AL, 1], |
1 A 1

11.35. Exercice (Interro 1BP 11/2003). On considere les vecteurs de R®

1 m 1
m |, 1], m
2 0 3

ou m est un parametre réel. Pour quelle(s) valeur(s) de m, ces vecteurs sont-ils linéairement
indépendants ?

11.36. Exercice (Roudier). Une matrice A € K}, est nilpotente s’il existe k > 0 tel que
A* = 0. Soient A,b € Kny,.

a) Si AB est nilpotent, montrer que BA 'est aussi.
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b) Si A et B sont nilpotents et commutent, montrer que A + B est aussi nilpotent.
¢) Donnez un contre-exemple de la propriété b) lorsque A et B ne commutent pas.

I1.37. Exercice (Mathhews). Soit la matrice
1 1 -1
A=10 0 1
2 1 2
a) Vérifier que A% =347 — 34 + 1.
b) Exprimez A* comme un polynéme en A% A et I.
11.38. Exercice (Examen aoiit 2006). Soit f : R}, — R une fonction multiplicative (i.e., pour

toutes matrices A, B € R}, f(A.B) = f(A).f(B)). On suppose en outre que f differe de
la fonction nulle et de la fonction constante 1.

a) Que vaut f(I) ? (Jusitifier)
b) Que vaut f(0) ? (Jusitifier)
¢) Démontrer que si A est inversible, alors f(A) # 0.
I1.39. Exercice (Examen aotit 2006). Pour tous A, B € R}, on considére 1’application
R x R! — R : (A, B) — tr(AB).
Montrer que cette application définit un produit scalaire sur R7;. (Pour rappel, un produit

scalaire est une forme bilinéaire, symétrique et définie positive.) Pour ce produit scalaire
particulier, que vaut la norme de la matrice identité ?

I1.40. Exercice (Quercia). Soit

1
A=1{0
1

oS = O

0
1
1
En écrivant A = I+ J et en utilisant la formule du binéme de Newton, calculer A™, n € N.

I1.41. Exercice. Un vecteur de probabilité est un vecteur (ligne ou colonne) dont les com-
posantes sont des nombres réels positifs ou nuls et dont la somme vaut 1. Une matrice
dont les lignes sont toutes des vecteurs de probabilité est dite stochastique. Montrer que
si A est stochastique, alors A% Pest aussi.

11.42. Exercice (Interrogation Octobre 2007). En supposant que cela ait un sens (i.e., le
domaine de définition de la fonction fas définie ci-dessous peut ne pas étre C tout entier),
b

. a
a toute matrice M = <
c d

) de RZ, on associe 'application

az+b
cz+d’
a) Vérifiez que pour tout nombre complexe z, fi(z) = 2.

fM:C-C:z+—

b) En supposant une fois encore que les expressions présentes ci-dessous aient du
sens, démontrez que pour tous M, N € R3 et z € C,

fa(fn(2) = fan(2)

c) Déterminez les matrices A de R3 pour lesquelles fa est défini en i et telles que

fa@@) =1



CHAPITRE III

Permutations

II1.1. Exercice. Soient les permutations

(1 2 3 45 1 2 3 4 5
F=\s5 4 2 1 3/ \2 15 4 3/

a) Calculer uv, vu, pu et vv.

Quels sont les élements appartenant & {u™ | n > 0} et {v™ | n > 0} respective-
ment ?

Quel est Iinverse de p 7

Décomposer p et v en un produit de cycles disjoints.

=3
=

[*"Ne)

Décomposer p en un produit de transpositions.
Quelle est la signature de u, de v et de pv ?

@

)
)
)
)

—h

II1.2. Exercice. Calculer la signature de la permutation

12 3 45 6 7 8 9 10
4 2 10 6 5 1 7 9 8 3

II1.3. Exercice. Soit les cycles o0 = (2 6 1 3 5) et T = (1 4 3 5).
a) Calculer o7, 70, 00 et TT.
b) Quels sont les élements appartenant & {c" | n > 0} et {r" | n > 0} respective-
ment, ?
¢) Quel est l'inverse de o 7
d) Décomposer o en un produit de transpositions.
e) Lequel de o ou 7 est une permuation paire ?

II1.4. Exercice (Interro 1BM 11/2003). On considére 'ensemble G, des matrices carrées
de dimension n sur le champ K défini par

Gn ={A = (aij)i<ij<n | W € Sntaij =00}

ou S, désigne ’ensemble des permutations de {1,...,n}.
a) Vérifier qu'une matrice A = (ai j)1<s,j<n & coefficients dans {0,1} appartient &
Gy, si et seulement si pour tout k € {1,...,n},

n n
Za¢k=1 et Zakal.
i=1 j=1
b) Montrez que G, muni de 'opération de multiplication de matrices est un groupe.
IIL.5. Exercice (J. Hefferon). Pour toute permutation ¢, on définit l’entier g(¢) comme

() = [ [ 166) — (i)-

i<j

a) Calculer la valeur de g pour toutes les permutations de Sz,
b) Calculer la valeur de g pour toutes les permutations de Ss,

¢) Démontrer que

sion ¢ — 9(9)
8= oo
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CHAPITRE IV

Déterminants, rang, inversion de matrices

IV.1. Exercice. Calculer

a 3 0 0
b a 2b 0
det iy o a0 b
0 0 3b a

IV.2. Exercice (Swokowski-Cole). Démontrer que

z? 4 y2 r oy
Bty Ty
a3 +ys w2 Yo

w3+y; ws ys 1

det

— = =

est ’équation d’un cercle passant par trois points non alignés de coordonnées respectives
(x1,91), (z2,92) et (z3,Y3).

IV.3. Exercice. Calculer

z Yy Yy
det vy =
Y
Y y =z
IV.4. Exercice. Calculer
1 1 1
715 a+c a_+b
det | &= —% 7%
1 1 1
b+c a+c T
IV.5. Exercice. Calculer
m —a 0 0 0
m m —-b 0 0
det|lm m m —c O
m m m m —d

3
3
3
3
3

IV.6. Exercice (LM). Pour tout n > 2, on pose

2 -1 0 o --- 0
-1 2 -1 0 0
A, = det 0
0
0 0o -1 2 -1
0 0 0o -1 2

a) Calculer Az et As.
b) Montrer que pour tout n > 2, on a Apt2 = 28p41 — Ay
¢) Montrer que pour tout n > 2, on a A, =n + 1.

17
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IV.7. Exercice (LM). Soient x1,x2,x3,y1,y2,ys des éléments d’'un champ K. Vérifier que

14211 1+z1y2 142193
det [ 14+ xoy1 14 zoys 14 zoys | =0.
1+ax3y1 14+z3y2 1+ 23y3

IV.8. Exercice (Examen 1BP aofit 2006). Etudier le rang de la matrice M en fonction du
parametre réel a,

o 0 0 2
M=|3 o 1 -1
1 o 0 1
IV.9. Exercice (Examen 1BP aotit 2006). Calculer
a c —a
det a —a ¢
c —a a
—a c a

A quelles conditions ce déterminant est-il nul ?

IV.10. Exercice (LM). Soient n > 2 un entier et A € K.
a) Exprimer det(—A) en fonction de det(A).
b) Sin est impair et si A = —A, alors vérifier que det(A) = 0.

IV.11. Exercice. Calculer, s’il existe, I'inverse de la matrice

T —1 141
T 1
1 1 1

IV.12. Exercice (BL). Soient A, B,C € CJ.. A quelles conditions la matrice

A B
M =
est-elle inversible ? Dans ce cas, calculer son inverse.

IV.13. Exercice (Matthews). Démontrer que

a+zr b+y c+z a b c
det |z4+u y+v z4+w|=2det|z y =z
u+a v+b w+ec U vow

et
n? m+1)? (n+2)?
det | (n+ 1)2 (n+ 2)2 (n+ 3)2 = —8.
(n+2)? (n+3)* (n+4)?

IV.14. Exercice (Matthews). Démontrer que

1+ T x x
1
det | Y ty v Y l=14+2+y+z+t.
z z 14z z
t t t 14+t

IV.15. Exercice (Interro 1BP 10/2004). Pour quelle(s) valeur(s) du paramétre A € R, les
vecteurs suivants sont-ils linéairement indépendants ?

2 0 1
v = 1 , V2 = —1 , V3 = 1
—1 1
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IV.16. Exercice (Vandermonde). Démontrer que

1z 23 - ozt
1 x2 23 - 27!

det | . . . . . = H (i — x5).
: : : . : n>i>j>1
1 @n 22 oo gttt

IV.17. Exercice (Swokowski-Cole). Démontrer que

1 1 1

det|a b c¢|=(@=bb-c)c—a)la+b+c).
a® bl

IV.18. Exercice (Interro 1BP 11/2004). En fonction du parametre réel A, calculez le rang

de la matrice suivante

1 2 3 1
A= 4 2 =2 2
3 A 2 2
A0 =5 1

IV.19. Exercice (Interro 1BP 11/2003). Soit A = (a4,j) une matrice réelle carrée de dimen-
sion n telle que
Qg5 = ij.
a) Sin = 3, représenter A et calculer det A.
b) Dans le cas général, démontrer que

detA=112! ... nl

Suggestion : on peut procéder en appliquant successivement la régle des mineurs.

A la i-ieme application, remplacez la colonne C; par C; — i¢Cj—1 pour j =
i+1,...,n.

IV.20. Exercice (1BM Janvier 2005). On considére 1’espace vectoriel (Z5)? constitué des
triplets d’éléments de Zs (i.e., d’entiers modulo 5), sur le champ K = Zs = {0, 1, 2, 3, 4}.

Les vecteurs

2 0 3
41, |1] et |2
0 1 1

sont-ils linéairement indépendants 7 Justifier.
IV.21. Exercice (1BP Janvier 2005). Soit la matrice

24+ 0 3a 283
A=|1-a 1-8 2
2422 28 4
a) Calculer det A en fonction de «, 8 € R.

b) A quelles condition sur les nombres réels « et 3, ce déterminant est-il nul ?

IV.22. Exercice (1BM Janvier 2005). Discuter en fonction du parameétre complexe ¢, le

rang de la matrice suivante :

2t i (3+2i)

t 2t t 0
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1V.23. Exercice (LM). Montrer que la matrice suivante de Cj est inversible et calculer son
inverse.

2—1 1 1
1 1 142
3—1 1 2

IV.24. Exercice (Matthews). Si A est une matrice carrée telle que A? = 0, démontrer que
A n’est pas inversible.

Si A est une matrice carrée distincte de I telle que A? = A, démontrer que A n’est pas
inversible.

IV.25. Exercice (Matthews). On se place sur le champ Zz des entiers modulo 2. Vérifier
que la matrice suivante est inversible et en calculer son inverse.

1 1 0 1
0 0 1 1
1 1 1 1
1 0 0 1
Vérifier que par contre, la matrice suivante n’est pas inversible sur Z.
1 1 0 1
0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1

IV.26. Exercice (LM). Pour tout nombre réel ¢, on pose

et 2te’ (2 —4t)e' 2+ 2(t—1)e

0 et tet et —1
EO=14 et 0

0 O 0 1

a) Montrer que pour tous s,t € R, R(s)R(t) = R(s + t).
b) Montrer que pour ¢t € R, R(t) est inversible et calculer son inverse.

IV.27. Exercice (LM). Soit la matrice
-1 0 O
D=0 0 O
0 0 0
Démontrer que pour toute matrice inversible P € R3, on a
(P'DP)’ =P 'DP et P 'DP+#—I.

Soit A € R} une matrice telle que A = —A et A # —I. Calculer A(A+ ) et en déduire
que A n’est pas inversible.

IV.28. Exercice (Janvier 2006). Soit A une matrice carrée complexe de dimension 2m + 1,
m € N. Démontrer que si A est anti-symétrique, i.e., A = —A, alors det(A4) = 0.

IV.29. Exercice (BL). Soient

01 1
o D:<bM+:cI bM+aI>_

M=1]1 0 1
11 0 bM +al bM + xI

Calculer det D en utilisant les formules de Frobenius-Schiir.
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IV.30. Exercice (BL). Soient I, A, B, D € C;.. En utilisant les formules de Frobenius-Schiir,
exprimer le déterminant de la matrice

Q~ o
O~
o

en fonction de det(B + CAD).

IV.31. Exercice (BL). Pour tous A, B € C;,, montrer que
A B A -B . .
det <B A) = det(A + B) det(A — B) et <B A ) = det(A + iB) det(A — iB).

IV.32. Exercice (BL). Calculer

a 1 0O b 0 O
0 a 1 0 b O
0 0 a 0 0 b

det
“lTb 0 0 a1 0
0 -b 0 0 a 1
0 0 —-b 0 0 a

2iw/n

IV.33. Exercice (Janvier 2007). Soient n > 2 un entier et w = e Simplifier au

maximum ’expression suivante (en réduisant au maximum les calculs & effectuer)

1 w w2 . wn—Q wn—l
—1 2 —2
w" 1 w w w"
wn72 wnfl 1 w . wn73
det
w? w? wht 1 w
w w? wh L 1

IV.34. Exercice (Examen Aot 2007). Soient w = ¢*™/™ et la matrice n x n définie par

A= (ww—l)(e—l))

1<k,f<n
Expliciter la matrice A% et calculer det A%
(Suggestion : discuter la valeur de [A?];¢ en fonction de k + £.)

IV.35. Exercice (Examen Aout 2007). Soit

1
A=10
1

S = O

0
1
1
Calculer A™ pour tout n > 0. (Suggestion : décomposer A en I + J ou I est la matrice
identité.)

IV.36. Exercice (Examen “&4 blanc” Janvier 2008). Soit A = (01 Cn) une matrice

carrée de dimension n. On définit une matrice carrée B de dimension n telle que pour

tout j = 1,...,n, sa j-iéme colonne est la somme des colonnes de A d’indices différents
de j. Par exemple, pour n = 3, on a

B:(02+03 Cy + Cs 01+02).

Comparez det A et det B pour les valeurs n = 3 et n = 4.






CHAPITRE V
Systemes d’équations linéaires

V.1. Exercice (Admi. ULg 2000). Discuter et résoudre le systéme
axr + a2y =a°
Wr+b2y=>
r+y=a

ou a et b sont des parametres réels.

V.2. Exercice (Admi. ULg 2003). Résoudre et discuter le systéme suivant, dans lequel a
est un parametre réel.

az+a’y+adz2=0

z+y+2z=0

a*z +a’y+az=0.

V.3. Exercice (Matthews). Soit B une matrice réelle n x n telle que B> = 0. Si A = I — B,
démontrer que A est inversible et que A™' = I + B + B2  Montrer que le systéme

d’équations linéaires Ax = b posséde la solution
x =0b+ Bb+ B°b.
Si

B =

o O O
o O 3
S+ ®»

vérifier que B® = 0 et utiliser le premier point pour calculer explicitement I - B)fl.

V.4. Exercice (1IBM Janvier 2003). Discuter et résoudre le systéme suivant ol A et p sont
deux parametres réels.

Tz + Ay 4+ opz + At =1
A+ 2y + t = )\
pr + (A+2y + pz + A+t = p
Az + t = pu

Pour ne pas alourdir les calculs, si pour certaine(s) valeur(s) des parameétres, vous montrez
que le systéeme possede une unique solution, alors dans ce cas seulement, il est inutile
d’en fournir la solution explicite.

V.5. Exercice (Examen 1BM/1BP Aot 2005). Résoudre et discuter le systéme suivant en
fonction du parametre g € R,
Brz+(B+y+(B-1)z =28+3
z+(B+D)y+(1-08)z =48+1
B+Dz+2(6+1)y =66+4

V.6. Exercice (Examen 1BM Juin 2004). Discuter la compatibilité du systéme en fonction

des parametres complexes a, b :
r+iz=1
ax +by=1»5
bx —az=1»
ay +z = a.
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Lorsque le systéeme est compatible, préciser la dimension de I’ensemble des solutions du
systéme homogene associé (solution unique, infinité simple, double ou triple de solutions).

V.7. Exercice (Examen 1BP Juin 2004). Discuter et résoudre le systéme suivant (3 étant
un parameétre réel)

Br+3y+3z=0

r+Bz=p0

2z + By =0.

V.8. Exercice (Interro 1BP 02/2004). A quelle(s) condition(s) sur le parametre réel A, le
systéme suivant est-il compatible (on demande uniquement d’étudier la compatibilité du
systéme. Sa résolution compléte n’est pas demandée) ?

x +Ay +A=1)z = A
B+Nz +2y = 0
Ax +(2+ Ny +Az = 2
4z —z = =X

Dans chacun des cas ou le systéme est compatible, précisez s’il existe une unique solution
(resp. infinité simple, double ou triple de solutions).

V.9. Exercice (1BM Janvier 2005). Pour quelle(s) valeur(s) des parameétres «, 5 € C, le
systéme suivant est-il compatible ?

ar—2y+pfz=«a
r+ay+pPz=0.

Lorsque le systéme ci-dessus est compatible, quelle est la dimension du systeme homogene
associé 7

V.10. Exercice (Janvier 2006). Soient A et B deux matrices de C}; pour lesquelles il existe
un entier k > 2 tel que

B¥=0, B*'#£0 e A=I-B.
a) Démontrer que B n’est pas inversible.
b) Démontrer que A est inversible et que A~ =T+ B +--- 4+ B*~!

c) Le systéeme Ax = b ou z,b € C" est-il de Cramer ? Si oui, en donner explicite-
ment la solution.

V.11. Exercice (BL). Discuter et résoudre pour a,b € C fixés, le systéme suivant
ay+z=2
2+ 5y =1
—2z+y+bz=3.

V.12. Exercice. Discuter et résoudre pour a,b € C fixés, le systéme suivant
ar +by+bz+at=1
br+ay+az+bt=1
r+y+z+it=c

V.13. Exercice. Discuter et résoudre pour a,b € C fixés, le systéeme suivant

r+z=1

ay —bz=—a
—bx+az=a
ay+z=">
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V.14. Exercice (Examen Janvier 2008). Etudier la compatibilité et résoudre le systéme

suivant (ot m est un parametre réel).

mx+(m—-—1)y= m+2
(m+1)z—my= 5m+3

V.15. Exercice (Examen Juin 2008). Discuter et résoudre le systéme suivant en fonction
du parametre réel a,
r4+ay+2z=0
axr + ay + 2z = 2.






CHAPITRE VI

Polynomes et fractions rationnelles

VI.1. Exercice. Déterminer la multiplicité de z = 2 comme zéro du polynéme
P(z) =2° — 52" +72° =22 + 42 — 8.

VI.2. Exercice. Démontrer que z = 1 est un zéro triple pour chacun des polynémes suiv-

ants :

(a) P(z)=2" —nz""t +nz""! — 1, avec n>1,
P

(b) (2) = 2" — 20+ )" + (2n + 1) — 1.

VL.3. Exercice. Factoriser dans C[z] les polynoémes suivants : (a) P(z) =
(0) P(z) =

VI.4. Exercice. Déterminer des polynémes U et V de C[X] tels que
(X"=X 1)U+ (X°+1)V =1
VL.5. Exercice. Factoriser X%+ X?+1 et X*— X2 +1 dans R[X]. Montrer que X*—X?%2+4+1

est un polyndéme irréductible dans Q[X].

VL.6. Exercice. Décomposer en fractions simples de C(X)

1 1
X1 ¢ Xt (Xt

1.7. Exercice. Calcul ——— et _
VIL.7. Exercice Cacuer;k(k+1)e ;k(k—&—l)(k—i—Q)
VL.8. Exercice (Examen 1BP Aot 2005). Calculer le p.g.c.d. des polynoémes
X' 48X +23X% +28X 412 et X°+7X?+ 14X +8.

VIL.9. Exercice (Examen 1BM Juin 2005). Soit le polynéme P(z) = 2* +a 2> +bz + ¢ de
C[z] ayant «, 3,7 comme racines. Montrer que

a+B+y = -—a
aft+ay+py = b
afy = -—c

VI.10. Exercice (Examen 1BP Sept. 2004). Réduire en fractions simples sur C, la fraction
rationnelle suivante
2? +4z -3
23—z 4+x—1
VI.11. Exercice (Interro 1BM 02/2005). Soit a un réel. Décomposer la fraction rationnelle

$5

(1'2 + (1)2

R(z) =
en fractions rationnelles simples sur R.

VI.12. Exercice (Interro 1BP 02/2004). Pour chacune des assertions suivantes, précisez si
elle est vraie ou fausse et a chaque fois, justifiez votre réponse.

a) Le rang de la matrice augmentée (Alb) d’un systéme linéaire Az = b peut étre
strictement inférieur au rang de A.
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b) Si une relation linéaire a lieu entre deux lignes d’un systéme d’équations linéaires
et également entre les éléments correspondants du second membre, alors ce sys-
téeme est compatible.

L’ensemble des solutions d’un systeéme linéaire homogene est un espace vectoriel.
L’ensemble des solutions d’un systeme linéaire compatible est un espace vectoriel.
Le p.g.c.d. de deux polynomes de C[z] est unique.

)

)

)

f) Un polynéme a coefficients complexes n’a que des zéros simples.

) Un polynéme & coefficients réels peut avoir des zéros non réels.

) Un polynéme & coefficients réels de degré impair a toujours un zéro réel.

) Un polynéme a coefficients réels de degré pair et non constant a toujours un zéro
réel.

j) Si R est une fraction rationnelle réelle, alors les décompositions en fractions

simples sur R et sur C de R coincident.
VI.13. Exercice (Interro 1BP 02/2004). Décomposez en fractions simples sur R la fraction
x% — 3zt 4+ 23 — 342% — 21z — 72
x* — 43 — 22 — 162 — 20

On sait en outre que le dénominateur possede 2i comme zéro.

VI.14. Exercice (Admi. ULg 2001). Soient z1, 22, 3 les trois racines du polynéme
242° — 262" +92 — 1.

Calculer
1 n 1 n 1
7 2 2
Suggestion : identifier le polynome et sa décomposition en facteurs pour obtenir la somme,

le produit et la somme des produits 2 & 2 des racines.

VI.15. Exercice (Admi. ULg 2001). Pour quelles valeurs réelles de m, le polynéme ma? 4
2mx + 1 possede-t-il deux racines distinctes dans 'intervalle | — 2,0[ 7
VI.16. Exercice (Examen aotit 2006). Déterminer un pged des polynémes
P(x) =18 =39z + 202> + 62° — 62 + 2°
et
Q(z) =12 — 28z +232° — 82° + z”.
Suggestion : pour vérifier vos calculs, lors de la derniére étape de ’algorithme d’Euclide,

vous pouvez utiliser le fait que

1
—64 5z + 227 — 2° = —1—6(2 + z)(48 — 64z + 1627).



CHAPITRE VII

Diagonalisation

VII.1. Exercice (Hefferon). Soit z un vecteur propre de valeur propre A de la matrice A.

Vérifier que oA + I a x comme vecteur propre de valeur propre aX + 8. En déduire que
A est diagonalisable si et seulement si «A + (1 Dest.

VII.2. Exercice (Examen 1BP Sept. 2004). On considére les matrices

ERE L2
A:24OIetB:012
1

-2 4 2 1 00

Pour chacune de ces matrices, préciser si elle est diagonalisable et le cas échéant, la diag-
onaliser (i.e., construire une matrice S telle que S “1AS ou ST!BS soit diagonale et en
préciser la forme correspondante).

VII.3. Exercice (Examen 1BP Aott 2005). Deux matrices A, B € C}, sont dites semblables
g’il existe une matrice inversible M € C? telle que A = M ~*BM. Montrer que les matrices
A et B données ci-dessous sont semblables,

9 16 -8 5 8 -4
A=|-4 -7 4 , B=| -8 —-15 8
2 4 -1 —10 -20 11

(Suggestion : tenter d’abord de diagonaliser A et B)

VII.4. Exercice (Hefferon). Soient P un polynéme et A, B deux matrices semblables. Dé-
montrer que P(A) et P(B) sont aussi des matrices semblables.

VIL.5. Exercice (Hefferon). Soient z,y,z € K. Vérifier que la matrice
r y
y z

VIL.6. Exercice (Examen 1BM Juin 2004). On considére la matrice suivante

est toujours diagonalisable.

1 0 11—« 0

B —1l-a 24a —-1—-a l4+a«
0 0 «@ 0

l1+4a —-1l—-a 1+« -

a) En fonction du parametre o € R, déterminer les valeurs propres de B ainsi que
leur multiplicité algébrique et géométrique.

b) Pour quelle(s) valeur(s) du parametre o € R, la matrice B est-elle diagonalisable
?

¢) Pour toute valeur de « telle que B soit diagonalisable, construire une matrice S
qui diagonalise B et donner la forme de S™!BS correspondante.
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VIL.7. Exercice (Examen 1BP Aoiit 2005). Sans calculer explicitement les valeurs propres

A1, A2, A3 de la matrice

déterminer les valeurs de
a) )\1A2)\3,
b) A2 + AiAs + A2)s,
c) A1+ A2+ As.

VIL.8. Exercice (Quercia). Diagonaliser les matrices suivantes
1 5
" \2 4
5 3
" \-8 -6

-1 2 -3
> 2 2 —6
-2 2 -6
1 2 3
> 2 3 1
3 1 2
1 1 0
s -1 1 2
0 0 2
1 -1
s -1 2 -1
1 -1 2
1 -1 2
» |3 -3 6
2 -2 4
-2 8 6
» | -4 10 6
4 -8 —4
1 1 1 1
11 -1 -1
11 -1 1 -1
1 -1 -1 1
0 2 -2 2
2 0 2 2
12 2 o0 2
2 2 -2 0

VIL.9. Exercice (Quercia). Montrer que les matrices suivantes ne sont pas diagonalisables

1 -3 0 3
-2 -6 0 13

1o -3 1 3
1 -4 0 8
3 -1 1 -7
9 -3 -7 -1

1o o 4 -8
0 0 2 -4
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VIIL.10. Exercice (Quercia). Soient

1 1 0 O 1 2 3 4
A 0 1 1 0 ot B— 01 2 3
0 0 1 1 0 0 1 2
0 0 0 1 0 0 0 1
Montrer que A et B sont semblables.
VIIL.11. Exercice (Quercia). Montrer que
1 1
2 -1 -1 11
M=o % 2 et N=[0 1 1
1 -3 3 0 1

sont semblables.

VIIL.12. Exercice (Quercia). Montrer que

1 2 3 3 1
A=|0 1 2 et B=12 0 1
0 0 1 10
ne sont pas semblables.

VII.13. Exercice (Quercia). Soient

29 38 18 7T -8 4
A=1|-11 -14 7 e¢ B=|3 -3 2
20 27 —12 -3 4 -1

Montrer que A et B ont méme déterminant, méme trace mais ne sont pas semblables
(calculer (A —I)? et (B — I)?).

VII.14. Exercice (Hefferon). Démontrer que si a, b, ¢, d sont des entiers tels que a+b = c+d,
a b
c d

VIIL.15. Exercice. Soit A une matrice carrée tel que pour tout ¢, Z;L:l a;,j = c. Démontrer

alors la matrice

posseéde deux valeurs propres entieres.

que c est valeur propre de A.

VII.16. Exercice (Examen 1BP Juin 2005). Soit A un nombre réel. On considére la matrice

1 0 1 1
01 1 1
M*OOAO
00 0 X

a) Pour quelle(s) valeur(s) de X la matrice M est-elle diagonalisable ? (Justifier)

b) Si A est tel que M soit diagonalisable, déterminer une matrice S telle que
S™'MS soit diagonale. Déterminer en particulier les éléments diagonaux de
cette derniere.

VII.17. Exercice (Examen 1BP Juin 2004). Pour quelle(s) valeur(s) du parametre o € R,
la matrice A ci-dessous est-elle diagonalisable 7 Justifier votre réponse.

2—« 0 3—a 4
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Pour toute valeur de « telle que A soit diagonalisable, construire une matrice S qui diag-
onalise A et donner la forme de S™*AS correspondante.

VII.18. Exercice (Examen Juin 2006). Soit la matrice

3 0 1
M=]2 1 1-d?
-1 1 1

(1) Pour quelles valeurs du parametre a € [0, +o00[, la matrice M est-elle diagonal-
isable 7

(2) Si M est diagonalisable, donner une matrice S qui la diagonalise et la matrice
diagonale correspondante.

VII.19. Exercice. Soit la matrice

[EzamenJuin2007)3/4 1/2 1/4

M = 0 1/2 0
1/4 1/2 3/4
Calculer
lim M" = B.
n—-+oo

Cette matrice B est-elle nilpotente 7 Justifier.

(Suggestion: diagonaliser tout d’abord M. Pour rappel: une suite (An)n>0 de matrices
converge vers une matrice B, si pour tous i, j, la suite numérique ([An]i,j)n>0 converge
vers B; j.)

VIIL.20. Exercice (Examen Juin 2008). Pour quelle(s) valeur(s) du parameétre o € C, la
matrice M est-elle diagonalisable ? Lorsqu’elle est diagonalisable, fournir une matrice S
qui la diagonalise et donner la forme diagonale correspondante.

1 0 0 «
M:OIaO
0 aa 1 O
a 0 0 1

Ensuite, pour quelles valeurs de «, M est-elle unitaire ?

VII.21. Exercice (Examen Juin 2008). En rappelant les résultats théoriques utilisés, mon-

trer que pour toute matrice A € CZ, on a
A? — (trA) A + (det A) I = 0.
Montrer ensuite que, pour toute matrice A € C3, on a
A — (trA) A% + %((trA)Q —trA%) A — (det A)T = 0.

VII.22. Exercice (Examen Aott 2007). Soit A = (C4,...,Cr) € C} une matrice inversible.

a) Trouver une matrice S telle que B = (Cy, ..., Cy,0) puisse s’écrire B = AS.

b) Montrer que les matrices M = BA™" et N = A~ B sont de rang n—1 et qu’elles
possedent 0 comme seule valeur propre.

(Suggestion : M et N sont-elles semblabes 7)

VII.23. Exercice (Examen Aout 2007). Soit A € R} ayant A € C\ R comme valeur propre.
Montrer que si x est un vecteur propre non nul de A de valeur propre A, alors fRex et
Jm x sont tous deux non nuls.
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VII.24. Exercice (Examen Aotit 2008). Démontrer que pour ¢ € R, la matrice

B
&
I
\
-
-+

est diagonalisable. Fournir une matrice S qui la diagonalise et donner la matrice S™'A,S
correspondante. (Suggestion: pour faciliter les développements, on s’apercoit facilement
que —t est un zéro de xa,(N).)

VII.25. Exercice (Examen Aoiit 2008). On considére les matrices

=

1 1 —1
0 1 1
B= C =
-1 1 -1
0 1 1
Construire une matrice symétrique non diagonale A telle que
1
AB=-B, AC-= 56’ et tr(A)= —;

(Suggestion: Une matrice réelle symétrique est diagonalisable par une matrice réelle or-
thogonale M dont les colonnes sont orthonormées, i.e., MM = I. On peut aussi résoudre
cette question sans utiliser la diagonalisation.)






CHAPITRE VIII

Matrices particulieres

VIIIL.1. Exercice (Examen 1BP juin 2005). Soit p un nombre complexe. On considere la

matrice hermitienne

H =

= ©
— ot O
N ==

Déterminer les valeurs de p pour lequelles H est définie positive.

VIIL.2. Exercice (Examen 1BM Aoiit 2005). Soit la matrice H € C3 donnée par

-2 0 0
H=|0 X=-2 X+2
0 A+2 A-2

a) A quelles conditions sur le parametre A € C la matrice H est-elle hermitienne
définie négative 7
b) Si A = —3, diagonaliser H par une matrice unitaire.

VIIL.3. Exercice (Examen 1BP Juin 2004). La matrice B suivante étant symétrique, con-

struire une matrice orthogonale P qui la diagonalise,

1 2 0
B=|2 -1 2
0 2 1

Préciser en particulier la valeur de P~! et de P"1BP.

VIIL4. Exercice (Examen 1BM Juin 2004). On considére la matrice
3 -1 -1 1
-1 3 1 -1
-1 1 3 -1
1 -1 -1 3

H=

a) La matrice H est-elle hermitienne définie positive 7
b) Pour tout n € N, calculer H" en utilisant les propriétés de H.

VIIL5. Exercice (Examen Juin 2006). Soit P un polynoéme & coefficients réels. Démontrer
que si H € C}; est une matrice hermitienne, alors il en est de méme pour P(H).

VIIL6. Exercice (Examen Juin 2006). Soient A, B € C;; deux matrices normales. Démon-
trer que les 3 assertions suivantes sont équivalentes.

(1) A+ iB est une matrice normale,

(2) AB* 4+ A" B est une matrice hermitienne,

(3) AB* — B* A est une matrice hermitienne.

VIIL7. Exercice (Examen aoiit 2006). Soient o € R et la matrice hermitienne H suivante

—1 7 1
H=|- -3 1
1 1 «
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a) A quelle(s) conditions sur a € R, cette matrice est-elle hermitienne définie néga-
tive 7

b) Pourquoi peut-on diagonaliser H par une matrice unitaire ?

¢) En fixant « = —5. Donner les valeurs propres de H et expliquer la marche &
suivre pour obtenir une matrice U unitaire qui diagonalise H. (Ici, pour éviter
de longs calculs, il vous suffit d’expliquer les différentes étapes du développement

& mener sans obtenir U explicitement).

VIIL.8. Exercice (Examen Juin 2007). Pour quelle(s) valeur(s) du parametre « € C, la ma-
trice M est-elle normale 7 Représenter graphiquement ces valeurs dans le plan complexe.

1 a O
M=|a @ 0
0 0 «

Pour a = 1, diagonaliser M par une matrice unitaire U. Dans ce cas, donner explicitement
U et la matrice diagonale correspondante.



CHAPITRE IX

Structures algébriques

IX.1. Exercice. Dans chacun des cas suivants vérifier qu’on a bien une relation d’équivalence
et décrire les classes d’équivalence et I’ensemble quotient qu’elle définit :

a) “étre paralléle ¢’ dans Pensemble D des droites du plan,

b) dans R, la relation z =2 y < 3k € Z,x — y = k27

¢) dans ZxN\{0} = {(p, q),p € Z,q € N\{0}}, la relation (p,q) ~ (r,s) < ps = qr

IX.2. Exercice. Soit ¢ un entier naturel. Dans C \ {0} I’ensemble des nombres complexes
non nuls, on consideére la relation R, définie par :

a
Vz,y € C\ {0}, 2Ry < <§) eR

a) Montrer que R4 est une relation d’équivalence. Expliciter la définition de R4 en
termes de modules et arguments. Comment sont représentées dans le plan les
classes d’équivalence Ro 7

b) Soient p et ¢ deux entiers naturels. On définit la relation A par :

Vz,y € C\ {0}, zAy <= (@xRpyet zRqy)
Montrer que A est une relation d’équivalence. Démontrer que A n’est autre que

la relation d’équivalence R4 ou d est le plus grand diviseur commun de p et q.

IX.3. Exercice. On munit G =R\ {0} x (R/ =2.) de la loi :

Ve’ € R\ {0}7,V0,0 € R/ =ar, (r,0) % (r,0') (11,0 +0).
Montrer que (G, *) est un groupe. (En fait, on montre que (C\ {0},-) est un groupe en
utilisant la forme trigonométrique des nombres complexes)

IX.4. Exercice. L’intersection, la réunion et la différence symétrique sont-elles des lois de
groupe sur ’ensemble P(FE) des parties d’'un ensemble E?

(La différence symétrique de deux parties A et B de E est I’ensemble AAB = (AN B°)U
(A°N B) out A est le complémentaire de A dans E.)

IX.5. Exercice. Sur R, on pose z xy =z +y — zy. Etudier les structures de (R, ).

IX.6. Exercice. Soit k un entier naturel positif et L =] — k, k[. On définit 'opération * par
b
axb=— +ab .

Prouver que (L, *) est un groupe commutatif. Ce groupe porte le nom du physicien néer-
landais Lorentz.

IX.7. Exercice. Montrer qu’un sous-ensemble non vide H d’un groupe GG muni de la loi *
induite de G est un groupe si et seulement si

Vg,h € H, g+h™'eH.
On dit alors que H est un sous-groupe de G.

IX.8. Exercice. L’ensemble 2Z des entiers pairs est-il un sous-groupe de (Z, +) 7 Les entiers
impairs forment-ils un sous-groupe additif de Z ?
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IX.9. Exercice. Les ensembles {2";n € Z} et {ZE ;p € Z,q € Z} sont-ils des sous-groupes
de (Q\{0},-) 7

IX.10. Exercice. Soit b € N. L’ensemble I'y, = {;%;a € Z,n € Z} est-il un sous-groupe de
Q+)7

IX.11. Exercice. L’ensemble de nombres décimaux D = {i§z;a € Z,n € N} est-il un
sous-groupe de (Q,4) ? Et D\ {0} est-il un sous-groupe de (Q\ {0},-) ?

IX.12. Exercice. On appelle permutation de {1,...,n} toute bijection de {1,...,n} dans
lui-méme. Montrer que l’ensemble S,, des permutations de {1,...,n} muni de la loi de
composition est un groupe. Donner les tables de compositions de Sz et S3. Quels sont les
sous-groupes de S3?7 Comment peut-on voir S,, comme sous-groupe de S,+17 Les groupes
S, sont-ils commutatifs?

I1X.13. Exercice. Montrer que toute table d’un groupe fini est un carré magique, c’est-a-dire
que dans chaque ligne ou colonne, chaque élément du groupe apparait une et une seule
fois. Comment se traduit dans la table le fait qu’un groupe est commutatif 7 Quelles sont
toutes les tables possibles d’'un groupe a 3 éléments ? Tout carré magique est-il table d’un
groupe fini 7

IX.14. Exercice. Donner les conditions nécessaires et suffisantes pour que 'union H; U Ha
de deux sous-groupes d’un groupe G soit aussi un sous-groupe de G 7

IX.15. Exercice. En considérant [10] la classe de 10 modulo k, retrouver les critéres de
divisibilité par k dans N pour k£ = 2,3,4,5,8,9.

I1X.16. Exercice. Trouver, sans faire I'opération, le reste de la division de 314 352 par 11.
Indiquer et justifier la méthode employée.

I1X.17. Exercice. Comment faut-il choisir n pour que 10" + 1 soit divisible par 117

IX.18. Exercice. Déterminer les restes de la division par 7 des sept premiéres puissances de
5. En déduire les entiers n pour lesquels la division de 19" par 7 a pour reste 2. Calculer
le reste de la division de 19%* par 7.

IX.19. Exercice. Déterminer le reste de la division de :
a) 1952 par 8, b) 13%% x 27*! par 8, c) 137%° par 7, d) 34572%7 par 9.

1X.20. Exercice. Montrer que le carré de tout nombre impair est congru a 1 modulo 8.
Résoudre dans N I’équation : 8z + 1 = y°.

IX.21. Exercice. Résoudre dans Z les équations :
a)2? —32x4+2=1 mod 2, b)2?—-52+7=0 mod3, c)(z+1)(z+2)=0 mod 6.

IX.22. Exercice. Montrer que pour tout n € Z, n®> —n =0 mod 3 et n° —n =0 mod 5.
Que peut-on dire pour n* —n =0 mod 47

I1X.23. Exercice. Montrer que pour tout n € Z, on a :
a) 32" £ 2" =0 mod 7, b) n(n®+2)=0 mod 3, ¢)n(n+1)2n+1)=0 mod 6.
IX.24. Exercice. a) Déterminer tous les entiers n > 2 tels que n — 2 divise n? — 2.

b) Déterminer tous les les entiers n > 3 tels que n — 3 divise n® — 2.

IX.25. Exercice (QCM octobre 2001). Dans Zs, lensemble des solutions de ’équation
2 =1 est
O{[1)s}  Of{ls, [-1]s}  O{[1]s, [3]s, [5]s, [7]s} O autre

Ya,b € Z2 a?=b <= a=>b O vrai 0O faux
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0
vaez  [Wlelo=[l o [Rlelals = 1o
O autre

”

IX.26. Exercice. Soit a et b deux entiers. “Faire la division de [b],, par [a]»” revient &

chercher une (ou les) solution(s) de I’équation:
ar =m b (E)

a) En regardant la table de multiplication de Zs, trouver l’ensemble des solutions
des équations suivantes :
i)4x =0 mod 6, )4z =1 mod 6, 4ii)dx =2 mod 6, )5z =2 mod 6
b) Plus généralement, montrer que 1’équation (E) a au moins une solution si et
seulement si pged(a, m) divise b.
¢) Déterminer alors le nombre de solutions dans Z,.
d) Résoudre dans Zis les équations :
Z) [12]18 X = [1]187 Z’L) [12]18 X = [6]18, Z’LZ) [17]18 T = [1]18.

IX.27. Exercice. Dans Zgo, montrer que [11]go et [7]o sont inversibles et déterminer leur

inverse.
IX.28. Exercice. Résoudre dans Z ’équation 210z — 145y = 85.

1X.29. Exercice. Résoudre le systéme suivant dans Zs par la méthode de Gauss :

T+ 2y = 3
2r + 2y — z = 0
3r+2y—2z = 2

Combien de solutions ce systéme possede-t-il?

IX.30. Exercice. Déterminer les éléments inversibles (et leur inverse) de Zao.
Résoudre dans (Z20)2 le systeme :

4z + Ty =10
Sz + 14y =18

IX.31. Exercice. .
a) Résoudre dans Z 1’ équation
[19]36 - [x]36 = [1]36
b) Résoudre le systéme suivant dans Zse par la méthode de Gauss
{ 3z+19y =3
6 + 2y =8
IX.32. Exercice. Résoudre dans Z le systeme :

20x + 21y =5 mod 12
1524+ 19y =2 mod 12

1X.33. Exercice. Soit a et b € Z12. Discuter et résoudre dans Zi2 le systeme :

{ 8+ 9y =a

Tr+3y=2»5

1X.34. Exercice. On dit qu'un élément x est nilpotent s’il existe un entier positif n tel que
2" = 0. On notera N (Z,) 'ensemble des éléments nilpotents de Z,. Déterminer N'(Zs¢)
et N(Zo). Généraliser de résultat en décrivant N (Z,,) pour tout n € N\ {0}.
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IX.35. Exercice (janvier 2003). Soient m, n deux entiers naturels non nuls premiers entre

eux et soient a, b deux entiers quelconques.

a) En utilisant le théoréme de Bezout, montrer que le systéme

{x = a modm (%)

r = b modn

possede au moins une solution x € Z.
b) Soit z une solution du systeéme (x). Montrer que y € Z est solution de (x) si et
seulement si
y=x mod mn.

¢) Donner ensemble des solutions de (*) sim=2,n=5,a=1,b=4.

IX.36. Exercice. On note U(Z,) l'ensemble des inversibles de Z, et on pose ¢(n) =

#U(Zy). On appelle ¢ la fonction indicatrice d’Euler.
a) Si p est un nombre premier montrer que p(p*) = p(1 — %)
b) Si k et [ sont premiers entre eux, montrer que Vj € Z, 'application x — kx + j
définit une bijection de Z; sur lui-méme.
¢) Sik et [ sont premiers entre eux, montrer que [a]x; est inversible si et seulement
si [a]k et [a]; sont inversibles.
d) Si k et I sont premiers entre eux, montrer que p(kl) = @(k)¢(l). (Indication:
Ecrire les kl premiers entiers dans un tableau de k colonnes et Ilignes, puis
utiliser c) et b))
e) En déduire I'expression générale de p(n).
IX.37. Exercice. (Interro 1BM 10/2004)

a) Les éléments suivants sont-ils inversibles dans Zase,
a=T75 e [J=288.

Si oui, quel est leur inverse ?
b) Que pouvez-vous en déduire sur le caracteére bijectif des applications

Dy : Zase — Zase : x — THx

et
(I’ﬁ : Z256 — Z256 cx— 88 .

IX.38. Exercice (Interro 1BM 10/2004). Dans R*\ {(0,0)}, on considere la relation ~
définie comme suit. Pour tous couples (z,y), (z,t) # (0,0), z,y, z,t € R,

(z,y) ~ (2, t) @ INER: (z,y) = A(2,t).

a) Démontrer que ~ est une relation d’équivalence sur R? \ {(0,0)}.
b) Donner une interprétation géométrique de la classe d’équivalence d’un élément (z,y) #
(0,0) pour cette relation.

IX.39. Exercice (Interro 1BM 10/2007). Soit la relation 7 définie sur R par
zTye e’ =ye”.

Vérifiez qu’il s’agit d’une relation d’équivalence et déterminez le nombre d’éléments dans
la classe d’équivalence [0]r de zéro.

IX.40. Exercice (LM). Existe-t-il des entiers z et y tels que
456057 x + 382109y = 7.

IX.41. Exercice (Examen 1BM Aotit 2005). Les éléments 27 et 29 sont-ils inversibles dans
Zsg1 (justifier) ? Dans le cas d’une réponse affirmative, en calculer 'inverse. Peut-on alors
en déduire que Zsg; est un champ 7
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IX.42. Exercice (Examen 1BM Juin 2004). Aritmétique dans Zy.

a) Déterminer si 119 et 219 sont inversibles dans Zses.
Si c’est le cas, en calculer I'inverse.
b) Résoudre le systéme suivant dans Zses :

z—20y=1
5z 4+ 219y = 2.
IX.43. Exercice (Interro 1BM 10/2005). Soit A un ensemble et F Iensemble des appli-
cations de A dans A. On définit sur F, les deux relations ~ et V suivantes. Pour tous
[9€F,
f~ge IneN\{0}: f"=4g",
fVg < Im,n e N\ {0}: f™=g".
Bien évidemment, f™ désigne la composition de n copies de f: fo---o f.
—_——
nx
a) Montrer que ~ et V sont des relations d’équivalence sur F.
b) Montrer que toute classe d’équivalence pour V est une union de classes d’équivalence
pour ~.
¢) Soit k > 0. Démontrer que f € F est injectif si et seulement si f¥ Dest.

d) Soit [f]v la classe d’équivalence de f pour la relation V. Que pouvez-vous dire
de [f]v si cet ensemble contient une application g qui est injective ?

IX.44. Exercice (Interro 1BM 10/2005). Dans ’anneau Z,, des entiers modulo m > 2 (on
notera la classe [i],, simplement par i), on appelle élément nilpotent, un élément x € Z,,
pour lequel il existe n € N tel que =™ = 0.

a) Démontrer que si x est nilpotent, alors z n’est pas inversible dans Z,.

b) Déterminer les éléments nilpotents de Zse.

IX.45. Exercice (Interro 1BM 11/2003). Aritmétique dans Z.
a) Quel est le reste de la division euclidienne de 32°°% par 5 ?
b) L’élément 317 est-il inversible dans Zr7g1 ? Justifiez. Dans laffirmative, donnez
son inverse modulo 791.
c) Dans Zis, les applications suivantes sont-elles des bijections ?

O:718 — Z1g:x— 9.2 et p:ZlgﬂzlgixHafc.

1X.46. Exercice. Répondre aux questions a choix multiples suivantes.
(1) Dans un ensemble & deux éléments, muni d’une structure de groupe, 'un des
deux éléments est nécessairement égal a son symétrique. O Vrai 0 Faux
(2) On désigne par QF l'ensemble des rationnels positifs privé du nombre zéro et
par QF Densemble des rationnels négatifs privé du nombre zéro.

(Q%,.) est un groupe multiplicatif O Vrai O Faux

(Q,.) est un groupe multiplicatif O Vrai O Faux

(3) L’ensemble des entiers impairs auquel on adjoint 0 est un groupe commutatif.
d Vrai 0 Faux

(4) ({1,—-1},.) est un groupe. O Vrai O Faux

(5) ({1,4,—1,—1i},.) est un groupe. O Vrai O Faux

(6) ({1, *HTM, A*T“ﬁ}, ) est un groupe. O Vrai O Faux

(7) Les rationnels non nuls Q\ {0} forment un sous-groupe multiplicatif de R\ {0}.
d Vrai 0 Faux

(8) Les irrationnelsforment un sous-groupe multiplicatif de R \ {0}. O Vrai |

Faux
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(9) On considere ensemble E = {a +bv/2;a,b € Q\ {0}} ot1 Q\ {0} est ensemble

des rationnels non nuls. Muni de la multiplication F est un groupe. O Vrai
O Faux
Dans Paffirmative, Pinverse de a 4+ bv/2 est
| g;r_bg/b% e _bQ‘{)g mp fQ‘g O autre réponse.
(10) L’ensemble Z est un sous-groupe additif de R. O Vrai O Faux
(11) L’ensemble Z est stable pour la multiplication. O Vrai O Faux
(12) SoitE:{( z(l’ ;’;1 ) 20, 71 GR} etEozE\{< 8 8 )} Alors
(E,+) est un groupe O Vrai O Faux
(Eo,.) est un groupe. O Vrai O Faux

—sinf  cos6

(13) On désigne par E = { ( cosf — sin0 ) 10 € R} alors

(E,.) est un groupe O Vrai 0O Faux
(E,.) est un groupe commutatif O Vrai 0O Faux
(14) L’ensemble {0,1} muni de la loi de composition décrite par le tableau suivant
* |0 1
est un groupe commutatif : 0|10 1 O Vrai O Faux
111 0
(15) L’ensemble {1, 2, 4,8} muni de la loi de composition décrite par le tableau suivant
*[1 2 4 8
11 2 4 8
est un groupe commutatif : 212 4 8 1 O Vrai 0 Faux
414 8 1 2
818 1 2 4
(16) On considere les permutations de trois éléments o1 = i 3 g), o9 = (; § :I)
1 2 3 1 2 3 1 2 3 12 3
03:(3 1 2)704:(1 3 2)705:(3 2 1)706:(2 1 3) alors
03004 = Oo Oo? Oos oy Uos Uos
03004 = 04003 O Vrai O Faux
(03)_1 = Ooy Oog Oos Ooy Oos Oos

IX.47. Exercice (Examen Juin 2006). Soient M € Z3 une matrice 2 x 2 & coefficients entiers

et la relation ~js définie sur N? par

<$1> ~ M <yl> & dar, a2 €7 : <$1> =M <O¢1> + <yl> .
T2 Y2 ) a2 Y2

(1) Démontrer que ~as est une relation d’équivalence sur N2,

]\4:127
0 3

lesquels des trois vecteurs suivants sont équivalents pour ~pns ?

) 6) ()

(3) Pour la matrice M du point précédent, donner explicitement 1’ensemble des

(2) Pour la matrice

21\ . . . [2 . . (s
vecteurs équivalents a 4 (des équations paramétriques suffisent).
)
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(4) Pour la matrice M du point (2), démontrer que le nombre de classes d’équivalence
pour ~ s est exactement 3 et donner un représentant de chaque classe.
(5) Pour une matrice M € 72 quelconque, est-il vrai que :

si <x1> ~ a2 <y1>7 alors <x1> ~M <yl> ?
X2 Y2 X2 Y2
La réciproque est-elle satisfaite ? (Justifier)

IX.48. Exercice (Examen Juin 2007). Calculer 22°°7 mod 5.

IX.49. Exercice (Examen Juin 2007). Un anneau (4,4, .,0,1) est qualifié d’intégre si pour
tous p,q € A, p.q = 0 entraine p = 0 ou ¢ = 0. Un champ est-il toujours integre ? Justifier.

IX.50. Exercice (Examen “4 blanc” Janvier 2008). On définit sur N x N, la relation R par
(a,b) R (a’, ') si et seulement si a + b =a’ +b.

Vérifier qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence. Caractérisez 1’ensemble quotient

(N x N)/R.






CHAPITRE X

Espaces vectoriels

X.1. Exercice. Prouver que Ry =]0;+00[ est un espace vectoriel sur R pour les opérations

suivantes :
@ZR+XR+ — R+ et OZ]RX]R+ — R+
(z,y) — wy \a) = ot
X.2. Exercice. Soit (E,+,-) un espace vectoriel sur un champ K et a € E. On définit les
opérations suivantes :

®:FExE — FE et o:KxFE — F
(x,y) — z4+y—a Nz) — Az+(1-2N.a.
Peut-on dire si (E, @, 0) est un espace vectoriel sur K?

X.3. Exercice. Déterminer si les matrices A, B et C sont linéairement indépendantes dans
2 .
C3, dans les cas suivants :

11 10 11
a)A_<1 1)’ B_<0 1)’ C_<0 0)’

L2 3 —1 1 -5
b)A:<3 1)’ B:<2 2)’ C:<4 0)‘

X.4. Exercice. Déterminer si les polyndémes P, Q et R sont linéairement indépendants dans
R[X], dans les cas suivants :

a) P=X®-3X2+3X+1, Q=X*-X?48X+2 et R=2X>-4X>1+9X +5
b) P=X?4+4X%-2X+3, Q=X*4+6X>-X+4 et R=3X>4+8X%>-8X+T.

X.5. Exercice. Les nombres réels 1, v/2, v/3 et v/6 sont-ils linéairement indépendants dans
R considéré comme espace vectoriel sur Q7

X.6. Exercice. On considere C comme espace vectoriel sur R.
a) A quelles conditions sur z € C, 1 et z sont-ils linéairement indépendants?
b) A quelles conditions sur z € C\ {0} , 1 et + sont-ils linéairement dépendants?
c) Montrer que 1, z et 2 sont toujours linéairement dépendants, Vz € C. Trouver
une relation linéaire entre eux.

X.7. Exercice. Dans le C-espace vectoriel E = C*, les vecteurs

6— 9i 342 0

29 0 —9
= 2 R 0 BT 1y

—3i 1 0

sont-ils linéairements indépendants? Montrer que E peut-étre considéré comme un espace
vectoriel Eg sur R. Dans Eg, les vecteurs v, vz et vs sont-ils linéairements indépendants?
Quelle est la dimension de Fr?

X.8. Exercice (Examen “& blanc” Janvier 2008). On considére les vecteurs de C* suivants

45
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A quelle(s) condition(s) sur le parameétre complexe «, ces trois vecteurs sont-ils linéaire-
ment indépendants ?

X.9. Exercice. Soit n un entier et E = R[X], l'espace des polynémes & coefficients dans R
de degré inférieur ou égal a n. Quelle est la dimension de E7? Montrer que

a) (1,(X —1),(X —1)%...(X —1)") est un base de E.

b) (X", (X +1)",...(X +n)") est un base de E.

c) sideg P, =k alors (FPo, Pi,...Py) est un base de E.

X.10. Exercice (janvier 2006). Soit E = RY I’ensemble des suites numériques réelles. On
munit E de deux opérations pour en faire un R-vectoriel,
VX = (-Z'n)nENy VY = (yn)nel\h X+Y = ("En + yn)nEN
et
VX = (lﬁn)neN, VAeR, M X = ()\ xn)nEN-
a) E est-il un espace vectoriel de dimension finie 7 Justifier.
b) Soient k£ > 1 et la suite
Xy=11,...,1,0,0,0,....
——
kX
Les suites X1,...,X,, n > 2, sont-elles linéairement dépendantes 7
¢) Soient «, 3 deux réels fixés et le sous-ensemble F' C E défini par
F={(zn)nen | VN >2, 2pn = aZn-1+ BTn-2}.

Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

d) Quelle est la dimension de F ? (Suggestion: quel est le nombre minimum
d’éléments de la suite (zn)nen de F nécessaires pour déterminer entierement
cette suite 7)

e) Soient «, f deux réels fixés et le sous-ensemble G C E défini par

G={(@n)nen |Vn >2, xn =axn—1+ BTn-2+1}.
Cet ensemble est-il un sous-espace vectoriel de E 7 Justifier.
f) Déterminer une suite Y de E qui satisfait a
{(xn)nEN | vn >1,zn = 2$n—1} :>Y<

g) Montrer que ensemble des suites convergentes de R" est un sous-espace vectoriel
de E. (On suppose connue la théorie des suites convergentes vue en analyse.)

X.11. Exercice (Examen Juin 2006). Pour I’espace vectoriel réel £ = R3 des matrices
carrées 3 X 3 muni des opérations usuelles d’addition et de multiplication par un réel, est-il
vrai que ’ensemble A des matrices de carré nul, i.e.,

A={MeR}: M*>=0}
est un sous-espace vectoriel de ' 7 Justifier votre réponse.

X.12. Exercice (Examen Juin 2006). Soit F' espace vectoriel réel des fonctions continues
sur R et a valeurs dans R muni des opérations usuelles d’addition et de multiplication par
un réel.

(1) L’ensemble des fonctions strictement croissantes et continues est-il un sous-
espace vectoriel de F' 7
(2) L’ensemble des fonctions constantes est-il un sous-espace vectoriel de F' 7

Justifier vos réponses.
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X.13. Exercice (Examen Janvier 2007). Soit le R-espace vectoriel R}, des matrices n X n.
On définit C;, comme étant ’ensemble des carrés magiques de caractere k. Autrement dit,
A = (aij)1<i,j<n appartient a Cy si et seulement si

Vje{l,...,n},Zaijzk et ViE{l,...,n}, Zaij:k.
i=1 j=1
a) Pour quelles valeurs de k € R, I’ensemble Cj est-il un sous-espace vectoriel de
Ry ?

b) Sachant que Co est un sous-espace vectoriel de R}, dans le cas particulier n = 3,
donner une base de Co.

¢) Pour n > 3 arbitraire, quelle est la dimension de Co ?

X.14. Exercice (Examen Janvier 2007). Soient F un espace vectoriel sur un champ K et
F, G, H trois sous-espaces vectoriels de E. A-t-on

FN(G+H)=(FNG)+(FNH) ?

X.15. Exercice (Examen Janvier 2007). Dans R*, on considere les vecteurs suivants,

0 1 3 0 0
S 1 oy 0 o 2 vy — 0 S 0
1= g m= g | BT o T T
1 -1 -1 0 1
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier votre réponse.
1 -1
1 1
a) >1§1,1’27£E3<7> ol | -4 <
0 2

b) € )z, x2( N)x2, T3, Tal.

O O = o=

C

d

m ()1, z2{N)x2, x3,24() = 1.
>x17x2< >.Z'271'371'4<: ]R4_

e) Ya1, x2(®)xe, 3, xa(= R

) d
)
)
f) Va4, x5({ est un supplémentaire de )1, x2, 23( dans R*.

X.16. Exercice (Examen Janvier 2007). Soient 0 = 2o < 1 < - -+ < 2, = 1 une subdivision

fixée de lintervalle [0,1] et F I'ensemble des fonctions f : [0,1] — R continues dont la
restriction & chaque intervalle [z;, z;+1] est affine (i.e., de la forme z — ax + 3).

a) Vérifier que F' est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel réel des fonctions

continues définies sur [0, 1] et & valeurs réelles.

b) Soient f,g € F. Démontrer que f = g si et seulement si pour tout ¢ € {0,...,n},
f@i) = g(@i).
¢) Dans le cas n = 2, montrer que les fonctions
x  six € [xo,x1] 0 si z € [wo, 1]
frx— ) , g:ixT .
z1 six € [z1,22] z—x1 slz €[z,
et
h:xw—1

forment une base de F'.



48 Chapitre X. Espaces vectoriels

d) Pour n arbitraire, déduire des points précédents la dimension de F.

X.17. Exercice (Formule de Taylor). Soit Clx], Pensemble des polynémes & coefficients
complexes de dégré au plus n. Pour tout complexe zo, montrer que les polynémes

(z—20)", (z—20)""},...,1

forment une base de C[z],.

X.18. Exercice (Roudier). Soient K un champ et A1,..., Ant1 des scalaires distincts. On
définit les polynomes
pix)= [[ @—.

1<k<n-+1,
ki

Montrer que p1,...,pnt1 sont des éléments linéairement indépendants de K|x].

X.19. Exercice (Roudier). Vérifier que les fonctions suivantes du R-vectoriel Coo(R) sont

linéairement indépendantes :

a) cosx et sinx,
b) e et €%, avec a # 3,
c) e*® et x e,

X.20. Exercice. Soit v un vecteur non nul de

(Zg)2 = {(z) |$7y623}.

Combien y a-t-il de vecteurs dans le sous-espace vectoriel de (Z3)? engendré par v?
En déduire toutes les bases de (Z3)?. Combien y en a-t-il?
Déterminer de méme le nombre de bases possibles dans (Z2)3.

X.21. Exercice. Soit P(X) = 1+ X + X? + X3 Montrer que P, DxP, DXP et DX P
constituent une base B de R[X]3. Donner la matrice de changement de base S de la base
canonique a cette base.

Si

Q(X) = ao+a1X +a2X> +azX® = bo P(X) +b1(Dx P)(X) 4+ b2(D*P)(X) + bs(D* P)(X),
écrire les réels by, b1, bz et bs en fonction de ao, a1, az et as. En déduire la matrice inverse

de S.

X.22. Exercice (Matthews). Soit z,y, z trois vecteurs d’un espace vectoriel E. Démontrer

que
YTy, (=) +y, T + 2,y + 2(.

X.23. Exercice (1BM Janvier 2003). Dans le R-vectoriel R*, on consideére les vecteurs

1 0 —2
—1 -1
u = , U w =
1 3
-1 -2
et le sous-espace vectoriel F =)u, v, w(. On considere également le sous-ensemble G de R*
défini par
x1
G- T2 cR*: 1 + 2 + 73 + wmy = 0
z3 1+ 232 + x4 = 0
T4

a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R%.

b) Quelle est la dimension de F' 7 En donner une base.
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¢) Quelle est la dimension de G 7 En donner une base.

d) Donner une base de F' + G et en déduire la dimension de F N G.
e) Caractériser les éléments de F' N G.
)

f) Les sous-espaces vectoriels F' et G sont-ils en somme directe 7

Bien évidemment, toutes vos réponses doivent étre justifiées.

X.24. Exercice. Soient

4 o F={XcR3 AX =0}
A:(G 3) et G={X€R3,XA=0}
H={X eR3, AX = XA}
Montrer que F', G et H sont des sous-espaces vectoriels de ’espace vectoriel des matrices

réelles 2 x 2. Préciser une base et leur dimension.

X.25. Exercice. Soient
T 1 5 4
y | eR® et F= > 1|, -1 1], 1 < )
z 1 1 2

Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel F' de R ? Quelle condition doivent vérifier
les réels x, y et z pour que v soit un élément de F' 7

X.26. Exercice. Soient vi, va, ...vn des vecteurs linéairement indépendants d’un espace
vectoriel E.

a) On pose ux, = v1 +wv2 + -+ + vx pour kK = 1,2,...n. Montrer que la famille

{u1,u2,...un} est libre.

b) Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par la famille {v1,v2,...vn} et v € E.
Montrer que v1, v2, ... v, v sont linéairement indépendants si et seulement si
ve¢F.

X.27. Exercice. Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel
G=)1, sin’(x), cos® (), sin(2z), cos(2x), sin(z), cos(z)(
de I'espace des applications de R dans R.
X.28. Exercice. Soient E un espace vectoriel sur R, F' un sous-espace vectoriel de E distinct

de Eet A=E\F.

a) Montrer que A n’est pas un sous-espace vectoriel de E.
b) Montrer que si x € F et y € A alors x +y € A. En déduire que le sous-espace
vectoriel engendré par A est E.

X.29. Exercice. On note F(R,R) I’espace vectoriel des applications de R dans R. Montrer
que ensemble B = {fi, :  +— € k € {0,...,n}} est une partie libre de F(R,R). En
déduire que F(R,R) n’est pas de dimension finie.

X.30. Exercice. Soit A et B les parties de R* définies par :

X1 —3 O 0
2
A= 2 ER4,2x1+3x2:Oetx3:xZ+1 B = , 0 , 0
T3 0 1 0
Ta 0 0 1

Soient F' et G les sous-espaces vectoriels engendrés respectivement par A et B.
Montrer que F' C G. En déduire que F = G.
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X.31. Exercice (1BM Janvier 2005). On considére 1’espace vectoriel réel R® et I’ensemble

x
A= y| eR¥ |z —y—22=0
z

a) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de R3.
b) Donnez une base U de A ainsi que sa dimension.
c¢) Soit le vecteur

y= 11
2
appartenant & A. Quelles sont les composantes de y dans la base U que vous
avez choisie au point précédent 7
d) Connaissant les composantes d’un vecteur € A dans la base U choisie en b),
donnez les composantes de ce méme vecteur z dans la base canonique (e1, ez, e3)
de R3 ?
e) Soit le sous-espace vectoriel

B=)[1]¢

Les sous-espaces vectoriels A et B sont-ils en somme directe 7

X.32. Exercice (1BM Janvier 2005). Soit C3 I’ensemble des matrices 2 x 2 & coefficients
complexes considéré comme un espace vectoriel réel E. On considere I’ensemble

a (&
A{(O ib) |a,be(C,ceR}.

(Suggestion : pour les distraits, E est un espace vectoriel sur R; on considére uniquement
des combinaisons linéaires a coefficients réels. En outre, 1’élément du coin supérieur droit
d’une matrice de A est réel.)

a) Montrez que A est un sous-espace vectoriel de E.

b) Déterminez une base et la dimension de A.

¢) A quelle(s) condition(s) sur a,b, ¢, une matrice

a C
A
<o ib) <

d) Soit H le sous-espace vectoriel de E constitué des matrices hermitiennes. Sachant

est-elle hermitienne ?

que sa dimension comme sous-espace de F est 4, en déduire la dimension de
A+ H.
e) Donnez un supplémentaire de A dans E.

X.33. Exercice (Interro 1BM 11/2003). On considére les matrices de C3 suivantes

A 1_Z,B:2127C:_4Z_£A
14+72 m 1 -1 3t m

Si €3 est considéré comme un C-vectoriel, & quelle(s) condition(s) sur le paramétre m €
. e g . . , ~ . 2

C, les matrices sont-elles linéairement indépendantes 7 Méme question lorsque Cj est

considéré comme un R-vectoriel.
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X.34. Exercice (Interro 1BP 10/2005). Dans R*, on considére la base A constituée des

vecteurs suivants

—
=)
~

Il
=N O N

O = N

a) Les vecteurs u =  + 2y, v =  —y et w = 2z + Ty sont-ils linéairement
indépendants ?
b) Soit la base B donnée par les vecteurs

a=2r+4+y, b=y+z, c=z—t, d=z+y+t.

Donner la matrice de changement de base permettant de passer de la base A &
la base B. Si m = 3x —y — 2z — t, quelles sont les composantes de ce vecteur
dans la base B 7

X.35. Exercice (Examen 1BM Sept. 2004). On considere ’espace vectoriel complexe C* et
les vecteurs

1 0 -1

7 2 )
U= ol V= 1 et w= ;

2 141 -3+

a) Ces vecteurs u, v, w sont-ils linéairement indépendants ?
b) En déduire la dimension de F =)u,v, w(.
c) Soient les deux vecteurs linéairement indépendants

0

T = L et y= 0
0 1

3t 1

Les sous-vectoriels F' et G =)z, y( sont-ils en somme directe ?
d) At-on F+G=C*"?

Justifier vos réponses.

X.36. Exercice (Examen 1BM Juin 2005). Dans ’espace vectoriel réel R* muni du produit
scalaire usuel (-, -}, on consideére deux vecteurs u et v et Papplication T : R* — R? définie

T:2+— @, u) .
(z,v)
Dans la suite de cette question, on suppose que

1

par

a) Montrer que T est linéaire.

S = O
—_ o = O

b) Construire une base de R* dont u et v sont les deux premiers éléments et représenter
T dans la base ainsi construite.

¢) Donner une base du noyau de T’

d) Quelle est la dimension de I'image de T'. En déduire que pour tous nombres réels \ et

7o (A)

u, il existe z € R* tel que
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e) Caractériser les vecteurs appartenant au sous-espace vectoriel T~!(F) ot

f) Soient les deux sous-espaces vectoriels

1 1

2 1
G=) || ¢ el ||

4 2

A-t-on T(G) = T(H) ou bien T(G) # T(H) ? Justifier votre choix (démonstration ou
contre-exemple).

X.37. Exercice (Matthews). Si les vecteurs z1,...,z, forment une base du sous-espace
vectoriel F'; démontrer que toute base de F' est donnée par des vecteurs y1, ..., y, tels que

T
yi= ) iz
i=1

et que la matrice (,j)1<s,j<r soit inversible.

X.38. Exercice. Soit R[z] 'ensemble des polynémes & coefficients réels. Montrer que Rz]
est un espace vectoriel sur R de dimension infinie.

X.39. Exercice (LM). On considére les vecteurs de R* suivants:

-3 -5 1 -1
1 2 1 0
STl T T a2
2 2 -6 2

Montrer que le sous-espace vectoriel engendré par u; et uz est égal au sous-espace vectoriel
engendré par usz et uq4.

X.40. Exercice (LM). Soit la matrice

0 0 0
D=0 1 0
0 0 2
Montrer que I'ensemble des matrices M € R3 telles que MD = DM est un sous-espace

vectoriel du R-vectoriel R3 et en donner une base. Méme question avec la matrice

2 -1 0
D=|-2 1 2
2 -1 0

X.41. Exercice. Soit F' (resp. G) I’ensemble des matrices symétriques (resp. anti-symétriques)
de Kj,. Démontrer que F et G sont des sous-espaces vectoriel du K-vectoriel K;. Déter-
miner leur dimension, en donner une base et montrer que

FoG=K].

X.42. Exercice (LM). Soit RY I'ensemble des suites numériques réelles (zn)nen. Montrer
que RY est un R-vectoriel. Soient a un nombre réel non nul et F 'ensemble des suites
(zn)nen telles que xp41 = ax, pour tout naturel n.

a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de RY.

b) Soit (zn)nen € F. Montrer que pour tout n > 0, z, = a™ xo.

¢) En déduire que F est une droite vectorielle.

X.43. Exercice (LM). Soit E le R-vectoriel des fonctions de R dans R.
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a) Soient f,g € E deux fonctions linéairement indépendantes. Montrer qu’il existe
zo € R tel que la fonction h : R — R définie par

_ dot [ f@o)  f(@)
h(x)dt<g<mo> g<m>>

n’est pas nulle.
b) Soient f,g € E. Montrer que f et g sont linéairement indépendantes si et
seulement si il existe x,y € R tel que

ot [T@) J()
dt(g(z) g(y>>7&°'

X.44. Exercice (Roudier). Soit E un K-vectoriel. Démontrer que 'union de deux sous-
espaces vectoriels est elle méme un sous-espace vectoriel si et seulement si 'un d’eux est
inclus dans 'autre.

X.45. Exercice (Roudier). Soient E un K-vectoriel et A une partie non vide de E. Prouver
qu’un vecteur v appartient & ) A( si et seulement si v est combinaison linéaire d’un nombre
fini de vecteurs de A.

X.46. Exercice (Roudier). Soient F' (resp. G) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures
(resp. inférieures) de K;.. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de K} et
vérifier que leur somme n’est pas directe.

X.47. Exercice (Roudier). Soient F et G deux K-vectoriels. On définit sur F' x G I'addition
de deux éléments comme
(f1,91) + (f2,92) = (fr + f2,91 + g2)

et la multiplication par un scalaire A de K par

A(f1,91) = (M1, Agr).

a) Montrer que F' X G est un K-vectoriel.
b) Si F1 = Fx{0g} et G1 = {0r} x G, montrer que F1 et G1 sont des sous-espaces
vectoriels de F' X G et que

Ex F=F &G;.

c) Si F et G sont deux espaces vectoriels de dimension finie, donner une base de
F' x G en fonction d’une base de F' et d’une base de G. En déduire que

dim(F x G) = dim F + dim G.

X.48. Exercice (Roudier). Soit E l'espace vectoriel réel des fonctions continues sur [0, 1] &
valeurs réelles. On considere ’ensemble

F:{feE|/01f(t)dt:O}

et ensemble G des fonctions constantes sur [0, 1]. Démontrer que F' et G sont des sous-
espaces vectoriels de E et que £ = F & G.

X.49. Exercice (Roudier). Une matrice A € K, est magique si les sommes des éléments de
chaque ligne, de chaque colonne et des deux diagonales sont égales. Par exemple,

-1 2 -1
0 0 0
1 -2 1

est une matrice magique. On note Magn(K) I'ensemble des matrices magiques de K.

a) Démontrer que Mag, (K) est un sous-espace vectoriel de K. et que la transposée
d’une matrice magique est encore magique.
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b)

¢)

Il est bien connu (cf. exercice X.41) que toute matrice M se décompose de
maniére unique comme M = Sy + Ay ou Sar est symétrique et Apr est anti-
symétrique. Démontrer que si M est magique, il en est de méme de Sy et
A]u.

Trouver une base de Uintersection de Mags(R) avec I'ensemble des matrices
anti-symétriques (resp. symétriques).

X.50. Exercice. Répondre aux questions a choix multiples suivantes.

(1)

(10)

(11)

(12)

(13)

Si a, b et ¢ sont trois vecteurs linéairement indépendants alors il en est de méme
pour a+b, b+ cet a+ec. O Vrai 0O Faux

Siu, v, w € R™ sont linéairement indépendants alors les vecteurs u + v, v + fw
et w + iu sont linéairement indépendants dans C". O Vrai 0O Faux

Soient o une racine quatrieme de 1'unité dans C et les vecteurs u1 = (1, o, o2, o),
us = (o, 02, 0%, 1), uz = (?,0%,1,0) et us = (®,1, ,0?) de C*. Quelle est le
rang de S = {u1, u2,us, ua}?

oo o1 o2 O3 04

Dans I’espace vectoriel des fonctions réelles définies dans R, les fonctions sin(z),
sin(z 4+ 1) et sin(z + 2) sont linéairement indépendantes. O Vrai O Faux

Les polynomes 1, z, z(z — 1), z(z — 1)(z — 2) forment une base de Cs[z] O Vrai
0 Faux

Dans un espace vectoriel E, I’enveloppe linéaire de ’ensemble vide est
Og o {0} OF O autre

Le sous-ensemble des matrices de C;, dont la premiere colonne est nulle n’est
pas un sous-espace vectoriel de CJ,. O Vrai 0O Faux

L’ensemble {A € Cj, : A* = A} est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel
complexe Cj,.

O Vrai O Faux
La dimension de 'espace vectoriel complexe {A € Cs: A= —A} est
0o 01 02 03 04 05 06 O autre
La dimension du sous-espace vectoriel {A € C3 : A* = A} de C3 considéré
comme espace vectoriel réel est O 0 o1 02 03 04 a
5 06 O autre
La dimension de {A € C : A* = —A} considéré comme espace vectoriel sur R
vaut
O n? O "<"2+1) O "<"271) On O autre
La dimension de {P € C[X]: P(X?) = XP(X)} est oo o1 o2
04 08

L’espace vectoriel {P € Cs5[X]: P(X) = P(2X)} est de dimension
oo o1l 02 a3 04 ) o6

Le sous-espace vectoriel {P € Cs[X] : P(X) = P(X + 1)} de C5[X] est de
dimension
oo o1 02 03 04 os

Le sous-espace vectoriel {P € Cg[X]: P(X) = P(—X)} de Cg[X] est de dimen-
sion
oo o1 02 o3 04 as a6
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(16) Si E et F sont des espaces vectoriels respectivement de dimension n et p alors
dim(E x F') vaut
O inf(n, p) O sup(n,p) On+p O np O autre

X.51. Exercice (Examen Juin 2006). Dans R?, on considére les quatre vecteurs suivants

() =) =) ()

Vérifier que (w, ) et (y, z) sont deux bases de R?, puis construire la matrice de changement
de base pour passer de la premiere a la seconde base. Utiliser cette matrice de changement
de base pour obtenir la décomposition du vecteur 2w + 3z dans la base (y, 2).

X.52. Exercice (Examen aotit 2006). Justifier vos réponses.
(Vrai/Faux) On considere le R-vectoriel R3 des matrices 2 x 2 & coefficients réels. Cing
matrices quelconques de R3 sont toujours linéairement dépendantes.
(Vrai/Faux) On considére le C-vectoriel C;, des matrices n x n & coefficients complexes.
L’ensemble des matrices hermitiennes et celui des matrices anti-hermitiennes
de C} sont deux sous-espaces vectoriels en somme directe.

X.53. Exercice (Examen Janvier 2008). Soient E un espace vectoriel sur C, n > 2 un entier
et S1 = {e1,...,en} un sous-ensemble de E.

On définit le sous-ensemble S2 = {g1,...,gn} par
gi=ej+ejr1, Vjie{l,...,n—1}
et
gn = €n +€1.
Démontrer les trois assertions suivantes :
a) Pour n = 3, si S2 est libre, alors Si lest aussi.

b) Pour n impair, si S1 est libre, alors S l'est aussi.
¢) Pour n pair, Sz est une partie liée.

X.54. Exercice (Examen Janvier 2008). Soient R} Pespace vectoriel réel des matrices carrées
de dimension n et J € R? tel que J?> = I. On considére ’ensemble

E={AcR) |Ja,beR: A=al +bJ}.
(1) E est-il un sous-espace vectoriel de R}, ?
(2) Montrer que pour tous A, B € E, A.B appartient a E.
(3) Soit A =al + bJ, déduire du point précédent que
Vn > 1, Jan, bp €R : A" = anl +b,J

et vérifier que pour tout n > 1,

(-G )

X.55. Exercice (Examen Janvier 2008). Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un
espace vectoriel E tels que E = F @ G. Soit (e1,...,er) une base de F. Montrer que pour
tout g € G, Ye1 +¢,...,er + g{ est un supplémentaire de G dans E.

X.56. Exercice (Examen Juin 2007). Soit F' I'ensemble des matrices symétriques de R3 de
trace nulle (pour rappel, si A € Ry, tr(A4) =37 | ai).
a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel réel
b) Son complémentaire, RS \ F est-il aussi un sous-espace vectoriel ?
) Quelle est la dimension de F' ? En donner une base.
d) Si A € F, la matrice A? est-elle symétrique ?
e) Si A € F, la matrice A% appartient-elle aussi & F ?

C
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X.57. Exercice (Examen Juin 2008). Soit n > 3 un entier. On considére I'ensemble D,
des matrices n X n a coefficients réels dont seuls les éléments se trouvant sur la diagonale

principale ou sur la diagonale secondaire peuvent étre non nuls. Par exemple, la matrice
suivante appartient a Ds

o O O =
w O =~ O
o ot O O
N O O O
o O O =

= 0 0 0 O
a) Montrer que le produit de deux matrices quelconques de D,, appartient a D;,.
b) L’ensemble D, est-il un sous-espace vectoriel du R-vectoriel R} ? Si oui, quelle
en est sa dimension ?
¢) Son complémentaire R}, \ D), est-il un sous-espace vectoriel de R}, ?
d) Expliciter un sous-espace vectoriel F' de R}, tel que D, @ F = Ry,.

e) Soit
10 0 0 1
01 0 1 0
M=]10 0 1 0 0| ¢€Ds.
01 0 1 0
10 0 0 1

Quelle est la forme générale de M*, pour tout k > 1. La formule obtenue sera
démontrée par récurrence sur k.
f) Soit la matrice

a 0 b
A=10 ¢ O
d 0

A quelle(s) condition(s) sur a, b, ¢, d, e, la matrice A est-elle inversible ? Dans de
telles conditions, quel est I'inverse de A ?

X.58. Exercice (Examen Aot 2008). Soient les ensembles de polynémes suivants
A={PcR[X]|3IQ eRX]: P=(1-X)Q(X?},
B={PeR[X]|VX eR: P(—X) = P(X)},

(NB: Si Q est un polynéme, alors Q(X?) contient uniquement des termes de degré pair.
Par exemple, si Q(X) = 3X% —5X +1, alors Q(X?) =3X* —5X?+1.)

a) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de R[X].

b) Caractériser les polynémes appartenant a B.

)
¢) Donner une base de ANR[X]s.
d) Montrer que A& B = R[X].

X.59. Exercice (Examen Aotit 2008). Soit n > 2 un entier. Pour tout réel r, on dénote par
Sn(r), ensemble des matrices de R} dont la somme des éléments de chacune des lignes

vaut r. Par exemple, la matrice suivante

1 2 -1
0 1 1
6 -3 -1

appartient & S3(2).
a) Démontrer que pour tout A € Sy (r) et pour tout B € Sy (s), alors AB appartient
a Sn(r.s).
b) Soit A € S,,(0). A-t-on toujours A € S,,(0) ?
¢) Pour quelle(s) valeur(s) de r € R, S (r) forme-t-il un espace vectoriel ? Pour de
telles valeurs de 7, quelle est la dimension de S, (r) comme R-vectoriel ?
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d) Soit A € Sp(r). On considére le vecteur u = (1,...,1). Ce vecteur est-il vecteur
propre de A 7 Si oui, quelle en est la valeur propre ?

X.60. Exercice (Examen Aoiit 2008). Soient u,v deux réels distincts. Montrer que les
polynoémes

(X —u)?, (X —u)(X —v), (X —v)°
forment une base de 'espace vectoriel R[X]2 des polynoémes de degré au plus 2. (Une
solution inutilement trop longue sera pénalisée.)

X.61. Exercice (Examen “4 blanc” Janvier 2008). Sauf mention explicite du contraire (point
(g) uniquement), on considére tout au long de I'exercice, ’ensemble E = C3 des matrices
2 x 2 a coefficients complexes comme espace vectoriel sur C.

Soient A, le sous-ensemble de C3 formé des matrices dont la somme des éléments est nulle
et B3, le sous-ensemble de C3 formé des matrices dont la somme des éléments diagonaux
est nulle, i.e.,

A—{(Z Z) :a+b+c+d—0} etB—{(Z z> :a+d—0}.

Montrez que A est un sous-espace vectoriel de F.
Montrez que B est un sous-espace vectoriel de E.

Une justification “courte” est-elle possible ?
référence a un résultat théorique admise.
(5) La somme de A et B est-elle directe ? oui/non, justifiez.
(6) Donnez une base de A.
Donnez une base de A, si cet espace est, cette fois, considéré non pas comme un

—
-
—

C-vectoriel mais comme un R-vectoriel.
(8) Donnez un supplémentaire de B dans E. Quelle en est sa dimension ?
(9) Toute matrice de A est-elle inversible ? oui/non, justifiez.






CHAPITRE XI

Opérateurs linéaires

XI.1. Exercice. Déterminer parmi les applications suivantes celles qui sont linéaires :

f: R3 — R g: R? — R
(,y,2) — T+2y—=2 (%yf = Ty
h: R? — R? i: R? - R?
(9] = (mrem =rea) (@,y) — (z+yz—2yy)
j: R - R’ k: R? - R?
(2] = (2+2y,1—2) (z,y,2) — (@+2y,z-z,z+y+z]

Dans le cas linéaire, écrire la matrice associée dans les bases canoniques et déterminer une

base des images et noyaux.

XI.2. Exercice. Déterminer si I'application T est un endomorphisme de 1’espace vectoriel
FE dans les cas suivants :
a) E est I'espace des fonctions réelles dérivables sur ]0, 1] et

b) E est 'espace des fonctions réelles continues sur R de période 27 et
27

Vfe E, Ve eR, T(f)(z) = ) f(y)sin(z — y) dy,

¢) E est l'espace F(R) des fonctions de R dans R et
Vf € E, Yz R, T(f)(z) = (z° + 1) f(—2)

d) E=FR)etVfeE, VzeR, T(f)(z)=I|f(z)l,
e) E =R[X]:2 l'espace des polynomes réels de degré inférieur ou égal a 2 et

VP e E, T(P)(X) = P(0) + XP(1) + X*P(2)
f) E =R[X]n lespace des polynémes réels de degré inférieur ou égal & n et

VP e B.T(P)(X) = [ (X +9)"P@)dy

XI.3. Exercice. Soit a € C. Montrer que u(P)(X) = P(X + a) définit un endomorphisme
de C[X],. Ecrire la matrice représentant cet endomorphisme dans la base canonique de
C[X]n. Déterminer u* pour k € Z.

XI.4. Exercice. On définit les suites numériques uy,, vn, Wy, comme suit :

2Up+1 = Un
U = Vo = wo = 1 Vn € Ny 120041 = Un + 5Vn — wp
12wWp+1 = Up — Un + Dwy
Un+1 Un
a) Déterminer la matrice A telle que Vn € N, Un+1 =A Un,
Wn+1 Wn
1 1 0
b) Montrer que B = 1 1,1 0 |, 1 est une base de R3.
1 1

59
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c) Soit f ’'endomorphisme de R® dont la représentation matricielle dans la base canonique
est A. Déterminer la représentation matricielle M de f dans la base B.

d) Calculer M™ et en déduire A™.

e) En déduire lims,— 400 Un, liMn— 400 Un €t liMp— 4o Wr.

XL5. Exercice. Soit f : R[X] — R[X] telle que f(P) = (2X + 1)P — (X?* 4+ 1)DxP

a) Montrer que f est linéaire. Trouver son noyau (déterminer d’abord le degré de f(P))
b) Trouver n tel que la restriction f, de f & R[X], soit un endomorphisme de R[X],.
Montrer que f, est bijective.

XI.6. Exercice. Montrer que I’application de ’espace des polynémes complexes de degré
inférieur ou égale & 3 dans I’espace des matrices complexes 3 x 3 définie par :

0 1 0
. 3
T:Csle] — (C(SM) avec M =1 0 0 1
—
b b 00 0

est un opérateur linéaire. Donner une base du noyau et de 'image.

XI.7. Exercice. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel F et {u1,uz,...,un} une
partie de E.
a) Montrer que si la partie {f(u1), f(u2),..., f(un)} est libre alors il en est de
méme pour {ui,uz,...,Un}.
b) La réciproque est-elle vraie 7 Sinon & quelle condition est-elle ?
¢) Montrer que si {u1,us,...,u,} engendre E alors {f(u1), f(u2),..., f(un)} en-
gendre Im, f.

XI.8. Exercice. Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension
finie, montrer qu’il existe un endomorphisme u de E tel que g = u o f si et seulement si
Ker f C Kerg.

XI.9. Exercice. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie. Mon-
trer que les propriétés suivantes sont équivalentes : a) Im f = Im (f?)

b) Ker f = Ker (f?)

¢) E=Imf+Kerf

d) ImfNnKerf={0}
(indication : considérer la restriction de f a Im f et ¢ Im f + Ker f.)
XI.10. Exercice. Soient Fo, Ei,... E, des espaces vectoriels sur un champ K avec n > 1.
On dit que le diagramme

BB —. B S BB . S E. SR,

est une suite exacte si pour 0 < k < n — 2, Im fi = Ker fir41.
a) Vérifier que : ({0} — E L F est une suite exacte ) <= [ est injective,
(E Lr- {0} est une suite exacte ) <= [ est surjective.

b) On consideére la suite exacte:

{O}—>E0&>E1—>4“—)Ekflfk—lek&Ekﬁ,l—)“A%En_l fn—:lEn—>{0}

ol les Ej sont de dimension finie. Montrer que "1_(—1)* dim Ej = 0.
c) Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension
finie. Démontrer que le diagramme suivant est une suite exacte

0-FNGLFxGEF+G =0

ou f(z) = (z,z) et g(z,y) = z—y. Retrouver I'égalité dim(FNG)+dim(F+G) =
dim F' + dim G.

XI.11. Exercice. Soient F/, F' et G des espaces vectoriels de dimension finie.
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a) Sif, g€ L(E,F), montrer que [rg f —rgg| <rg(f+g) <rgf+rgyg.
b) Si fe€ L(E,F)et f, g€ L(F,G), montrer que

rg [ +rgg —dimF <rg(go f) < inf(rg f,rg9).

(indication : considérer la restriction de g ¢ Im f.)

XI.12. Exercice. Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et f € L(E) tel que f2 # 0
et f3=0.
a) Montrer qu'il existe un vecteur a dans E tel que (a, f(a), f2(a)) est une base de
E.
b) En déduire les endomorphismes de E qui commutent avec f.

XI.13. Exercice. On appelle trace d’une matrice carrée M le scalaire tr M égal a la somme
de ses éléments diagonaux.
a) Montrer que tr est un opérateur linéaire. Déterminer son noyau et son image.
b) Montrer que pour toutes matrices M et N on a tr (MN) = tr (NM).
¢) Soit B une base d’un espace vectoriel E de dimension finie. On définit la trace
d’un endomorphisme v de E comme la trace de sa représentation matricielle
dans la base B. Montrer que cette définition ne dépend du choix de la base.
d) Montrer qu'’il n’existe pas d’endomorphismes u et v de E tels que uv —vu = idg.
e) En est-il de méme si E n’est pas de dimension finie ?

XI1.14. Exercice. Notons V ’espace vectoriel C;; formé par les matrices complexes de type
(n,n) et rappelons que les matrices

Ers = (0rj0sk)1<j,k<n
avec r,s € {1,2...,n} forment une base de V. Fixons A € V.
a) Montrer que la loi X — X A définit un endomorphisme u de V.
b) Montrer que la matrice de u dans la base (Ei1, Fi2...,Ein, E21... Enyn) est

diagonale par bloc.
¢) En déduire la valeur du déterminant de wu.

XI.15. Exercice (Interro 1BM 02/2005). On considére lapplication T' qui & toute matrice
A de C3 associe le polynéme det(A — zI) et 'application S qui, & tout polynéme p(z)
a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a 3, fait correspondre le reste de la
division euclidienne de p(z) par 2% + 1.
Pour chacune de ces applications, on demande de répondre aux questions suivantes.

(1) L’application est-elle linéaire? Justifier.

(2) L’application définit-elle un endomorphisme? Pourquoi?

Dans le cas d’une réponse affirmative a la question précédente,

(3) Déterminer I'image et le noyau de I’application.
En donner une base et la dimension.

(4) Représenter Popérateur dans les bases canoniques.

(5) L’opérateur est-il un projecteur? Sioui, quel est le projecteur associé, de maniere
a obtenir un systéme de projecteurs?

XI.16. Exercice (Examen 1BM Aofit 2005). Soit I'application T : C — R3 définie par

T(z) = <Rez Imz)
—Imz Rez
ou C est considéré comme un espace vectoriel sur R.
a) L’application T est-elle linéaire (justifier) 7
b) L’application T est-elle injective (& justifier en se ramenant & la définition méme
de linjectivité) ?
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¢) Déduire du point précédent la forme de Ker T

d) L’application T est-elle surjective dans R3 ?

e) Montrer que pour tous nombres complexes = et y, on a
T(a.y) = T(2) T(y).

XI.17. Exercice (Examen 1BM Aofit 2005). Soient f et g deux endomorphismes d’un espace

vectoriel F tels que
fogof=1Ff et gofog=yg
Démontrer que E = Kerf f @ Img. (Suggestion: v =z — go f(z)+go f(z).)

XI.18. Exercice (Examen 1BM Juin 2004). On consideére les espaces vectoriels réels R[z]4

et RZ formés respectivement des polynoémes & coefficients réels de degré au plus 4 et des
matrices réelles de dimension 2 x 2. Soit I'application T : R[x]4 — R3 définie par

T(a4x4 +azz® + asx® + aix + ao) = <a4 +ao a3 > .
as a; — a2

a) Montrer que T est linéaire et en donner une représentation matricielle dans des
bases au choix.
b) Caractériser les matrices appartenant & Im 7.
Fournir une base de ce sous-espace vectoriel et en déduire la dimension de Im 7.
¢) Fournir une base de ker T'. Quelle est la dimension de ker T ?
Ce dernier résultat peut-il étre justifié par le point précédent 7
d) Soient

G=)z"4+2°+3c+1,2°( et H=)z'+z1—2°(

deux sous-espaces vectoriels de R[z]s. Donner une base de T'(G) et de T'(H).
e) Avec les notations du point précédent, G et H sont-il en somme directe 7 Méme
question pour T(G) et T(H) ? Dans les deux cas, si la somme n’est pas directe,
caractérisez l'intersection des sous-espaces vectoriels correspondants.
f) L’application T est-elle un isomorphisme entre R[z]s et R3 ?

Justifiez vos résultats.

XI.19. Exercice (Examen 1BM Sept. 2004). On note R[X] I’espace vectoriel des polynémes
a coefficients réels. Soit 'application

f:R[X] —R*

définie par

pour tout P € R[X].
a) Montrer que application f est linéaire.
b) Soit P € R[X]. Montrer que P appartient & Ker f si et seulement si le polynéme
P est multiple de (X — 1)(X — 2)(X — 3)(X —4).
¢) Soient E le sous-espace vectoriel de R[X] formé des polynémes de degré au plus
3 et g: E — R* Papplication définie par

g(P) = f(P)
pour tout P € E. Montrer que I'application g est linéaire et injective.
d) Déduire du point précédent que pour tous nombres réels a,b,c,d, il existe un
unique polynoéme P € E tel que P(1) = a, P(2) =b, P(3) =cet P(4) =d.
e) Donner une représentation matricielle de Papplication g dans des bases au choix
(& préciser). Montrer que la représentation obtenue permet de retrouver le ré-
sultat du point précédent.

XI.20. Exercice (LM). Trouver une infinité d’isomorphismes f de R? dans R? tel que
fL1) = (1,2).
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X1.21. Exercice (LM). Trouver toutes les formes linéaires f sur R? telles que f(1, —1,2) = 1.

XI.22. Exercice (LM). Soit E un K-vectoriel ayant B = (e1,e2,e3) pour base. Soit
Papplication linéaire f dont la représentation dans la base B est donnée par la matrice

1 0 3
0 2 1
2 -1 2

a) Représenter f dans la base (e3, ez, e1).
b) Représenter f dans la base (e1 + es, e3,e2 — e3).

XI1.23. Exercice. Soit f : R® — R? définie par

x —r+y+z
filyl| — | —6x+4y+22
z 3r—y+ 2z

Vérifier que f est une application linéaire.
Représenter f dans la base canonique de R3.
Montrer que fo f =2f. En déduire que si v € Im f, alors f(v) = 2v.
Montrer que
Ker f @ Im f = R®.
e) Trouver une base de R? dont le premier vecteur appartient & Ker f et dont les
deux derniers appartiennent a Im f. Représenter f dans cette base.

b

XI.24. Exercice (LM). Soit A = ¢ d
c

> € RZ. On considére Papplication f : R — R2
définie par f(M) =AM — M A.

a) Montrer que f est une application linéaire.
b) Représenter f dans la base

p=(s 0) (0 o) (1 0) G o)

¢) Sia=det b= —c#0, les sous-espaces Ker f et Im f sont-ils supplémentaires ?

XI1.25. Exercice (Roudier). Soient E, F,G trois K-vectoriels et ¢ : E — F et ¢ : F — G
deux applications linéaires. Prouver que 9 o ¢ = 0 si et seulement si Im ¢ C Ker ).

XI.26. Exercice (Théoréeme des noyaux). Soient f et g deux applications linéaires d’un

espace vectoriel E dans lui-méme (i.e., deux endomorphismes de E) tels que
fog=gof e f4+g=idg.

Démontrer que
Ker (f o g) = Ker f @ Kerg.

XI1.27. Exercice (Roudier). Soient E un Q-vectoriel de dimension 3 rapporté & une base Bg

et F' un Q-vectoriel de dimension 4 rapporté a une base Br. Déterminer le rang, I'image
et le noyau de I'application linéaire f : E — F dont la matrice qui représente f dans ces
deux bases est

2 -3 13
A 3 1 3
-1 0 -2
0 2 -6

XI1.28. Exercice. Répondre aux questions a choix multiples suivantes.
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(1)

(9)

Si E et I sont deux espaces vectoriels de dimension n et p respectivement, alors
dim(L(E; F)) vaut
a nP O sup(n, p) On+p O np O autre

dim(L(C, CL[X])) =
O npk On+p+k O np(k+1) Onp+k Onp+k+1
O autre

Si E est un espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de F et T' € L(E),
alors T™H(F) = {x € E : Tx € F} est un sous-espace vectoriel de E. O Vrai
O Faux

Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel E tel que u® —u?4+u —idg =0
alors u est inversible.
O Vrai 0O Faux

Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel E tel que u® +u? —u = 0 alors
u n’est pas inversible.
O Vrai 0O Faux

Si T € L(E), dim(E) = 2m, T? = 0 et dim(ImT) = m, alors Im T = ker(T’)
O Vrai O Faux

Soient E et F deux espaces vectoriels et uw € L(E;F). Si z1,...,xn sont des
vecteurs linéairement indépendants de E alors u(z1),...,u(z») sont linéairement
indépendants. O Vrai O Faux

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension n et p respectivement. Si
T € (L(E; F)) est injectif alors On<p On=p On>p
O autre

Soient U et V' deux endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension n. Si
rg(UV) =rg(U) = n alors V est inversible. O Vrai O Faux

XI1.29. Exercice (Examen Juin 2006). Soit o un nombre complexe non nul et Papplication

T : C[z]2 — C3 qui & un polynéme de degré au plus deux de la forme a(z —a)?+b(z—a)+c

associe la matrice

(1)
(2)

3)
(4)

)

Réprésenter T matriciellement dans des bases de C[z]2 et C3 de votre choix (ces

Vérifier que T est linéaire.

deux espaces étant considérés comme C-vectoriels).

Donner une base de Im T tout d’abord si C3 est considéré comme un C-vectoriel
puis ensuite, s’il est considéré comme un R-vectoriel.

Quelle est la dimension de l'espace vectoriel

L(C[z]2,C3)
des applications linéaires définies sur C[z]2 et & valeurs dans C3 (tous les espaces

envisagés étant des C-vectoriels) ? En donner une base et décomposer T dans
celle-ci.

X1.30. Exercice (Examen aotlit 2006). Soient l'espace vectoriel réel E donné par

E={(z,y,2,t) €R* | 5z +y— 2+t =0}

et Papplication linéaire T : E — R? définie par

r+vy
T: t
(x7y727 )'—) <Z+t>
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Quelle est la dimension de ¥ comme R-vectoriel ?

T est-il surjectif dans R? ?

Que vaut la dimension de kerT' et préciser une base de cet espace.
Déterminer un sous-espace vectoriel F' de E tel que

e) Représenter T' dans des bases au choix.

XI1.31. Exercice (Examen Juin 2007). Soient n > 1 un entier, R[X]<, l’espace vectoriel
réel des polyndmes & coeflicients réels de degré < n et v une permutation de {0, 1,...,n}.
On définit I'application T': R[X]<, — R[X]<n par

T(anX" + an1 X"+ +a1X + ao)
= al/(n)Xn + au(nfl)Xnil +-+ au(l)X + ay(0)-

a) Expliquer pourquoi T est linéaire ?
b) Quel est le rang de Papplication ?
¢) Représenter T' dans une base de R[X]<, au choix.

X1.32. Exercice (Examen Juin 2007). Avec les mémes notations que dans I’exercice précé-
dent, on définit application S : R[X]<s — R[X]<s par

S(asX® 4+ a2 X? + a1 X + ao) = az(X® + X?) + a1 (X +1).

a) S est-il un projecteur ? Justifier.
b) Expliciter ker(S) et Im(.S) et illuster le théoréme de la dimension.

XI.33. Exercice (Examen Juin 2008). Soit ’ensemble R3 des matrices 2 x 2 & coefficients
réels, considéré comme R-vectoriel. On définit deux applications S, T : R — R3 par

respectivement

T<a b>:<d a) ot S(a b>:<a+c 2ab>A

c d c b c d b+d 2c—d

) Montrer que S est linéaire.

) Caractériser le noyau de S (i.e., donner la forme explicite de ses éléments).
) Quel est le rang de S 7

d) Sachant que 'application T" est linéaire, T" est-il un isomorphisme ?

) En explicitant une base de R32, représenter S et T dans cette base.

)

L’application T'o S : A +— T(S(A)) est-elle linéaire ? Si tel est le cas, représenter
T o S dans la base choisie au point précédent.

g) Calculer
77369 12
3 4)°

h) Un point fixe de T" est une matrice A telle que TA = A. L’ensemble des points
fixes de T est-il un sous-espace espace vectoriel de RZ ? Et le cas échéant, en
donner la dimension.

X1.34. Exercice (Examen Aoiit 2007). Soit C[z]s I’espace vectoriel des polynomes de degré
au plus 3. On considére 'application
T:C[X]3 — C[X]s: P(2) — (2> —=1)D2P + (22 + 1) D, P
a) Montrer que T est linéaire.

b) Représenter T dans une base au choix.
¢) Montrer que T est diagonalisable.
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X1.35. Exercice (Examen Aot 2007). Soient E un espace vectoriel complexe de dimension
10, F' et G deux sous-espaces vectoriels tels que £ = F @& G. On pose U ’espace vectoriel
des endomorphismes T de E pour lesquels F' et G sont stables (i.e., T'(F) C F, T(G) C G).
Formuler explicitement la dimension de U en fonction de dim F' et dim G. (Suggestion :
plusieurs argumentations sont possibles, le plus rapide consiste certainement a penser a la
représentation de T € U dans une base adéquatement choisie.)



CHAPITRE XII

Polynomes

XII.1. Exercice. Combien y a-t-il de polynomes de degré au plus d sur Z,, ? Méme question,
mais cette fois, on demande le nombre de polynémes de degré exactement d sur Z,, 7

XII.2. Exercice. Notons P et @ les polyndémes de Zs[X] définis par
PX)=X"4+X?+1 e Q(X)=X?+2.

a) Montrer que P et @ sont irréductibles dans Zs[X].
b) Déterminer des polynémes Uy, Vp de Z5[X] tels que UpP + VoQ = 1.
¢) Décrire ’ensemble des couples (U, V) de polynémes de Zs[X] tels que

UP+VQ=1.
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CHAPITRE XIII

Opérateurs et réduction

XIII.1. Exercice (Hefferon). Soit I'application ¢ : R[z]s — R[z]2 définie par

t:az> +bx+cr— (c—2a)x2+(b+8c)m+2a+6b+5.
Quelles sont les valeurs propres de t et en déterminer des vecteurs propres non nuls associés.
XIII.2. Exercice (Hefferon). Soit ’application ¢ : C3 — C3 définie par
a b 2¢ a+c
t: —
c d b—2c d
Quelles sont les valeurs propres de t et en déterminer des vecteurs propres non nuls associés.

XIII.3. Exercice. Réduire a la forme de Jordan les matrices suivantes:

1 -3 0 3
2 6 0 13
>
0 -3 1 3
1 -4 0 8
3 -1 1 -7
9 -3 -7 -1
lo o 4 -8

0 0 2 -4

XII1.4. Exercice (Examen 1BM Juin 2005). Soient P et @ deux polynomes de R[X] pre-
miers entre eux et 7" un endomorphisme du R-vectoriel de dimension finie E. Démontrez
que

ker(P(T)) @ ker(Q(T')) C ker(PQ(T)).
(Suggestion : utiliser le théoréeme de Bezout pour tirer parti du fait que P et @ sont

premiers entre eux.)

XIIL5. Exercice (Examen 1BM Aoiit 2005). Soient E un espace vectoriel de dimension 5
et T un endomorphisme de E dont le polyndme caractéristique est

P(z) = (z — 1)*(z — 5)°.

a) Quelles sont les formes possibles des tableaux formant une base de 1’espace carac-
téristique associé a la valeur propre 1 (resp. 5) et répartie en chaines engendrées
par T—id (resp. T — 5id) ?

b) A une permutation des blocs de Jordan pres, combien de réductions a la forme
canonique de Jordan existe-t-il pour un endomorphisme ayant P pour polynéme
caractéristique 7

¢) Si on sait de plus que le polynéme minimun de T est

M(z) = (z = 1)*(z - 5)°,

donner (& une permutation des blocs de Jordan pres), les réductions possibles &
la forme canonique de Jordan pour un tel opérateur T'. En particulier, dans ce
cas, T est-il diagonalisable (justifier) ?
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XIIL.6. Exercice (Examen 1BM Juin 2004). Réduire & la forme canonique de Jordan la
matrice suivante

-1 1 -1 —2—1 -1 0
—1—1 141 —1 —3—1 -1 -1
0 0 ) 0 0 0
A=
0 0 1 1 0 0
—1 4+ -2 —5—2 —4 -1
0 0 -1 0 0 1

Pour éviter d’éventuelles erreurs de calcul lors de vos développements, vous pouvez utiliser
le résultat suivant :

(A= \I)? =
A2+ X) —2(2+4 ) 2(\ —1) 54 (4 + 20)A 2(2+ ) 0
1T+A2+2) —5—(24+2)X+X2 2\ —1) 5—2i4 (6 + 20)A 2(24 \) 2(\ — 1)
0 0 (A —14)? 0 0 0
0 0 —2(X —4) (A —1)? 0 0
—3 4 2i\ —13 — (8 4 2)A 4N —i)  10—2i4+(10+4)X (2+N6+N) 2\ —1)
0 0 2(X — 1) 0 0 (A —1i)?

XIIL.7. Exercice (Examen 1BM Juin 2005). Soit A un nombre réel. On considére la matrice

A—1 0 0 O
0 A1 01
M=
1 0 1 X
0 0 1 X

a) Pour quelle(s) valeur(s) de A la matrice M est-elle diagonalisable ? (Justifier)

b) Si A est une valeur telle que M soit diagonalisable, déterminer une matrice S telle
que ST'M S soit diagonale. Déterminer en particulier les éléments diagonaux de
cette derniere.

¢) Quelle est la matrice obtenue apres réduction de M & la forme canonique de
Jordan lorsque A =07

XIIL.8. Exercice (Examen 1BM Juin 2005). Soit application linéaire T : R® — R? : z
Az ou la matrice A est donnée par

0 1 2
A=16 4 11
0 -2 —4

a) A quelle condition sur u € R, le vecteur
1
z=|0
"
est-il la téte d'une chaine de longueur 2 engendrée par 1" ?

b) Construire une chaine de longueur 3 engendrée par T'.

XIIL.9. Exercice (Examen 1BM Juin 2005). Soit la matrice

5 -1 -3 2 =5
0 2 0 0
B=1]1 0 1 1 -2
0o -1 0 3 1
1 -1 -1 1 1
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On sait que B possede une valeur propre double « et une valeur propre triple 8. De plus,
la forme du tableau associé a une base répartie en chaines de l'espace caractéristique Fl,

et celle pour 'espace caractéristique F3 est

est

**|

*

En utilisant ces informations, montrer que les matrices I, B, B, B®, B* sont linéairement
dépendantes en exhibant une relation linéaire les liant. Il est demandé d’obtenir des valeurs
exactes pour les coefficients de cette derniére relation (i.e., ne faisant plus intervenir « et

B)-
XIIT.10. Exercice (Examen 1BM aotit 2006). a) Démontrer que le polynéme mini-
mum d’une matrice diagonale bloc composée
A= diag(Al, ce ,Ak)
(ot chacun des blocs A; est carré) est égal au ppcm des polyndémes minimums
des A;,i=1,...,k.
b) En utilisant le point précédent, quel est le polynéme minimum de la matrice

0 0 O
A=10 1 0
0 0 2

En déduire que A, A%, A® sont linéairement dépendants.
¢) En utilisant a), déterminez le polynéme minimum de

2 1 0 0 O 2 0 0 0 O
0 2 0 0 O 0 2 0 0 O
diag(|0 0 2 0 0|,[0 0 2 0 0])
0 0 0 3 0 0 0 0 3 1
0 0 0 0 3 0 0 0 0 3
Ay Az

On donnera au préalable le polynéme minimum de A; et de As.

XIIT.11. Exercice (Examen 1BM aoiit 2006). Soit A une matrice 8 x 8 dont les polynémes
minimum et caractéristique sont respectivement

Ma(z)=(z—1)° (x —2)* (& — 3) et xa(z) = (z—1)* (x — 2)° (x — 3)°.

a) La matrice A est-elle diagonalisable ? (Pour répondre & cette question, un simple
argument théorique suffit.)

b) Si elle est diagonalisable, donner une réduction possible de A sous forme diago-
nale. Sinon, donner une réduction possible de A sous forme de Jordan.

XIIT.12. Exercice (Examen 1BM Sept. 2004). On considére la matrice suivante
0 0 -1 -1 0 O

0 0 1 2 01
A— 0 0 -1 -1 0 O
-1 0 1 0 0 O
-1 -1 0 1 0 1
1 0O -1 0 0 O

a) Donner les valeurs propres de A et leur multiplicité algébrique respective.



72 Chapitre XIII. Opérateurs et réduction

b) Pour chaque valeur propre A de A, donner la forme du tableau d’une base du
sous-espace caractéristique F répartie en chaines engendrées par A — A\l ?

¢) En déduire une réduction de la matrice A a la forme canonique de Jordan. Pour
ce point, il n’est pas nécessaire de donner la matrice permettant d’effectuer cette
réduction.

XIII1.13. Exercice (Hefferon). Quel est le polynéme minimum de la matrice

0 1 0
0 0 1
1 0 0

XIII.14. Exercice (Hefferon). Une matrice S € Cj; est une racine carrée d’une matrice T'

si §2 = T. Montrer que toute matrice inversible posséde une racine carrée. (Sugestion :
utiliser la forme de Jordan.)

XIII.15. Exercice (Examen Juin 2006). Réduire la matrice suivante & la forme de Jordan

1 1 0 0
M= -1 3 0 0
0 0 2 0
-1 1 1 2

On veillera a donner explicitement une matrice permettant d’effectuer cette réduction et
a en donner la forme de Jordan correspondante.

XII1.16. Exercice (Examen Juin 2007). Soit M une matrice carrée de C;, ayant
XN = (A= 3)* (A= 5)” et Mar(A) = (A= 3)° (A—5)
respectivement comme polynoéme caractéristique et minimum.
a) Cette matrice est-elle diagonalisable ? Justifier.
b) A quelle(s) forme(s) de Jordan M peut-il étre réduite. (Donner toutes les formes
possibles, & une permutation pres des blocs.)
¢) Pour chacune des formes de Jordan J obtenues au point précédent, donner la
forme générale de J™, n > 0.
d) Donner la dimension du sous-espace vectoriel {P(M) : P € C[z]} 7

XIII.17. Exercice (Examen Juin 2008). Réduire & la forme canonique de Jordan la matrice

suivante
4 -1 0 2
A— 4 0 0 4
2 -1 2 1
0O 0 0 2

Sachant que det(A — A\I) = (A — 2)*, on donnera une matrice S et la forme de Jordan
S™1AS correspondante.

XIIT1.18. Exercice (Examen Aotit 2007). Soit la matrice suivante

2 0 0 0
0 0 1 -3
1 2 1 3
0O -1 -1 2

M =

Sachant que —1 est une valeur propre de M, réduire M & la forme canonique de Jordan.
Donner explicitement une matrice S donnant cette forme de Jordan et la matrice S~!MS
correspondante.
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XII1.19. Exercice (Examen Aott 2008). On considére le R-vectoriel R[X]s des polynémes
a coefficients réels de degré au plus 3. Déterminez une base de polynémes (p1, p2, ps, pa)
de R[X]3 dans laquelle 'application linéaire

T:R[X]s — R[X]3: P — 2P + DxP
se représente par une matrice sous forme canonique de Jordan (Dx représente la dérivée

usuelle). On calculera explicitement la représentation matricielle de T dans la base
(p1,p2,p3,pa). Quel est le degré du polynéme minimum de T' 7






CHAPITRE XIV

Polynémes d’endomorphisme, projecteurs

XIV.1. Exercice. Démontrer que le polynéme minimum d’une matrice diagonale par blocs
diag(A1,..., Ax)

(ot chacun des A; est carré) est égal au ppcm des polyndémes minimum de A; (pour

1e{l...,k}).

XIV.2. Exercice. Soit a € C\ {0} et n € N\ {0,1}. On désigne par T I’application

T': Cula] = Cafa] : p = pla) + a(Dap)(@)z + 5 (D2p)(a)a®.

(1) Montrer que T est linéaire.

(2) Donner une représentation matricielle de la restriction M de T' & Cz[z] ainsi que
son polyndme caractéristique.

Pour quelle(s) valeur(s) de o Vopérateur M est-il diagonalisable?

Quel est le rang de T'? Montrer que Im(7T) @ ker(T) = Cy[z].
6) Donner le polynéme minimum et le polynéme caractéristique de 7.

)
4) Déterminer le polynéme minimum de M.
)

XIV.3. Exercice. On consideére C;. comme C-vectoriel.

(1) Montrer que l'application

P:CZHCZ:AH%I
n

est un projecteur.
(2) Décomposer V sous la forme ker(P)@ImP et caractériser ces deux sous-espaces;
(3) Donner la forme explicite de la projection de V' sur ker(P) parallelement & ImP.

XTIV .4. Exercice. Soit T € L(E), involutif, c’est-a-dire que T2 = I. Démontrer que
ker(T —I)=Im(T+1I) et ker(T+1)=Im(T—1I),

et
E=%er(T —I)®ker(T+I).

Réciproquement, montrer qu’a toute décomposition
E=A®eB
correspond une unique involution T telle que A = ker(T — I) et B =Im(T — I).
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