Examen écrit d’algébre
Premier bachelier en sciences mathématiques,
juin 2010

Consignes :

e Répondre a des questions différentes sur des feuilles distinctes et
numérotées comportant chacune vos nom et prénom. Rendre au
moins une feuille par question (méme en cas d’abstention). Il est
attendu que les réponses fournies soient clairement justifiées.

e Pour les étudiants désirant étre réinterrogés sur la matiére du par-
tiel, le questionnaire relatif & cette partie ne sera pas distribué avant
10h30.

e Les étudiants qui ne sont pas réinterrogés sur la matiére du partiel
doivent rendre leurs solutions pour midi au plus tard.

Bon travail !

Note pour la correction. Il s’agit ici d’une ébauche des solutions (une
solution compleéte lors de l’examen peut nécessiter de plus longs développe-
ments ou plus de justifications).

1. [3 points| Soit E un espace vectoriel de dimension finie et 7" un en-
domorphisme de E. Montrer explicitement que kerT C kerT? et que
Im7 O Im7?. Démontrer ensuite que

kerT =kerT? & ImT = Im T2

Solution : Soit = appartenant & kerT. Cela signifie que Tx = 0. 1l
vient T?r = T(Tz) = T0 = 0 ou pour la derniére égalité, on utilise le fait
que T est linéaire. Autrement dit x appartient a ker 772

Soit y appartenant & Im 7. Cela signifie qu’il existe = tel que T2z = .
On a y = T(Tx) et donc y appartient & Im 7" puisqu’il est 'image par T’
de Tz. On sait (théoréme de la dimension) que

dimImT + dimker T = dim E = dim Im 72 + dim ker T2.

Dés lors, si ker T = ker T2, cela entraine de dimIm7 = dimIm7? et
puisque Im7 D ImT?, on conclut que Im7 = Im7?. On procéde de
méme pour ’autre implication.

2. [5 points]
a) Pour quelle(s) valeur(s) du paramétre complexe p € C, la matrice

suivante
01 00
1 op 11
A= 01 00
01 00

est-elle diagonalisable ?



b) Pour quelle(s) valeur(s) du paramétre complexe ;1 € C, la matrice
A est-elle diagonalisable par une matrice unitaire 7

c¢) Dans le cas ou pu = 1, diagonaliser A, fournir S et la matrice diago-
nale S~'AS correspondante. Est-il possible d’avoir S unitaire et si
oui, prendre un tel S.

Solution : On trouve

— /12 2 \/12 2
det(A — AI) = A ()\_ %) <)\_ %)

Aprés calcul, deux cas de figures se présentent. Si = +2iv/3, alors on
est en présence deux valeurs propres doubles 0 et +iv/3. Pour ce premier
cas, les multiplicités algébrique et géométrique de la valeur propre iv/3
différent et A n’est donc pas diagonalisable.

Si ju # +2iv/3, alors on est en présence d’une valeur propre double : 0 et
de deux valeurs propres simples (u—+/12 4+ p2)/2 et (u++/12 + p2)/2. Ici,
on vérifie que A est diagonalisable (il suffit de vérifier que la multiplicité
géométrique de 0 est 2).

b) Cela revient a voir quand A est une matrice normale. On vérifie
facilement que AA* = A*A si et seulement si 1 est réel.

¢) Si u =1, on est en présence d’une matrice réelle symétrique (donc en
particulier, normale) qui est diagonalisable par une matrice unitaire. La
matrice

1/vV6  —1/v2 1/N 1/M
0 0 (1-+I13)/2N (1+/13)/2M
1/vV6  1/V2 1/N 1/M
—2/v/6 0 1/N 1/M
oit N = (13—+/13)/2 et M = (13++/13)/2, est unitaire (ses colonnes sont
orthonormées) et telle que S~'AS = diag(0,0, (1 —v/13)/2, (1++/13)/2).

3. [5 points| Soit (e, €2, e3) une base d’un espace vectoriel E sur K. On
considére I’endomorphisme 7" : £ — FE tel que

Tei = 2eq + 3es, Tey = 2e; — Hey — 8es, Tes = —eq + 4dey + Ges.

S:

a) Représenter T' dans la base (eq, eq, €3).

b) Donner une base et la dimension de ker(T" — idg)

¢) Donner une base et la dimension de ker(T? + idg)

d) Montrer que la réunion des bases obtenues en a) et b) est une base
de E. Représenter matriciellement 7" et 7 dans cette nouvelle base.

—



Solution : a) T est représenté dans la base (e, e, e3) par

0 2 -1
2 =5 4
3 -8 6

b) we; + yes + zes appartient a ker(T —idg), x,y, z € K, si et seulement
si

-1 2 -1 x 0
2 —6 4 yl =10
3 -8 5 z 0

et finalement, si et seulement si, z = y = 2. Ainsi, une base de ker(T' —idg)
est donnée par le vecteur e; + es + e3 et la dimension de ker(7T" — idg) vaut
1.

c) wey +yes + zez appartient a ker(T? +idg), x,y, 2 € K, si et seulement
si

2 —2 2\ [z 0
2 2 2| ly]l =10
2 —2 2/ \z 0

et finalement, si et seulement si, x —y + 2 = 0. Ainsi, une base de ker(7? +
idg) est donnée par les vecteurs e; — ez et ey + e3 et la dimension de
ker(T? + idg) vaut 2.

d) Les trois vecteurs u; = e + es + €3, us = €1 — e3 et uz = ey + e3 sont
linéairement indépendants et forment donc une base de E qui est un espace
de dimension 3. Dans cette base, T' et T se représentent respectivement
par les matrices

1 0 O 1 0 0
0 1 1 et |0 -1 O
0 -2 -1 0 0 -1

11 suffit de calculer les composantes des T'u; dans la base (u1, ug, u3).

4. [4 points| Réduire a la forme canonique de Jordan la matrice suivante

3 -1 1 =7
9 -3 =7 -1
M= 0 0 4 =8
0o 0 2 -4

On fournira une matrice S et la matrice réduite S—'M.S correspondante.

Solution :
5 7/6 3 1 0100
o 0 90 e o000
S=16 32005 M5=19 001
30 00 0000



5. |3 points| On considére un C-vectoriel £ de dimension finie, un endo-

morphisme 7" de E et des sous-espaces vectoriels F1, ..., £, stables pour
T et telsque ' = E; @ ---® E,. On note Tj : E; — E; la restriction de
T a Ej,7=1,...,p, montrer que le polynéme caractéristique de 7" est le

produit des polynomes caractéristiques des T3, c’est-a-dire
XT()‘) = X1y ()‘) e XT,,()\)-

Solution : On considére une base (e;1,...,¢€;q,) de chacun des sous-
espaces E; ou dim E; = d;, pour ¢ = 1,...,p. Au vu des hypothéses,
I’'union de ces bases forme une base U de E. Si A; représente T, dans la
base (e;1,...,€;4,), alors T se représente dans la base U par la matrice
diag(A;,...,A,). Dés lors, on a

XT<)\> = det(d1ag(A1 — )\[d17 cey Ap — )\[dp)) = Hlele()\)
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6. |3 points| Soit
2* 0 0
G= 0 1 z]|zeR
0 0 1

Montrer que GG muni du produit usuel de matrices est un groupe commu-
tatif. Calculer la puissance n-iéme, pour tout n entier, de la matrice

220 0
0 1 =«
0 01

Solution : il est aisé de vérifier que le produit de deux éléments de GG est
interne, associatif, commutatif et que pour x = 0, la matrice I appartient
a G et joue le role de neutre. L’inverse de

220 0
0 1 =z
0 01
est
2770 O
0 1 —x
0 0 1
qui appartient bien 4 G. On montre par récurrence sur n € N que
220 0\" /2" 0 0
0 1 z)] =10 1 nx
0 01 0 0 1

7. |3 points| Etudier le rang de la matrice suivante, en fonction du paramétre
complexe t,

1
1
t
1

[E G T S
S e ey —y

1
t
1
1

Solution : Sit =1, le rang de A vaut 1; si t = —3, le rang de A vaut 3
et enfin, si t ¢ {1, —3}, le rang de A vaut 4.



8. |4 points| Soient E un K-vectoriel de dimension finie et Fi,..., F,
des sous-espaces vectoriels de F tels que £ = F} + --- + F},. Montrer

qu’il existe des sous-espaces vectoriels Gy C Fi, ..., G, C F, tels que
E=G & DG,

Solution : Considérons une base (e;1,...,€;q,) de chacun des sous-
espaces vectoriels F; ou dim F; = d;, + = 1,...,p. L’union U de ces bases

forme une partie génératrice de E (car E = F} + --- + F},). Toute partie
génératrice de I contenant une base de F/, on peut extraire de U une base

fi,..., fn de E. C’est avec ces derniers vecteurs que l'on va construire
les GG;. 1l suffit de définir GG; comme ’enveloppe linéaire des vecteurs ap-
partenant a {fi,..., f,} N F; mais de telle fagon qu’'un méme vecteur fy

n’appartienne pas & deux sous-espaces G; et G; distincts. Pour ce faire, on
peut poser

Gy :>{f17---7fn}ﬂF1<
G =){f1,--- fa} N F2) \ Gi(

Gy =Yy fu mfp) \(GLU -+ UG,H_1).

Il se peut que certains G; soient vides (ce n’est pas génant). Par construc-
tion, il est clair que G; C F; pour tout i = 1,...,p. Puisque {f1,..., fn}
est inclus dans G1U---UGp, ona E = G+ -+ G,. Il reste a vérifier que
cette somme directe. Si0 = g; + - -+ g, avec les g; € GG; non tous nuls, on
obtiendrait une relation linéaire non triviale entre les éléments de la base
fi,-- -, fn. Ceci est impossible.



