Examen écrit d’algébre
Premier bachelier en sciences mathématiques,
juin 2008

Consignes :

e Répondre & des questions différentes sur des feuilles distinctes et
numérotées comportant chacune vos nom et prénom. Rendre au
moins une feuille par question (méme en cas d’abstention). II est
attendu que les réponses fournies soient clairement justifiées.

e Pour les étudiants désirant étre réinterrogés sur la matiére du par-
tiel, le questionnaire relatif & cette partie ne sera pas distribué avant
10h30.

e Les étudiants qui ne sont pas réinterrogés sur la matiére du partiel
doivent rendre leurs solutions pour midi au plus tard.

Bon travail !

1. (5 points) Pour quelle(s) valeur(s) du paramétre a € C, la matrice M
est-elle diagonalisable ? Lorsqu’elle est diagonalisable, fournir une matrice
S qui la diagonalise et donner la forme diagonale correspondante.
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Ensuite, pour quelles valeurs de «, M est-elle unitaire ?

Solution. On trouve det(M — M) = (A—a—1)*(A+a—1)% Sia=0,1
est I'unique valeur propre de M. Dans ce cas, puisque M = I, M est triv-
ialement diagonalisable (par toute matrice inversible S, S = I convient).
Si o # 0, M posséde deux valeurs propres distinctes a+ 1 et —a+ 1 toutes
deux de multiplicité (algébrique) 2. En résolvant

1—-A 0 0 o
0 1-X « 0
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pour A = «a + 1, on trouve x =t et y = z. De 14, 'espace propre F,; est
Yer + ey, e2 + e3( de dimension 2. En procédant de la méme maniére pour
A= —a+1, on trouve r = —t et y = —z. De 13, ’espace propre £, est
yer — ey, eo —e3( de dimension 2. Puisque pour les deux valeurs propres, les
multiplicités algébriques et géométriques coincident, M est diagonalisable



et la matrice

10 1 O
01 0 1
5= 01 0 -1
10 -1 0

est telle que
STIMS = diag(a+ 1,a+1,—a +1,—a+1).

En conclusion, M est donc diagonalisable pour toute valeur de a.

Pour que M M* = I, en calculant I’élément (M M*); 1, on s’apercoit qu’il
est nécessaire que 1 + aa = 1 et donc que a = 0. Cette condition est aussi
trivialement suffisante.

2. (4 points) En rappelant les résultats théoriques utilisés, montrer que
pour toute matrice A € C3, on a
A? — (trA) A+ (det A) I = 0.

Montrer ensuite que, pour toute matrice A € (C%, on a

1
AP = (trA) A 4 S ((rA)” — wA?) A = (det A) T = 0,

Solution. Le théoréme de Cayley-Hamilton stipule que x4(A) = 0. Pour
une matrice 2 x 2, on a xa(\) = A\? — (trA) A+ det A (c’est une application
immédiate du résultat explicitant les coefficients de y4). Cela suffit pour
répondre a la premiére partie de la question. Pour une matrice 3 x 3, on a

xa(A) = =A% + (trA) A2 — a)\ +det A
oll « est la somme des sous-matrices diagonales de dimension 2 de A. Ainsi,

S1

A= , alors &« = ae — bd + ar — cg + ei — fh.
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De plus, on a
(trA)? —trA? = (a +e+1)* — (a® +bd + cg + bd + €* + fh+cg + fh+i°).

1l suffit alors de vérifier que 2c = (trA)? — trA? en développant le carré.

3. (7 points) Soit I'ensemble R3 des matrices 2 x 2 a coefficients réels,
considéré comme R-vectoriel. On définit deux applications S, T : R2 — R2
par respectivement

a b\ (d a a b\ [(a+c 2a—0D
T<c d>_(c b) et S(c d)_<b+d 20—d)'

a) Montrer que S est linéaire.



b) Caractériser le noyau de S (i.e., donner la forme explicite de ses
éléments).

c¢) Quel est le rang de S 7

d) Sachant que 'application T est linéaire, T est-il un isomorphisme ?

e) En explicitant une base de R3, représenter S et T' dans cette base.

f) L’application 70 S : A +— T(S(A)) est-elle linéaire ? Si tel est le
cas, représenter 1" o S dans la base choisie au point précédent.

g) Calculer
s60 (1 2
T <3 1)

h) Un point fixe de 7" est une matrice A telle que TA = A. L’ensemble
des points fixes de T est-il un sous-espace espace vectoriel de R2 ?
Et le cas échéant, en donner la dimension.

Justifier vos réponses.

Solution.

a) Pour tous A,B € R% on a S(A+ B) = S(A) + S(B). Enfin,
pour tout A € R3 et tout A € R, on a S(AA) = AS(A). Cela
découle immeédiatement de la définition des opérations matricielles
d’addition et de multiplication par un scalaire.

b) Cela revient a résoudre le systéme

a+c=0
20 —b=0
b+d=0
2c—d=0
Ainsi,
=A/2 =)
kerS—{<)\/2 /\>|)\€R}.

c¢) Le point précédent montre que dim ker S = 1. Puisque dimker S +
rg S = dimR2, on en tire que le rang de S vaut 3.

d) On remarque que 1’élément se trouvant a la deuxiéme ligne, pre-
miére colonne est invariant. Pour les 3 autres éléments, 7' agit
comme une permutation. Il s’agit donc bien d’une application
linéaire bijective. (On pouvait aussi bien évidemment vérifier le
caractére injectif et surjectif de ’application 7'.)

e) Dans la base

(0)60) (o) 3

T et S se représentent respectivement par les matrices

000 1 1 0 1 0
1000 2 10 0
oo10|l%lo 1 0 1
0100 00 2 -1



f) La composée d’applications linéaires est encore une application liné-
aire. Pour obtenir la matrice cherchée, il suffit d’effectuer le produit
matriciel suivant

0001 1 0 1 0 0 0 2 -1
1 000 2 -10 O} (1 0 1 O
0010 0 1 0 1] |0 1 0 1
0100 0 0 2 -1 2 -1 0 O

g) 1l suffit de remarquer que 7% = id = T>" pour tout 7 > 0. Donc,
1 2 1 2
369 _
g <3 4) = (3 4) :

. b . . :
h) La matrice (Z d) est un point fixe de 7" si et seulement si a =

b = d. Ainsi, ’ensemble des points fixes est

{(Z Z) | a,c € R},

Il s’agit d’un sous-espace vectoriel de dimension 2.

4. (4 points) Réduire a la forme canonique de Jordan la matrice suivante

4 -1 0 2
4 0 0 4
A=19 1 91
0 0 0 2

Sachant que det(A — \I) = (A —2)%, on donnera une matrice S et la forme
de Jordan S~!AS correspondante.

Solution. Tout d’abord la matrice

2 -1 0 2
4 -2 0 4
A=2=1y 1 01
00 00

est de rang 2. Ainsi, Fy est de dimension 4 — 2 = 2 et la matrice A n’est
donc pas diagonalisable (puisque la mutliplicité géométrique de la valeur
propre 2 est strictement inférieure a sa multiplicité algébrique). On calcule
ensuite (A — 2I)? = 0. Ainsi, la premiére colonne du tableau réparti en
chaines (engendrées par A — 27) contient 4 — rg(A — 2/) = 2 éléments et
la deuxiéme colonne en contient rg(A — 21) —rg(A —21)*=2—-0=2. 1l
faut donc trouver deux chaines de longueur 2 linéairement indépendantes.
Les chaines

e1, (A —21)e; et eq, (A—21)ey



répondent & la question car les premiére et quatriéme colonnes de A — 21
sont clairement linéairement indépendantes. Ainsi, la matrice

2120

4 0 40

S=1201 0

0001

est telle que

2100
140102 00

5AS = 00 21
000 2
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Fin de ’examen 12h30 !

5. (6 points) Soit n > 3 un entier. On considére I’ensemble D,, des ma-
trices n X n a coefficients réels dont seuls les éléments se trouvant sur la
diagonale principale ou sur la diagonale secondaire peuvent étre non nuls.
Par exemple, la matrice suivante appartient a Dy

0 01
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a) Montrer que le produit de deux matrices quelconques de D,, appar-
tient a D,,.

b) L’ensemble D,, est-il un sous-espace vectoriel du R-vectoriel R} 7
Si oui, quelle en est sa dimension 7

c¢) Son complémentaire R” \ D,, est-il un sous-espace vectoriel de R” ?

d) Expliciter un sous-espace vectoriel F' de R” tel que D,, & F = R.

e) Soit

10001
01010
M=]0010 0|cDs.
01010
10001



f)

Quelle est la forme générale de M*, pour tout & > 1. La formule
obtenue sera démontrée par récurrence sur k.
Soit la matrice

A=

QU O e
S o O
o o o

A quelle(s) condition(s) sur a,b,c,d, e, la matrice A est-elle in-
versible 7 Dans de telles conditions, quel est 'inverse de A 7

Solution.

a)

Les matrices de D,, sont caractérisées par la propriété suivante.
Une matrice A appartient a D,, si et seulement si, pour tous 7, €
{1,...,n},sij#ie j#n—i+1, alors A;; = 0. (Ou, en
contraposant, si A;; # 0, alors i = j oui=n—i+1.) Soient A, B
deux matrices de D,,. Il vient

[AB]; ; = Z AiyBrj=A:iBij+Ain_iv1Bn_it1
=1

sauf dans le cas n impair et i = (n+1)/2, on a

Ensuite, si j # ¢ et j #n—1i+1, alors B; ; = 0 et on s’apercoit que
By _i+1; =0. De 1a, [AB]; ; = 0, ce qui suffit.

Il est clair la matrice nulle appartient a D,. Au vu de la carac-
térisation de D,, donnée au point précédent, cet ensemble contient
effectivement les combinaisons linéaires de ses éléments. Si n est
impair, la dimension de D,, vaut 2n — 1 (les deux diagonales ont
un élément commun). Par contre, si n est pair, la dimension de D,
vaut 2n.

Le complémentaire ne contenant pas la matrice nulle, il ne peut
s’agir d’'un sous-espace vectoriel.

Soit &, l'ensemble des matrices dont les éléments des diagonales
principale et secondaire sont nuls. Autrement dit, les éléments de
&, sont caractérisés par la propriété suivante. Pour tous i,j €
{1,....,n},sij =iouyj =n—i+1, alors A;; = 0. Par des
raisonnements analogues a ceux développés ci-dessus, il s’agit bien
d’un sous-espace vectoriel et &, N D, = {0}. Enfin, il est clair
que toute matrice de R s’obtient comme somme d’une matrice de
&, et de D,,. (On aurait également pu utiliser le fait qu’une telle
décomposition est trivialement unique pour conclure que la somme
est directe.)



e) Montrons que pour tout k& > 1,

210 0 0 2k1
0 21 0 281
ME=1 0 0 1 0 0
0 21 o 21
2610 0 0 2k1

Le cas de base £ = 1 est immédiat. Si la propriété est satisfaite
pour k£ > 1, montrons qu’elle ’est encore pour k + 1. Il vient

1 0001 210 0 0 2k
01010 0 21 0 281
MY=MMF=]10 0100 0 0 1 0 0
01010 0 21 0 281
1000 1)\t 0o 0 o0 21

et la conclusion suit.
f) Le déterminant de A vaut c(ae —db). Ainsi A est inversible si ¢ # 0
et ae # db. Dans ce cas, 'inverse de A est donné par

1 ce 0 —cb

_ 0 a—0bd O
c(ae — bd) —d 0 ac

6. (4 points) Discuter et résoudre le systéme suivant en fonction du
parameétre réel a,

r+ay+22=0
ar +ay + 2z = 2.

Solution. La matrice du systéme est donnée par

1 a 2
A_(a a 2)'

L’élément du coin supérieur gauche étant 1, le rang de A vaut au moins 1.
Les sous-matrices de dimension 2 bordant cet élément ont pour déterminant
respectivement a(1 — a) et 2(1 — a). Ainsi, si a # 1, le rang de A vaut 2,
sinon, il est égal & 1. Si a = 1, la matrice augmentée

1 a 2 0
a a 2 2)°

est de rang 2 (le déterminant construit sur les deux derniéres colonnes
différe de zéro). Le systéme est donc incompatible. Par contre, si a # 1, le
rang de A étant déja maximal, le rang de la matrice augmentée lui est égal
et le systéme est compatible. Si on soustrait les deux équations, on trouve
x=2/(a—1) et ay+ 2z =2/(1 —a). De la 'ensemble des solutions est
donné par

{(2/(a—=1),\,1/(1 —a) —a)/2) | A € R}.



