Examen écrit d’algebre
Premier bachelier en sciences mathématiques,
jeudi 31 mai 2007

Consignes :

e Répondre a des questions différentes sur des feuilles distinctes et
numérotées comportant chacune vos nom et prénom. Rendre au
moins une feuille par question (méme en cas d’abstention).

e Pour les étudiants désirant étre réinterrogés sur la matiere du par-
tiel, le questionnaire relatif a cette partie ne sera pas distribué avant
11h00.

e Les étudiants qui ne sont pas réinterrogés sur la matiere du partiel
doivent rendre leurs solutions pour midi au plus tard.

Bon travail !

1. Pour quelle(s) valeur(s) du parametre o« € C, la matrice M est-elle
normale 7 Représenter graphiquement ces valeurs dans le plan complexe.

1 o O
M=|a a@ 0
0 0 «o

Pour o = 1, diagonaliser M par une matrice unitaire U. Dans ce cas,
donner explicitement U et la matrice diagonale correspondante.

solution. La matrice M est normale si MM* = M*M. Cette condition
donne

1+ ]af* *+a@ 0 1+ |af* a+a® 0
a+a? 2 0 |=[at+a 2a* 0
0 0 a2 0 0 ||?

qui est équivalent a
at+at=a’+a
ou encore a
- +a—a=0
et le premier membre se factorise en
(0 —@)(a+a—1)=0.
—— —~—~
2i Jma 2Re o
En conclusion, M est une matrice normale si et seulement si Re v = 1/2
ou Jma = 0; la représentation graphique s’en déduit aisément.
Pour a = 1, on trouve facilement que M possede trois valeurs propres
simples 2, 1 et 0 ayant respectivement comme vecteur propre normé

V2/2 0 —/2/2
V2/2 ), [0 et | v2/2
0 1 0



La matrice U ayant ces trois vecteurs pour colonnes est telle que U*MU =
diag (2,1, 0).

2. Soit la matrice

3/4 1/2 1/4
M=\{|0 1/2 0
1/4 1/2 3/4
Calculer
lirf M"™ = B.

Cette matrice B est-elle nilpotente 7 Justifier.

(Suggestion: diagonaliser tout d’abord M. Pour rappel: une suite (A,,)n>0
de matrices converge vers une matrice B, si pour tous ¢, 7, la suite numérique
([Anlij)n>0 converge vers B, ;.)

solution. La matrice M a 1 comme valeur propre simple et 1/2 comme
valeur propre double. On vérifie facilement que la multiplicité géométrique
de 1/2 vaut 2. La matrice M est donc diagonalisable. La matrice

1 -1 -2
S=(0 0 1
1 1 0

est telle que S™'MS = diag (1,1/2,1/2). On remarque que
M" = (Sdiag(1,1/2,1/2)S™)" = S[diag(1,1/2,1/2)]"S~!
= Sdiag(1,1/2",1/2") S

De la,
1/2 1 1/2
B = lim M" = Sdiag(1,0,0)0S™'=( 0 0 0
e 1/2 1 1/2

Pour montrer que B est nilpotente, on peut procéder en calculant effec-
tivement B2 ou en remarquant que

B?* = Sdiag (1,0,0)* S~ = Sdiag (1,0,0) S~! = B.

3. Soit M une matrice carrée de C;! ayant
(A=A =3)* A =5)% et Mp(N) = (\—3)? (\—5)
respectivement comme polynome caractéristique et minimum.
a) Cette matrice est-elle diagonalisable 7 Justifier.
b) A quelle(s) forme(s) de Jordan M peut-il étre réduite. (Donner
toutes les formes possibles, a une permutation pres des blocs.)
¢) Pour chacune des formes de Jordan J obtenues au point précédent,

donner la forme générale de J", n > 0.
d) Donner la dimension du sous-espace vectoriel {P(M) : P € C[z]} 7



solution.

a) M n’est pas diagonalisable car son poylome minimum possede 3
comme zéro multiple (rappel : une matrice est diagonalisable si
et seulement si son poylome minimum ne possede que des zéros
simples).

b) Pour la valeur propre 3, le tableau correspondant contient 4 cases
(vu la multiplicité dans y /) et la plus longue chaine est de longueur
2 (vu la multiplicité dans M ;). Puisque 4 =2+2o0ud =2+4+1+1,
on a deux formes possibles de tableau pour une base répartie en
chaine, si les chaines sont ordonnées par longueur décroissante

*
*

*

ou

Ces tableaux correspondent respectivement aux blocs de Jordan

3100 3100
~lo 300 , o300
A=1g 0311 %Y=100 3 0

0003 0003

On procede de méme pour la valeur propre 5 et la, une seule forme
de tableau possible et le bloc correspondant,

* 5 0
* B—(O 5)'

Au final, la forme de Jordan associé a M est diag(A, B) ou diag(A’, B).
(I1 est bien sur possible de permuter les blocs de Jordan obtenus ci-
dessus.)

¢) On remarque au point précedent que J est formé suivant les cas, de
trois blocs diagonaux de la forme

a 0 a 1
D—(O a) ouE-(0 a)'

Si J = diag (Jy, Jo, J3), alors J" = diag (J7, JZ', J§'). Pour conclure,

il vient
n_ (a0 n (" na™!
D—(O a") ouE—(0 &n)

ou la derniere égalité se vérifie facilement par récurrence sur n.

d) Puisque My (M) = M? — 11M?* + 39M — 451 = 0, cela signifie
que I, M, M?, M? sont linéairement dépendants. De plus, I, M, M?
sont linéairement indépendants car sinon, on pourrait trouver un
polynome de degré < 3 qui serait annulé par M (ce qui contredit le
fait que My, est le polynéme minimum de M).

Pour tout polynome P, on peut effectuer la division euclidienne
de P par My, ainsi, P = M;.QQ + R avec deg R < 2. De la,



—
P(M)=Mpy(M).QM) + R(M) = R(M) et on en tire que
dim{P(M): P € C[z]} = 3

4. Soient n > 1 un entier, R[X]<, 'espace vectoriel réel des polynomes a
coefficients réels de degré < n et v une permutation de {0,1,...,n}. On
définit I'application T' : R[X]<,, — R[X]<, par

T(an X"+ ap 1 X" ' a1 X + ag)

= X" + - X"+ + @)X + o)

a) Expliquer pourquoi 7" est linéaire ?
b) Quel est le rang de I’application ?
c¢) Représenter T' dans une base de R[X]<, au choix.

solution

a) Il suffit de vérifier que T'(kP) = kT(P) et T(P+Q) =T(P)+T(Q)
pour tous P, @ € R[X]|<, et k € R. (a développer)

b) Pour rappel rg(7") = dimIm7". 1l est clair que Im 7" = R[X ], qui
est un espace vectoriel de dimension n + 1.

c¢) Considérons la base 1, X,..., X" de R[X]<,. Soit j € {0,...,n}.
On remarque que T(X7) = X* '), Des lors, si A représente T
dans la base considérée, on a que

A;; = 15si et seulement si v™'(j) =i

et A;; =0siv1(j) #i

5. Avec les mémes notations que dans l'exercice précédent, on définit
I'application S : R[X]<3 — R[X]<3 par

S(CL3X3 + Cl2X2 —|—CL1X —|—CL0) = a3<X3 —|—X2) + CL1<X + 1)

a) S est-il un projecteur ? Justifier.
b) Expliciter ker(S) et Im(S) et illuster le théoreme de la dimension.

solution

a) On remarque tout d’abord que S est linéaire. Il suffit alors de
calculer S%(as X3+ axs X2+ a1 X +ap) = S(as X3+ az X*+ a1 X +ay)
pour remarquer que S*(P) = S(P) pour tout P € R[X]<3. On a
donc bien un projecteur.



b)
ker(S) = {P € R[X|<3|S(P) = 0} = {ax X* + ag | az, a0 € R}
et
Imn(5) = {P € RIX]23/3Q € R[X] : S(Q) = P)
={a3X? +asX? + a, X + a1 | ay,a3 € R},
En particulier, dim ker(S) = 2 = dim Im(S) et
dimR[X]<3 = 4 = dim ker(S) + dim Im(S5).
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Fin de 'examen 12h30 !
6. Calculer 22997 mod 5.

solution Si on travaille modulo 5, on a
0 =1 21=2 22=4,25=3, 2'=1, 2°=2,...

vu la périodicité de la suite (2" mod 5),>0, périodique avec une longueur
de période égale a 4, il suffit de remarquer que le reste de la division par 4
de 2007 est 3. Ainsi,

22007 — 93 — 3 mod 5.

7. Un anneau (A,+,.,0,1) est qualifié d’intégre si pour tous p,q € A,
p.g = 0 entraine p = 0 ou ¢ = 0. Un champ est-il toujours integre 7
Justifier.

solution La réponse est oui. Procédons par ’absurde. Supposons disposer
de a,b non nuls tels que a.b = 0. Puisque A est un champ, a possede un
inverse a~!. En multipliant la relation a.b = 0 par cet inverse, on trouve,
b = 0. Une absurdité puisque b était supposé non nul.

8. Soit F' I'ensemble des matrices symétriques de R3 de trace nulle (pour
rappel, si A € R?, tr(A) = Y7 ai).
a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel réel
b) Son complémentaire, R3 \ F est-il aussi un sous-espace vectoriel ?
¢) Quelle est la dimension de F' 7 En donner une base.
d) Si A € F, la matrice A? est-elle symétrique ?
e) Si A € F, la matrice A? appartient-elle aussi & F ?

Justifier vos réponses.

solution

a) La matrice nulle est de trace nulle, la somme de deux matrices nulles
est encore de trace nulle, idem pour la multiplication par un réel
d’une matrice de trace nulle. (& developper)

b) Non, car la matrice nulle n’appartient pas au complémentaire.



¢) Une matrice quelconque de F' est de la forme

a b c
b d e
c e —a—d

avec a,b,c,d,e € R. Ainsi, dim F' = 5 et une base est donnée par
les matrices suivantes

10 0 00 0 010 001 000
00 of),(o1 of,{too],[ooo], 001
00 —1 00 —1 000 100 010

d) Puisque A € F, A est symétrique. Calculons A2 = AAd= AA= A
et donc A% est bien symétrique.
e) La réponse est non. Un contre exemple suffit. La matrice

1 0 0
A=10 -1 0
0 0 0

appartient bien & F mais son carré est tel que tr(A?) = 2.

9. Discuter et résoudre le systeme suivant ou « est un parametre complexe,

oar+z=1
ay + 2z = 2«

solution Sous forme matricielle, le systeme s’écrit

a 0 1\ (") (1
0 a 1)\Y] 7 \2a)

Il est clair que rg(A) € {1,2}. Les trois sous-matrices de dimension 2 que
I'on trouve dans A sont

(6 o) (5 1) (o)

de déterminant respectif o?, o et —a. Ainsi le rang de A vaut 2 si et
seulement si o # 0. Si a =0, rg(A4) = 1.

Premier cas, a # 0. Dans ce cas, le systeme est compatible puisque le
rang de (A|b) ne saurait augmenter et vaut aussi 2. Dans ce cas, 'ensemble
des solutions du systeme est de la forme

{(“V“‘M) |)\ER}.
a a




Second cas, o = 0. Ici, rg(A) = 1 et le rang de (A|b) vaut 2 car on peut
extraire de (A|b) la sous-matrice

(1 9)

ayant un déterminant non nul (deuxieme et quatrieme colonnes de (A|b)).
Par conséquent, systeme non compatible, pas de solution.



