Examen d’algebre
Premier bachelier en sciences mathématiques,
mardi 17 janvier 2017

Consignes : Répondre a des questions différentes sur des feuilles distinctes.
La clarté, la rédaction et la justification des réponses fournies interviennent dans la
cotation. Enoncer les résultats utilisés. Bon travail.

1) Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie. Qu’appelle-t-on formule
de changement de bases 7 Introduire le contexte et les notations utilisées.
Démontrer cette formule. En expliquer 'utilité.

2) Le permanent d'une matrice carrée A = (a;;) € K est défini comme

per(A) = Z Ay(1),1 Qv (2),2 " Qu(n),n-

vESH
Démontrer que
a. le permanent est une application multi-linéaire par rapport aux colonnes;
b. le permanent de I'identité vaut 1;
c. le permanent est symétrique par rapport aux colonnes :
YueS,: per (C’u(l) e Cu(n)) = per (01 e Cn) :

d. pour tout j € {1,...,n},
per(A) = ai; Py
i=1

ou P, ; est le permanent de la matrice A privée de sa i-ieme ligne et de
sa j-ieme colonne.

3) Vrai-Faux. Justifier a chaque fois votre réponse par une preuve (énoncer
un résultat théorique du cours peut suffire) ou un contre-exemple explicite.

a. Soit p > 1 un entier. Siles éléments z1, ..., z,, £p4+1 d'un espace vecto-
riel sont linéairement dépendants, alors z1, ..., z, le sont aussi.

b. Soient p,n deux entiers tels que 1 < p < n. L’ensemble des solutions
d'un systeme de p équations linéaires a n inconnues est un sous-espace
vectoriel de K”.

c. Soient A, B € C3. Si A.B=0, alors A=0ou B = 0.

d. Soient r €]0,1[ et a € [0,27[ deux réels. L’application f : C — C,
2+ 1z " est une bijection de C dans C.

e. Soit la permutation

(12345678 9 10
~ 462781910 3)

On a v =id si et seulement si n est un multiple de 30.



Consignes : La clarté, la rédaction et la justification des réponses fournies inter-
viennent dans la cotation. Enoncer les résultats utilisés. Bon travail.

4) A quelle(s) condition(s) sur le parametre complexe A les vecteurs colonnes
du C-vectoriel C* donnés ci-dessous sont-ils linéairement indépendants?

1 A 0 1
0 0 A 1
J R O 17| =X
0 1 -1 —-A

5) Pour quelles valeurs de x € R, la matrice suivante est-elle inversible et, le
cas échéant, calculer son inverse

sin(z) cos(z) 0 0 0
—cos(z) sin(z) 0 0 0
T = 0 0 1 sin(z) 2
0 0 1 sin(22) 1

0 0 1 sin(z) sin(z)

6) Soient a,b € R deux parametres réels. On considere le sous-espace vectoriel
Fop de R* défini par

il b b b—a b—a . 0

Fop= ; eR: [ a—b —b «a a ; =10
3 a+b b 0 0 3 0
Xy Xy

a. Déterminer la dimension de F,; en fonction de a et b.

b. Donner une base de Fj; et donner une expression générale caractérisant
les éléments de Fy ;.

c. Déterminer, grace aux points précédents, la dimension de F; + Fp ;.

d. Montrer que

R4:F0,1 EB)

o OO
O = OO



