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Consignes : Il est attendu que les réponses fournies soient lairement justi�ées. La

larté, la rédation et la justi�ation des réponses fournies interviennent dans la

otation.

Bon travail !

Théorie (uniquement pour les étudiants ayant passé le projet)

(1) Enoner et démontrer le théorème de Dira donnant une ondition su�sante

pour qu'un graphe soit hamiltonien.

(2) Dé�nir la notion de matrie primitive et donner deux des points énonés

dans le théorème de Perron.

(3) Dé�nir la notion de tri topologique d'un graphe orienté.

(4) Donner un exemple de graphe non planaire

Exeries (pour tous)

(1) (5 points) Un tournoi est un graphe simple et orienté G = (V,E) tel que

pour toute paire {u, v} de sommets distints, exatement l'un des deux

ars (u, v) ou (v, u) appartient à E. Un tournoi est transitif si, pour tous

sommets u, v, w, si (u, v) ∈ E et (v, w) ∈ E, alors (u,w) ∈ E. Un roi d'un

tournoi est sommet r à partir duquel on peut atteindre tout autre sommet

de V par un hemin de longueur au plus 2.

(a) Donner un exemple de tournoi transitif et un exemple de tournoi non

transitif, tous deux ave 4 sommets. Dans haque as, exhiber un roi

du tournoi.

(b) Soit v un sommet d'un tournoi G = (V,E). Comparer d+(v) + d−(v)
et #V .

() Démontrer qu'un tournoi est transitif si et seulement s'il est sans yle.

(d) Démontrer qu'un tournoi possède au moins un roi (indie : onsidérer

un sommet r de demi-degré sortant maximum et les ensembles su(r)
et pred(r)).
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(2) (5 points) Soit le graphe de Pappus G représenté i-dessous.

(a) Ce graphe est-il hamiltonien ?

(b) Ce graphe est-il eulérien ?

() Montrer que G est un graphe 2-olorable. En déduire que G est biparti.

(d) Montrer, sans alul, que 3 est valeur propre et que 4 n'est pas valeur

propre de G.

(3) (5 points) On onsidère la matrie

M =









1 0 0 0
0 0 1 0
1 0 0 1
0 1 0 1









(a) Représenter le graphe orienté D ayant M omme matrie d'adjaene.

(b) Déterminer les omposantes fortement onnexes du graphe D.

() Prouver que la matrie M n'est ni primitive, ni irrédutible. Est-il pos-

sible d'ajouter un unique ar au graphe D pour rendre la matrie or-

respondante irrédutible ? Si oui, énumérer toutes les possibilités. Même

question pour la rendre primitive.

(d) En supposant les sommet de D numérotés de façon ompatible ave

M , montrer que, pour tout n, les nombres de hemins de longueur n

joignant 3 à 2, 4 à 3, 2 à 4 sont égaux. (Bonus : montrer que ette

quantité est aussi égale au nombre de hemins de longueur n joignant 2
à 1.)

(4) (5 points) On onsidère un graphe planaire onnexe G ayant huit faes

triangulaires et dix-huit faes arrées. De haque sommet de G partent une

fae triangulaire et trois faes arrées. Déterminer le nombre de sommets

et le nombre d'arêtes de G.


