Examen d’algebre
Premier bachelier en sciences mathématiques,
lundi 4 janvier 2016

Nous donnons les grandes lignes de la correction (les détails sont laissés au
lecteur).

3) Vrai-Faux. Justifier a chaque fois votre réponse par une preuve (énoncer
un résultat théorique du cours peut suffire) ou un contre-exemple explicite.

a. Soient A, B € R3. Si det(A) = det(B) = 0, alors det(A + B) = 0.
FAUX, contre-exemple :

1 00 000
A=10 1 0] etB=1[0 0 0
000 0 01

b. Si le rang d’une matrice A vaut r, alors r colonnes quelconques de A
sont toujours linéairement indépendantes.
FAUX, on peut trouver r colonnes bien choisies, mais ce choix n’est pas
arbitraire. Par exemple, la matrice suivante est de rang 2 et seules ses
deux premieres colonnes sont linéairement indépendantes (tout autre
choix de deux colonnes fournit des colonnes dépendantes)

1000
A= (0 10 0) '
c. Soient xq, ...,z des éléments d'un K-vectoriel. Puisque la combinaison
linéaire
O.x1+ -+ 0.2
est nulle, on en déduit que x1, ...,z sont linédairement indépendants.
FAUX, on est en présence d’'une combinaison linéaire dont tous les
coefficients sont nuls. Des lors, cette combinaison est toujours nulle et

ce, quels que soients les éléments 1, . .., z;. Contre-exemple : dans R?,
on considere les deux éléments

=) ()

On a bien 0.7 + 0.z = 0 et pourtant, x; et x5 sont linéairement
dépendants. Une alternative simple consistait a prendre pour z; le
vecteur nul.

d. Soient z,y deux élements distincts d’un espace vectoriel. On n’a jamais
)T, y(=)x(.

FAUX, contre-exemple :

~(}) =)

e. Soit n > 1 un entier fixé. On définit I'application f : N — N comme
suit. Pour tout z € N, f(2z) = 2z et

. <
f(2x+1):{ 204+ 3, si2x+3 < n;

1, sinon.
L’application f est une permutation de I’ensemble {1,... n}.



VRALI on peut remarquer que f laisse invariant les éléments pairs
de {1,...,n} et permute circulairement les éléments impairs de cet
ensemble. Puisqe f est défini sur {1,...,n} et a valeurs dans {1,...,n},
il suffit de vérifier soit l'injectivité, soit la surjectivité de f. Montrons
la surjectivité. Supposons n = 2m (pair). Il est clair que f(2i) = 2i
pour tout i« < m. Ensuite f(2m —1) = 1 et f(2i — 1) = 2i + 1 pour
tout ¢ < m. Supposons n = 2m+ 1 (impair). Il est clair que f(2i) = 2i
pour tout i < m. Ensuite f(2m+ 1) = 1 et f(2i — 1) = 2i + 1 pour
tout + < m.

4) Calculer le rang de la matrice suivante en fonction des parametres o, 8 € C,

Q 2 a+p 1
A= a-p 1 -1 1
1 0 af 1

La matrice A contient une sous-matrice M de dimensions 2 x 2 de détermi-
nant non nul (ce n’est pas le seul choix possible)

(1)

Ainsi, son rang vaut au moins 2. Elle contient 3 lignes, donc le rang de A est
au plus 3. Le rang de A vaut 2 si et seulement si les sous-matrices qui bordent
M ont un déterminant nul

« 2 1
det | a—p 1 1 | =1—a+20
1 01
2 a+p 1
det| 1 -1 1 |=-2—a—-F—af
0 af 1

En substituant, o par 1+ 2 dans la seconde relation, on trouve
282 +45 +3=0.
Dela,ontireﬁz_Z_TMeta:—l—iﬂou,B:_ZJ’TMeta:—lJri\/ﬁ.

Dans tous les autres cas, le rang de A vaut 3.

5) Justifier que ’ensemble des solutions du systeéme ci-dessous forme un sous-
espace vectoriel F' de R*. Quelle en est sa dimension ? Donner un élément non
nul de F'. Fournir une base d’un supplémentaire de ' dans R*.

3l‘1—$2+l‘3 = 0
T1 —Tg4g = 0
.T2—$3—3374 = 0

L’ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogene est un espace vectoriel
dont la dimension est égale au nombre d’inconnues (4) moins le rang de la
matrice associée au systeme

3 -1 1 0
rgll 0 0 —1] =2
0 1 -1 -3



Ainsi, on a un sous-espace vectoriel de dimension 2. Une solution non nulle
est donnée par (x1, z9, x3,4) = (0,1,1,0). Pour une base d'un supplémentaire
de F dans R*, on sait déja qu'il suffit de donner deux vecteurs linéairement
indépendants (car la dimension d’un supplémentaire vaut 4 —2 = 2). Les deux
vecteurs

1 0
0 1
ol o
0 0

conviennent, ils ne sont pas solution du systeme.
Une alternative est de voir que

1 1
0 4
o ¢ |1
1 1
forment une base de I’ensemble des solutions et que
0110
1 401
det 110017 1#0.
0100

(On a donc une base de R* tout entier.)
6) Soit £ = C2 le C-vectoriel des matrices complexes 2 X 3. On considere les
sous-espaces vectoriels suivants

F:{( b C)|a,b,c€(€}
c a b

L 0
G={AecC2|al1 :()
X 0

H={AeCj|(1 1)A=(0 0 0)}

a) Donner une base de F.

1 00 010 001
01 0/°\0 0 1/°\1 0 0
b) Donner une base de F'NG.
1 0 -1 0 1 -1
-11 0)’\-1 0 1
c¢) Les sous-espaces F' et H sont-ils en somme directe ? (Justifier.)
En particulier, a-t-on F & H = C3 ?

Soit une matrice M appartenant a F'N H, elle est de la forme

C

(a Z g) aveca+c=0,b+a=0, c+b=0.

On en tire que a = b = ¢ = 0. Donc, F' et H sont en somme directe.
On sait que dim C3 = 6. Pour que F' & H = C3, il suffit de vérifier que



dim H = 3. Une base de H est donnée par (voir aussi le point e) si
nécessaire)

1 00 0 1 0 00 1
-1 0 0/’\0 -1 0)’\0 0 -1
Déduire des points précédents si les sous-espaces F' N G et H sont ou

non en somme directe. En particulier, a-t-on (F N G) ¢ H = C3 ?

Puisque 'on sait déja que F' et H sont en somme directe, alors il est
clair qu’il en est de méme pour F' N G et H. Puisque la dimension de
FNG vaut 2, alors dim((FNG)®H) =243 =5 < 6et (FNG)®H # C3.

Vérifier que

(1 00 (1 1 0 (1 1 1
“El-100)™T\21 =1 0)"T 21 -1 -1
est une base de H. Considérer un élément quelconque de H et donner

sa décomposition dans cette base.

On vérifie facilement que les 3 matrices sont linéairement indépen-
dantes. Un élément quelconque de H est de la forme

(a b C),a,b,cE(C
—-a —b —c

et se décompose comme
cuz+ (b—c)us + (a — b) uy.

Ceci montre en particulier que uq, us, ug forment une partie génératrice
de H donc une base.



