Examen d’algebre
Premier bachelier en sciences mathématiques,
mercredi 14 janvier 2015

Consignes : La clarté, la rédaction et la justification des réponses fournies inter-
viennent dans la cotation des exercices. Enoncer les résultats utilisés. Bon travail.

Partie & présenter oralement (avec un support écrit)

1) Soient K un champ et D : K — K une application multi-linéaire et alternée
sur les colonnes. Enoncer et démontrer le lien existant entre les applications D
et det.

2) Définir la somme directe de p > 2 sous-espaces vectoriels d'un K-vectoriel.
Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour que p > 2 sous-espaces
vectoriels d'un K-vectoriel soient en somme directe.

3) Vrai-Faux. Justifier & chaque fois votre réponse par une preuve (énoncer
un résultat théorique du cours peut suffire) ou un contre-exemple explicite.

a. Un systeme homogene d’équations linéaires possede toujours une in-
finité de solutions.

b. L’application f : C — C,z — €4z est une bijection de I'ensemble
{z € C: |z| = 2} dans lui-méme.

c. Soient x,y, z trois éléments d’un C-vectoriel E. Les éléments z,y, z
sont linéairement indépendants si et seulement si x, 2y, 12 le sont.

d. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel £ de
dimension finie. Si dim F' + dim G = dim F, alors £ = F & G.



Partie “exercices” (a rendre au net, avec toutes les justifications nécessaires)

1) Soit la matrice

1 00
A=10 1 1
3 11

Trouver toutes les matrices B de R3 telles que AB = (. L’ensemble
{BeR}| AB =0}

forme-t-il un sous-espace vectoriel du R-vectoriel R3 ? Si oui, en donner une
base.

2) Soient A un nombre complexe et la matrice

1A A2 N
AN N1
M=1y » 1
M¥o1oa N

a) Vérifier que det M = (A — 1)3(A + 1)3(\? + 1)3.
b) Déterminer en fonction de A, le rang de la matrice M.

3) Discuter et résoudre le systeme suivant en fonction des parametres com-
plexes a, b,

r —iy +z = 1
—ar +ay —z = -1
—r 4ty +bz = b

4) Dans le R-vectoriel R?*, on considere le sous-vectoriel
xq
F:{ ii 1 — X3 —T3—x4=0c¢t x1+2x2+3x3:0}
Ty

a) Donner une base de F.
b) Soit le sous-espace vectoriel G donné par

1\ /3
2| |4
1) \3

Déterminer une base de F NG et de F + G.
c¢) Donner deux supplémentaires distincts de F' dans R* (en fournissant
explicitement une base de chacun d’eux).



