Examen écrit d’algébre
Premier bachelier en sciences mathématiques,
lundi 31 aott 2009

Consignes :

e Répondre & des questions différentes sur des feuilles distinctes et
numérotées comportant chacune vos nom et prénom. Rendre au
moins une feuille par question (méme en cas d’abstention).

e Les étudiants qui ne sont pas réinterrogés sur la matiére du partiel
doivent rendre leurs solutions pour midi au plus tard. Les étudiants
réinterrogés sur la matiére du partiel doivent rendre leurs solutions
pour 12h30.

Bon travail !

1. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie. On considére deux endo-
morphismes S et T' de E qui commutent et tels que S+ T = idg.

a) Vérifier que ker S est un sous-espace vectoriel de ker (S o T).
b) Montrer que

Ker (SoT)=KerS+ KerT.

c) Vérifier que la restriction de S a Ker (S o T'), notée S|ker(sor), €5t
un projecteur.
d) Montrer que Ker S et Ker T sont en somme directe.

2. Réduire a la forme canonique de Jordan la matrice de C} suivante

O O =N
O OO =
O = OO
— Q0 O O

On donnera la forme de Jordan obtenue ainsi que la matrice S permettant
d’obtenir cette forme. On discutera la réponse en fonction du paramétre
a e C.

3. Soit R[X]<3 lespace vectoriel réel des polynomes de R[X] de degré au
plus 3. Pour a € R, on considére I"application

T B[X]<y — BY P (P(a), (Dx P)(a), (D% P)(a). (D P)(a).

a) Montrer que T est linéaire.

b) Représenter 7' dans les base (1, X, X% X?) et (e1,...,eq) ol les ¢;
sont les vecteurs unitaires de la base canonique de R*.

¢) Trouver des bases de R[X]<3 et de R* pour lesquelles 7' se représente
par la matrice identité.



4. Soit la matrice
1 3

o

M=12 -1 21
-1 1 2 0

Déterminer pour quelles valeurs de «,( € R, l'application linéaire de

L(R*; R3) qui lui est associée est surjective.

5. Dans le plan affine euclidien muni d’un repére orthonormé, on considére
la suite de points (P,),>o o, pour tout n > 0, les coordonnées du point P,
sont notées (z,,y,). La suite de points (P,),>o satisfait pour tout n > 0,

{ Tpi1 = —Tp + 2yn

Yn+1 = _an + 4yn

a) Montrer que pour tout point P, les points de la suite (P,),>o sont
alignés.

b) En fonction du point Py choisi initialement, ’ensemble {P, | n > 0}
est-il borné ? Autrement dit, existe-t-il une constante C' > 0 telle

>
que pour tout n > 0, |OP,| < C' ? Suggestion : Commencer par
exprimer matriciellement les coordonnées de P,.; en fonction de
celles de P,.

MATIERE DU PARTIEL

6. Soient F un C-vectoriel et F,G deux sous-espaces vectoriels de FE.
Montrer que

F U G est un sous-espace vectoriel de &' < F C G ou G C F.

Soit H un troisiéme sous-espace vectoriel de E. Prouver que
GCF=FN(G+H)=G+(FNH).

7. Dans R*, on considére les vecteurs suivants,

0 1 3 0
1 0 2 0
T = -9 ) T = 9 ) T3 = 9 ) Ty = 1
1 —1 —1 0

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.
a) dim ()2, 2o( N )xs, 23, 24() = 1.
b) >SL’1, .T2<+>SCQ, xs3, SL’4<: R4.
c) Y1, o(D) T2, T3, 14(= R



