Correction de l’interrogation dispensatoire d’algebre
du 18 janvier 2006

1.c) Combien de permutations v de X sont impaires et laissent 1 invariant, i.e.,
v(1) =1 7 Justifier votre réponse et préciser éventuellement les cas particuliers.
Solution : Si n = 2, la seule permutation qui laisse 1 invariant est la per-
mutation identité et celle-ci est paire. Par conséquent, aucune permutation
ne répond a la question. Sin > 2, alors (n — 1)!/2 permutations répondent
a la question. Cela revient en effet a compter les permutations impaires de

{2,...,n}.

3) Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Pour chacune d’elles,
justifier votre réponse.
a) Soient Fy, Fy, F3 des sous-espaces vectoriels du R-vectoriel R* tels que
FiNFy :FgﬂngFlmng{O}.

Alors, ces trois sous-espaces sont en somme directe.

b) Le déterminant
1 2
det <2 4>

étant nul, on en déduit que les vecteurs (1 2 3) et (2 4 5) sont
linéairement dépendants sur R.

Solution : La premiere assertion est fausse. Pour le montrer, il suffit
d’exhiber un contre-exemple. Soit (ey,...,es) une base de R*. Les sous-
espaces
Fr=)ei(, Fy=)ex(, I3 =)er + exf
satisfont la propriété énoncée et pourtant ils ne sont pas en somme directe.
En effet, le vecteur nul peut se décomposer en e; + ey — (e + e3).
—~
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La seconde assertion est également fausse. En effet, pour que (1 2 3)
et (2 4 5) soient linéairement dépendants, il est nécessaire et suffisant
que tous les mineurs d’ordre deux de la matrice

1 2 3
2 4 5

soient nuls. L’énoncé ne fournit qu’un tel mineur. Par contre,

det (i 2) £ 0.



1) Soit E = RY I’ensemble des suites numériques réelles. On munit E de deux
opérations pour en faire un R-vectoriel,

et

a)

solution :

solution :

solution :

d)

solution :

e)

solution :

f)

solution :

VX = (xn)nEN’ VY = (yn)n€N7 X+Y = (fvn + yn)neN

VX = (l’n)neN, YVAeR, M X = ()\ l’n)neN.
E est-il un espace vectoriel de dimension finie 7 Justifier.
Non. Le moyen le plus direct pour répondre a la question est de
remarquer (cf. b)) que E contient des parties libres possédant un
nombre arbitrairement grand d’éléments. Par conséquent, E ne
peut pas étre de dimension finie car sinon toute partie libre con-
tiendrait un nombre d’éléments borné par une constante.

Soient k > 1 et la suite
X,=11,...,1,0,0,0,....
——
kx
Les suites X1,...,X,, n > 2, sont-elles linéairement dépendantes 7

Non. Soient Ay, ..., \; € R tels que Zle Ai X; = 0 (ou 0 représente
bien sir la suite (0),en). On obtient le systeme triangulaire

M=0, M1+ X%=0,.... Mi+---4+ =0

qui possede l'unique solution A\ = --- = A\, = 0. Les k suites sont
donc linéairement indépendantes.
Soient «, B deux réels fixés et le sous-ensemble F' C E défini par

F = {(xn)nEN ‘ Vn > 2, x, =arp_1+ /an—Q}-

Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
La suite nulle appartient a F. Si (2,)nen et (Yn)nen sont deux
suites de F' qui satisfont pour tout n > 2, z, = ax,_1 + fx,_2 et
Yn = QYp_1 + BYn_o, alors la suite (x,, + y,)nen satisfait pour tout
n Z 27 T+ Yn = @ (:L‘n—l + yn—Z) + ﬁ (:L‘n—2 + yn—2)' Elle appartient
donc a F. Soit A € R. Pour tout n > 2, la suite (Az,),en satisfait
AT, = aAr,_1 + B Ax,_o et appartient donc a F.
Quelle est la dimension de F' 7 (Suggestion: quel est le nombre mi-
nimum d’éléments de la suite (z,,)nen de F nécessaires pour déterminer
entierement cette suite ?)
Une suite de F' est déterminée par ses deux premiers éléments z( et
x1. Ainsi, les suites (do.n)nen €t (01.n)neny forment une base de F et
dim F = 2.
Soient «, 3 deux réels fixés et le sous-ensemble G C E défini par

G = {(xn)nEN | Vn > 27 Tp = QTp_1 + /an—Q + 1}

Cet ensemble est-il un sous-espace vectoriel de F 7 Justifier.
Non. La suite 0 n’appartient pas a G.
Déterminer une suite Y de E qui satisfait a

{(@n)nen |V > 1,2y =251} =)Y (.

Si pour tout n > 1, z,, = 2x,_1, alors cette suite satisfait pour tout
n >0, x, =2 Ainsi, Y =1,2,4,8,16,...,2", ... convient.



g) Montrer que I'ensemble des suites convergentes de RN est un sous-espace
vectoriel de E. (On suppose connue la théorie des suites convergentes
vue en analyse.)

solution : Il suffit de remarquer que la suite constante 0 est convergente, que
la somme de deux suites convergentes est convergente et qu’il en est
de méme pour le produit par un réel d’une suite convergente.

2) Soient A et B deux matrices de C! pour lesquelles il existe un entier k£ > 2
tel que
B¥=0, B*¥'+£0 e A=1I-B.
a) Démontrer que B n’est pas inversible.
b) Démontrer que A est inversible et que A~ =T + B +--- + B+1
c¢) Le systeme Az = b ou z,b € C" est-il de Cramer ? Si oui, en donner
explicitement la solution.

solution : Si B était inversible, B¥ = 0 le serait également ce qui est
impossible. Pour montrer que A est inversible, il suffit d’en trouver un
inverse. La matrice I + B + - -- + B*~! convient car

J— “ .. k_l — “ .. k_l_ —_— e e — k_l_ k
(I-B).(I+B+---+B"")=1+B+---+B B B B

A 0
Puisque A est inversible, le systeme Ax = b est de Cramer et sa solution
unique est donnée par

r=A"b=(I+B+- -+ B

=1

3) Soit A une matrice carrée complexe de dimension 2m + 1, m € N. Démontrer
que si A est anti-symétrique, i.e., A = —A, alors det(A) = 0.

solution : On sait que det(A) = det(A). Donc ici, det(—A) = det(A).
Le déterminant étant linéaire sur les colonnes de A, on en déduit que
det(—A) = (—=1)?"T1det(A). De 14, det(A) = —det(A) et donc, det(A) =
0.



