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1 Signe sommatoire et symbole de Kronecker
Exercices

1. Développer explicitement et calculer les expressions suivantes :

B HAD BT

i=1 j=1 i=1 j=1
4 10

PORCEDNEDY ZZ
0<i<j<4 06{2,3,5,7} i=1j=1

2. Montrer les égalités suivantes :

) il azi =ay i, @i

b) STy (@i +yi) = 30 @+ 2 Y s
) i l=n;

d) X a=na.

3. (Admission Ingénieurs 2000)

a

C

a) Démontrer les formules suivantes :

. n n(n+1
(i) X1 k= %
.. n n(n+1)(2n+1
(i) 3jy b2 = 2ttt
b) En déduire la valeur de la somme Y ;" (m — i)(n — 7).

4. Exprimer en fonction de z et de n la somme Y ,_ a".
. . n 1
5. Exprimer en fonction de n la somme ), sy

6. Montrer

n m m n
> D owig= ) Ty

i=1 j=1 j=1i=1

1

7. Exprimer en fonction de n la somme >0, ST BT

8. Calculer

a) S0 S (G — k) G
b) ZZ=1 qui1
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Préparation

L. Calculer 377, S bk

2. (Admission Ingénieurs 2000) Démontrer la formule
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2 Matrices

1 1 1
1. Soit la matrice M = 0 1 1 |. Montrer que, pour tout n € Ny, on a
0 0 1
1
| n %
M™=1 ¢ 1 n
0 0 1

2. Soit a € C. Calculer les différentes puissances de la matrice

a 0 a
A= 0 a O
0 0 a
3. Calculer, pour tout n € N,
1 1 0 2
M™| 1 avec M =] 0 1 O
1 2 0 1

4. Déterminer les valeurs des paramétres réels a et 8 pour lesquels les matrices A = < g _41 >

1 «
et B = ( 3 2 ) commutent.
5. Soient les matrices A = (0n—i j)1<i j<n €t B = (0i+1,j)1<i,j<n- Calculer AB.
(Proposé) Calculer BA.
6. Soit la matrice A € CI' définie par A = (1)1<; j<,. Calculer A%
7. Soit la matrice A € C}! définie par A = (6,,—; j)1<i,j<n. Calculer les puissances successives
de A (Suggestion : séparer les exposants pairs et les exposants impairs).

8. (Proposé) Soit la matrice A € C]! définie par A = (§;115)1<ij<n-

a) Calculer les puissances successives de A.

b) On définit 'indice de nilpotence d’une matrice M € CI' comme étant le plus petit
naturel m tel que M™ = 0. Déterminer 'indice de nilpotence de la matrice A.

9. Déterminer la forme générale des matrices qui commutent avec la matrice A € CJ définie
par A = (Ont1-i4)1<ij<n-

10. Trouver les vecteurs = € R? tels que

1 2 3 1
Ax =b avec A = 0 4 5 et b= 0
2 0 0 2

4

11. Soit la matrice A = ( 6

) . On définit les ensembles

wW N

F={YeR3:AY =0}, G={VYE€R::YA=0}, H={Y cR3: AY =Y A}

a) Déterminer les ensembles F', G et H.
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b) Comparer les ensembles F', G et H.

12. Pour tout nombre réel 8, on pose

w0 = (e ety )

Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel 6, on a (M (0))" = M(n#).

13. (Proposé) Considérons la matrice

(10 2
A_(l i)e(CQ.

Calculer les puissances successives de la matrice A.
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Matrices et permutations

. Soit A € C:. Notons 0 la matrice nulle de CJ:. Calculer les puissances successives de la

n

matrice
A 0 A O
0 A 0 A
B= 0 0 A 0
0 0 0 A
. Considérons les matrices de C]! suivantes
ay ayp - Ap-2 QAp—1 bp b1 -0 bp_2 b
0 a a1 -+  ap—2 0 b b1 -+ by
M = : y N = T, .
0 e 0 ap ai 0 0 bo b1
0 -+ .- 0 ao 0 0 bo

Démontrer que M et N commutent.

. Soit @ € C. Déterminer la forme générale des matrices de C} qui commutent avec

a 1 0 O
0 a 0 O
A= 0 0 a 1
0 0 0 a

. Considérons la permutation
_ 1 2 3 45 6 7 8 9 10
F=\10 4720618935 )
(a) Décomposer p en un produit de cycles disjoints.
(b) Décomposer p en un produit de transpositions (cycles de longueur 2).
(¢) En déduire la signature de la permutation (et sa parité).

. Considérons la permutation
(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
F=\9 132 11 12 10 4 13 8 5 6 7 )
(a) Décomposer p en un produit de cycles disjoints.
(b) Calculer la signature de u et en déduire sa parité.

. . 1 2 3 45 1 2 3 45
.Smentlespermutatlonsu—(5 49 ] 3> etu_(2 15 4 3>
(

(

a) Calculer pv, vu, pp et vv. Les permutations p et v commutent-elles 7

b) Quels sont les éléments appartenant A {u"|n € N} et {v"|n € N} respectivement ?

)
)

(¢) Quel est 'inverse de p ?

(d) Décomposer p et v en un produit de cycles disjoints.
)

(e) Décomposer p en un produit de transpositions.

(f) Quelle est la signature de u, de v et de pv ?

. Soient n € N et 7 une transposition de S,,. Montrer que f : S, — S, : u — Tu et

g:S8, — Sy p— pt sont des bijections de S, dans lui-méme.

. (Proposé) Soit n > 3. Toute permutation de S,, est un produit de cycles de longueur 3.

Vrai ou faux. Justifier.
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4 Déterminants, indépendance linéaire et rang d’une matrice

1. Calculer et factoriser les déterminants

a 3 0 0 r -y —-r y
b a 20 0 Sy z -y =z
D= 0 2b a b et B = z —u oz —u
0 0 3b a u oz u z
2. Démontrer que, ¥V n € Ny,
1 1 0 0
-1 1 2

Du=1109 -2 1 o |=n!

0o -+ 0 —(n-1) 1

3. Soit n € Ny. Calculer le déterminant D, (z,y) de la matrice

x y .« .. y
M@y =| Y * eCy.
Ly
Yy y
4. Démontrer la formule
A a a
b oA . aA=0)" —b(A—a)" si a#b
A N En )\, ,b = = a—b B ’
n €No, En(ha,b) =1 | S {()\—a)"_l(/\+(n—1)a) si a=b.
b -+ b\

5. Soit z € C. Calculer et factoriser le déterminant

—Tiz? — 2 2 1
D= 1 i 0
422 —z  —7/4 -1

6. (a) Dans R3, les vecteurs

0 0 1
a1 = 0 , A2 = 3 , a3 = 3 ;
1 4 6

sont-ils linéairement indépendants ?

(b) Méme question pour les vecteurs

=

o

|
N~ =

>

N

Il
(G280 NI

=

Y

Il
B~ W ot
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7. On considére les vecteurs de R3

1 m 1
T = m , L2 = 1 y L3 = m )
2 0 3

ol m est un paramétre réel. Pour quelle(s) valeur(s) de m, ces vecteurs sont-ils linéairement

indépendants?

8. Soient a,as,as € R? trois vecteurs linéairement indépendants sur R. Posons

v1 = a1 + az + as,
v2 = a1 — a2 + as,

VU3 = a1 + az — as.
Les vecteurs v;, vz, v3 € R? sont-ils linéairement indépendants sur R ?

9. Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 -1 3 -6
(o d) ()

Lo 52 42
c=| -2 3 -13 |, D=

3 _3 15 o 1 1 0

4 -1 -1 0

m 1 0

— =3 R
—
|
—_
\
—_

11. Calculer le rang des matrices

a2 0 0 2
(a) M = 3 a1l -1 |,acR.
1 o 0 1
1 2 3 1
4 2 -2 2
(b) A= 3 A 92 9 | AeR.
A0 -5 1
12. Considérons la matrice
1 1 1
M = a b b
a ¢ d

Discuter la valeur du rang de la matrice M en fonction des parameétres réels a, b, ¢ et d.
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Inverses de matrices

. Si possible, inverser la matrice

v —1 141
M = i1 1
1 1 1

. Soient A, B, C, D des matrices avec A et D carrées et inversibles. Démontrer que les matrices
A B A 0
M_(O D) ot N_<C D)

sont inversibles et calculer leur inverse.

. Si possible, calculer 'inverse de

100 0 ¢ 0 0O
01 0 ¢« 0 O0O0O0
001 00 O0O0TO0
0001 0O0TO0TO0
M= 00001 O0O00O0
00 00OO0OT1O0TO0
0000 O0OO0OT1FPO
000 0O0 ¢ 01
4. Considérons la matrice complexe
1 0 -+ - 0
1 0 0
M = ay arp—1 GO (€79}
0 . 0 1
0 0 1

A quelles conditions la matrice M est-elle inversible ? Que vaut alors son inverse ?
. (Janvier 2006) Soit A une matrice de C}! pour laquelle il existe un entier k£ > 2 tel que
AP =0 et AF1 A0,
Posons B =1 — A ou I € C! est la matrice identité de dimension n. Démontrer
(a) que A n’est pas inversible;
(b) que B est inversible et que B~ = Z’Z;é AL
. (Janvier 2008) Soit o € C. On considére la matrice

2

1 a «
a 1 «
o2 a 1

Déterminer les valeurs du paramétre a pour lesquelles la matrice M est inversible et, dans
ce cas, donnez son inverse.
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7. 51 A, B,C, D sont des matrices de C}! et si I est la matrice identité de CJ}, calculer

0
1
C

O N~
WESHe

8. Si A, B, C, S sont des matrices de CJ! et si I est la matrice identité de C}}, & quelles conditions
les matrices suivantes sont-elles inversibles ? Calculer les inverses de ces matrices.

I 0 o0
M(é _SI>;N A B C
0 0 I

9. En utilisant les formules de Frobenius-Schur, calculer

a 1 0 b 0 O
0 a 1 0 b 0
0 0 a 0 0 b
D= -b 0 0 a 1 O
0O -b 0 0 a 1
0 0 -b 0 0 a

Calcul matriciel 9 2018-2019



6 Espaces vectoriels (1)

Rappels

Définition [II1.2.1, p. 34, version 2009-2010] Un groupe est un ensemble G muni d’une opération

binaire interne et partout définie
0:GxG—=G

qui jouit des propriétés suivantes :
(1) associativité, Va,b,c € G : (aob)oc=ao (boc);
(2) existence d’un neutre, 3e € G,Va € G : aoe =eoa = a (ce neutre est unique);
(3) emistence d’un inverse, Ya € G,3b € G :aob=">boa = e (cet inverse est unique).
Si le groupe G posséde la propriété supplémentaire suivante
(4) commutativité, Va,b € G:aob=boa,
on dit que G est un groupe commutatif ou groupe abélien.

Définition [.2.1, p. 3, version 2009-2010] Un champ est un ensemble K muni d’une application

binaire interne et partout définie
+: KxK—K

et d’une application binaire interne et partout définie
S Kx K=K

qui jouissent des propriétés suivantes :

(1) (K,+) est un groupe commutatif (on parlera d’opposés pour les inverses dans ce groupe);

2) 'opération . est associative;

(2)
(3) il existe un neutre unique pour l'opération .;
(4)

4) DPopération . est distributive par rapport a I'opération +, ce qui signifie que, Va, b, c € K, on

a
(a+b).c=ab+bc et a(b+c)=ab+acg

(5) K # {0} et tout élément non nul posséde un inverse pour l'opération .;
(6) l'opération . est commutative.
Si la derniére propriété n’est pas vérifiée, on dit que K est un corps.

Définition [VII.1.1, p. 121, version 2009-2010] Soit K un champ dont le neutre pour I’addition
est 0 et le neutre pour la multiplication est 1. Les éléments de K sont appelés scalaires. Un espace
vectoriel sur K ou K-vectoriel est un ensemble F muni d’une opération binaire interne

+:ExXE—=E

et d’une opération interne
o KxE—=FE

qui jouissent des propriétés suivantes :

(1) (E,+) est un groupe commutatif;

(2) pour tous z,y € F et tous scalaires \, u € K :

2.2)
2.3) (A4 p).x = A.x + p.z, i.e. Popération . est distributive par rapport aux scalaires;
2.4)

A(z+y) = Az + Ay, i.e. Vopération . est distributive par rapport aux vecteurs.
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Exercices

1. On considére un espace vectoriel (E,+,-) sur un corps K et un vecteur a € E. Démontrer
que les opérations
@:ExXE—-FE:(r,y)—2dy=x+y—a

et
O:KxE—=-E:(Mz)—»Aoz=X-z+(1-}))-a

définissent sur F une structure d’espace vectoriel sur K.

2. Déterminer si les polynomes P, @, R sont linéairement indépendants dans R[X] dans les cas
suivants :

(a) P(X)=X?—3X24+3X+1, Q(X) = X3~ X2+8X +2, R(X) = 2X3 —4X? +9X +5.
(b) P(X)=X3+4X2—2X +3, Q(X) = X3+ 6X2— X +4, R(X) = 3X°+8X2 —8X +7.
3. On considére (C, +,-) comme un espace vectoriel sur R.

(a) A quelle(s) condition(s) sur z € C les éléments 1 et z sont-ils linéairement dépendants
sur R?

(b) A quelle(s) condition(s) sur z € Cy les éléments L et 1 sont-ils linéairement dépendants
sur R?

(c) Démontrer que, pour tout z € C, les éléments 1,z et z? sont toujours linéairement
dépendants sur R.

4. Counsidérons le C-vectoriel Eg = C*.

(a) Dans Eg, les vecteurs

6 —9¢ 3+ 2 0

2—2 0 -2
U1 = 9 , V2= 0 y U3 = 1

—3i 1 0

sont-ils linéairement indépendants ?
(b) Montrer que E¢ peut étre considéré comme un espace vectoriel sur R.

(¢) Considérons le R-vectoriel Egx = C*. Les vecteurs v,vs,v3 sont-ils linéairement in-
dépendants dans Eg 7

(d) Quelle est la dimension de Eg ?

(e) Quelle est la dimension de E¢ ?

Calcul matriciel 11 2018-2019



5. (Proposé) Considérons le C-vectoriel E¢ = C3.

(a) Dans Eg, les vecteurs

1 0 31
v = 21 N Vo = 4 5 V3 = —14
3 1 71

sont-ils linéairement indépendants 7
(b) Montrer que E¢ peut étre considéré comme un espace vectoriel sur R.

(c) Considérons le R-vectoriel Egr = C3. Les vecteurs v;,vq, v3 sont-ils linéairement in-
dépendants dans Eg ?

(d) Quelle est la dimension de Fg ?
(e) Quelle est la dimension de E¢ ?

6. Soit B = (e1,ea,e3,e4) une base d’'un espace vectoriel E sur le champ K. On donne les
vecteurs

/ / / /
€1 =er+ext+e3, €, =—e +ex+2e3, e3=-e3—2e, e€4=-¢€1—ey—e3.

a) Démontrer que B’ = (e}, e}, €5, €);) est une base de E.
1,€2,€3,€4
(b) Exprimer la formule de changement de base permettant de passer de la base B a la base
B’ et la formule de changement de base permettant de passer de la base B’ a la base B.

7. Considérons le R-espace vectoriel Po des polyndmes de degré inférieur ou égal & 2 & coeffi-
cients dans R, i.e. P, = R[X]_,. Définissons les polynomes

P(X)=X, P(X)=2X+1, P(X)=X?+2X+2

(a) Démontrer que les polynémes P;, Ps, P3 forment une base de Ps.

(b) Déterminer les composantes des polynomes @1, Q2, Q3 dans cette base si
Qi(X)=1, QX)=X, Q3(X)=X>

(c) Ecrire en général les formules de changement de base établissant le lien entre les com-
posantes des polynémes de P> dans ces deux bases.

8. Dans I'espace vectoriel des fonctions continues réelles C°(R), étudier I'indépendance linéaire
des fonctions
fix—=1 5 g:xzw—sin(z) ; h:zw— cos(x).

9. Dans I'espace vectoriel des fonctions continues réelles C°(R), étudier I'indépendance linéaire
de
f=m+cos+sin ; g=1+mcos+sin ; h =14 cos+msin,

ou m est un parameétre réel. Dans le cas éventuel oul les fonctions sont linéairement dépen-

dantes, exprimer une relation linéaire entre elles.

10. Considérons le R-espace vectoriel P3 des polyndémes de degré inférieur ou égal a 3 & coeffi-
cients dans R, i.e. P3 =R[X]_,.

(a) Démontrer que, pour tout a € R, les polynémes 1, X —a, (X —a)? et (X —a)? forment
une base de P3. Dans la suite, nous notons B cette base.

(b) Rechercher les composantes d’un élément quelconque dans B.

(c) Ecrire la formule de changement de base de la base B’ = (1, X, X2, X?) de P5 4 la base
B.
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11. Soit B = (x1,...,x,) une base d’un espace vectoriel E sur le champ K.

(a) Démontrer que les vecteurs
n
Y1=21, Y2 =21+t T2 -5 Yn szk
k=1

forment une base B’ de E.

(b) Etablir la formule de changement de base permettant de passer de B a B'.
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7 Espaces vectoriels (2)

Rappels
Proposition [VIIL.3.10, p. 129, version 2009-2010] Soient E un espace vectoriel de dimension finie
net U= (u,...,u,) une base de E. Définissons I’application

xy

Py E—-K"':2—

Tn

qui, & un vecteur, associe ses composantes dans la base U. Alors cette application est une bijection
telle que, pour tous A € K, x,y € E, on a ®(Az) = A\®(z) et P(z +y) = P(x) + D(y).

On dit que les espaces E et K™ sont isomorphes et que 'application ® est un isomorphisme
(d’espaces vectoriels) entre ces deux espaces vectoriels. En particulier, des vecteurs yq,...,yx € E
sont linéairement dépendants (resp. indépendants) si, et seulement si, ®(y1),..., P(yr) € K" sont
linéairement dépendants (resp. indépendants).

Définition [VIL5.1, p. 133, version 2009-2010] Soit F un espace vectoriel. Un sous-ensemble
non vide F' C E est un sous-espace vectoriel de E s’il contient les combinaisons linéaires de ses
éléments.

Proposition [VIL.5.2, p. 133, version 2009-2010] Soit F un espace vectoriel sur le champ K. Un
sous-ensemble F' C E est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement si, les assertions suivantes
sont vérifiées:

i) 0 € F;
1i) siz,y € F, alors x +y € F}

i) sixz € F et A € K, alors Az € F.

Proposition [VIL5.5, p. 134, version 2009-2010] Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.
Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors F est de dimension finie, inférieure ou égale & n. De
plus, si dim(F') = n, alors F' = E.

Proposition [VIL.5.7, p. 135, version 2009-2010] Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de F
et soit
H={f+g|feFgeG}

Alors H est un sous-espace vectoriel de E. Ce sous-espace H est appelé la somme de F et G et se
note F' + G.

Théoréme [VIL.5.15, p. 137, version 2009-2010] Si F' et G sont des sous-espaces vectoriels de
dimension finie de F, alors

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Définition [VIL.5.16, p. 138, version 2009-2010] On dit que la somme F'+ G de deux sous-espaces
vectoriels F' et G de E est directe si F'NG = {0}. Auquel cas, on écrit F @ G.

Proposition [VIL.5.25, p. 141, version 2009-2010] La somme de p sous-espaces vectoriels Fi, ..., F,
de E est directe si et seulement si la somme de F5, ..., F), est directe ainsi que la somme de F} et
F>, @ ...® F,. En particulier,

dim(Fy @ ...® Fp) =dim F} + ... 4+ dim F},.
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Exercices

4

1. SoitA:(6

) . On définit les ensembles

w N

F={XcR2:AX =0}, G={XcR::XA=0}, H={XcRi:AX = XA}

(a) Démontrer que F,G et H sont des sous-espaces vectoriels de R3. Donner ensuite une
base et la dimension de chaque sous-espace.

(b) Décrire FNG, FNH et GNH. Démontrer que ces trois ensembles sont des sous-espaces
vectoriels de RZ. Donner ensuite une base et la dimension de chaque sous-espace.

2. Soient 1
L={p€Cxlz]:Vz€Cy 2% (z) =p(2)}

et
M={peCxz] :Vz2€C,p(z+1)=p(—2)}

ot C<o[2] est I'espace vectoriel des polynémes de degré au plus 2 & coefficients dans C.

(a) Montrer que L et M sont des sous-espaces vectoriels de C<a[z].
(b) Déterminer une base et la dimension de L, M, LN M et L + M.

3. Soient
H,={AecC} . A*=AletU,={AcC}: A" = —-A}.

Démontrer, si possible, que ce sont des sous-espaces vectoriels de C! et qu’'on a C}! = H,,®U,,
lorsque C}! est vu

(a) comme un C-espace vectoriel;

(b) comme un R-espace vectoriel.
4. (Proposé) Considérons C!' comme un C-vectoriel. Soient
Sp={AeCr:A=Alet A, ={AcC: A=—A}.
Démontrer que ce sont des sous-espaces vectoriels de C}! et qu’on a C! = 5, ® A,,.

5. Soient A et B les parties de R* définies par

T -3 0 0

. T2 4. 201+ 329 =0 . 2 0 0
A— T3 €R {xgzxi—l—l 9 B* 0 I 1 ’ O
T4 0 0 1

Soient F' et G les sous-espaces vectoriels engendrés respectivement par A et B. Démontrer
que F =G.

6. Soit E = {f : R — R} considéré comme R-espace vectoriel. Soient
P={ftR->R: f(—z)=f(z) VeeR} et I={f:R—>R: f(—z)=—f(z) VreR}
Démontrer que E = P @ 1.

7. Considérons C<s[z], espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal a 3 & coeffi-
cients dans C. Soient

A={peCxslz:p(0) =p(1) = p(2)},
B={D,p:pe A} et C={D?p:pe A}.
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(a) Montrer que A, B et C sont des sous-espaces vectoriels de C<s[z].
(b) Déterminer une base et la dimension de chaque sous-espace vectoriel.
(c) Démontrer que C<3[2] =A® Ba C.
8. (Janvier 2013) Soient E un C-vectoriel de dimension n > 3 et ey,...,e, € E. On définit

les vecteurs
tj =e€jt+ejr1+ €42 Vi e {1, ey — 2}
et th—1 =€1+epn_1+en, tn=€1+e+en.
(a) Pour n =5, montrer que B = {ey,...,e, } est une base de E si, et seulement si,
B' = {t,...,t,} est une base de E.

(b) Pour n =5, donner la matrice de changement de base pour passer de B a B’

9. (Janvier 2008) Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-vectoriel E tels que
E = F®G. Soit (e, ..., e;) une base de F. Montrer que, pour tout g € G, )e1+g,...,ex+g(
est un supplémentaire de G dans F.

10. (Janvier 2014) On se place dans R* considéré comme R-vectoriel. On considére I'ensemble

Z1
Z2
T3
Ty

cx1+rot+x3=0et 1 —29+24=0

IR

0

et le sous-espace vectoriel

(a) Vérifier que F' est un sous-espace vectoriel et en donner une base.
(b) F et G sont-ils en somme directe?
)
)

(c

(d) Soit H le sous-espace vectoriel dont une base est donnée par

Trouver un supplémentaire de F' + G.

1 0

1 1
515D

0 3

Donner une base de H N F' et une base de H + F.
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8 Systémes linéaires

Rappels

Définition [VL.1.1, p. 101, version 2009-2010] Soient p € N\ {0,1} et n € N. Un systéme
d’équations linéaires & n équations et p inconnues est un systéme de la forme

a11x1  + aexe + -+ Q1T = by
(5)

Ap1x1  +  Gp2T2 + - + Applp = bn
Sous forme matricielle, ce systéme s’écrit Ax = b avec

a1z - QAlp X1 by
A=| Dol eky, z=| : | ek, b=| : |eK™

an1  *°°  Gnp Tp by

Définition [VI.1.2, p. 101, version 2009-2010] Un systéme de la forme Az = b tel que b = 0
est dit homogéne. Un systéme est compatible s’il posséde au moins une solution. Sinon, il est
dit incompatible. Par exemple, un systéme homogéne est toujours compatible puisqu’il possede
toujours la solution z = 0. Si un systéme posséde une et une seule solution, il est dit déterminé.
S’il posséde plus d’une solution, il est dit indéterminé. Enfin, deux systémes sont équivalents s’ils
possédent les mémes solutions.

Proposition [VI.3.3, p. 104, version 2009-2010] Soient A € K} et b € K". Le systeme (S)Az = b
est compatible si, et seulement si, le rang de A est égal au rang de (Ab).

Corollaire [VI.3.6, p. 105, version 2009-2010] Si le systéme (S)Ax = b est compatible, il est
équivalent a tout systéme (S’) obtenu en ne considérant que les lignes de la matrice A qui sont
linéairement indépendantes et en nombre égal au rang de A.

Définition [V1.4.2, p. 107, version 2009-2010] Un systéme (S)Az = b est dit de Cramer si A est
une matrice carrée inversible. Dans ce cas, x = A71b et

1

L)

7eme colonne

~éme

En résumeé, x; est le quotient du déterminant de la matrice A du systéme ol on a remplacé la j
colonne par le second membre b, par le déterminant de A. Ces formules sont appelées les formules
de G. Cramer.

Exercices

1. (Proposé) Pour quelle(s) valeur(s) du paramétre réel m les matrices suivantes sont-elles
inversibles ?

m 4 1 1 1
(a)A:<2 Qm)’ G)B=| m 1 1
1 2 m-1
2. Résoudre les systémes d’équations suivants :
2r —3y+62 = 3 3y +z = 2
(@) dz—y+=z = 1 (b)¢ 2245y =1
3r—2y+3z = 4 —2r+y+4z = 3
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(©)

5t + 2y — 3u — v
5 —y + 52z —u—2v
r—2y+4z+u—v

-5

(d)

—r+2y+z+3t = 6
Tr4+2y—132+3t = -—-24
3x+y—5z—1t = —12

3. Résoudre les systémes d’équations suivants en discutant selon les valeurs des paramétres

réels a,b,c et d :

ax + by
(a){ bx+ay
Tty

Calcul matriciel

(d)

a+b
a+b (b)
c

axr + by + z
T+ aby + z

r+ay—+z

ax + by + bz + at
bx + ay + az + bt

c+y+z+t

axr + by + az
axr + ay + bz
bx + by + az
bx + ay + bz

QU O o

1
1
c

18

()

|
—

-« of

rT+y+z
ax + by + bz
ax +cy + dz

ay — bz =
—ar +az =
bx — ay =
xr+z =

ax + by + cz
r+y—+z

b
a2

= ab

a’® + b?
0
_a2 _ b2

c

|
o~
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