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Suites linéaires récurrentes. . . (Rappels)

Une suite (2, )nen € CN est dite linéaire récurrente homogene
d'ordre k (ou de degré k) si elle satisfait, pour tout n > 0, une
relation de récurrence linéaire homogéne (a coefficients constants)

‘ Tp+k = Ok—1 Tptk—1 T+ Qo Ty ‘ (1)

Les k premieres valeurs xg, ..., zp_1 sont appelées les conditions
initiales.
A I'équation (1), on associe le polynéme de C[X]

x(X)=XF—aq  XF1 o 0 X — .

Ce polynéme de degré k est le polyndome caractéristique de la
relation de récurrence



Si on dispose de la factorisation

r

X0 =[] =)™

J=1

ou les «; sont les zéros de x(X) de multiplicité m;

THEOREME

La solution générale de |'équation linéaire récurrente homogene (1)
est donnée par la suite (s, )nen de terme général

T
Sy = Z Pi(n) oy
i=1

ou P; est un polynéme de degré strictement inférieur a m;.
Les coefficients des polynomes P; sont déterminés par les
conditions initiales.



» Cas non homogene
» Matrice compagnon

> Série génératrice



CAS NON HOMOGENE

Comparable aux systémes d’'équations linéaires (et aux EDLCC)

Si on a un systeme Az = b, les solutions de ce systeme
s'obtiennent comme
» une solution particuliere 2y a laquelle
» on ajoute une solution arbitraire y du systeme homogene
associé Ay = 0.
En effet,
Al +y) = Agg+ Ay =b+0=b.






Une suite (z,)neny € CY est dite linéaire récurrente (non
homogene) si elle satisfait, pour tout n > 0,

Tyl = O—1 Ty h—1 + -+ + a9 Ty + by,

Ttk — Qg1 Tpik—1 — " — Ao T = by
avec ay_1,...,a9 € C et (b,)nen une suite donnée.

L'équation linéaire récurrente homogene associée est
Tp4+k = Ok—1 Tn+k—1 +---+az,

Tk — Qg—1 Tpyg—1 — "+ — Ao Ty = 0.

()



On a le méme type de résultat

STRUCTURE DES SOLUTIONS

Si on dispose d'une suite particuliere (z,)nen satisfaisant (2), alors
les solutions de (2) sont exactement les suites de la forme

(#n)neN + (Tn)neN

ou (7, )nen est une solution quelconque de I'équation homogene
associée.

Si
Znt2 — Dzny1 + 32, = n 2"
Tpto — OTp+1 + 32, =0

Alors

(Zn+2 + Tpi2) — 5(zn41 + Tug1) + 3(2n + ) = n 2"



REMARQUE

Tout le probleme revient donc a trouver une solution particuliére.

On va traiter le cas d'une exponentielle-polynéme.

Soit P un polynéme de degré d > 0 et A #0

Tptk — Q1 Tpth—1 — - — Ao Tp = A" P(n) (3)



Principe de superposition

REMARQUE : UN SEUL TERME SUFFIT

Si on a une solution (yp)n,>0 de

Tpik — Gh—1Tpyk—1— -+ — Go T = A" P(n)
et une solution (z,),>0 de

Btk = Q1 Tkt — -+~ = G T = 7" Q(n)
alors (yn)n>0 + (2n)n>0 = (Yn + 2n)n>0 est solution de

Tptk — Gk—1 Tptk—1 — -+ — G0 L = A" P(n) + 9™ Q(n).



Exemple : considérons I'équation non homogene (d'ordre 2)

n
T2 — Tpgl — Tp = 2

Deés lors,
n+1
Tnt3 — Tpt2 — Tpt1 = 2 +

on peut donc soustraire
20p10 — 2Xp1 — 22, = 2.2"
pour obtenir une équation homogene (d'ordre 3)
Tnt3 — 3Tpt2 + Tpy1 + 22, =0

et on sait comment procéder pour en trouver une solution !



Rechercher une solution particuliere, second membre A" P(n), ...
On peut montrer que

P(n),P(n+1),...,P(n+d)

forment une base de I'espace des polynémes de degré au plus d.
Ainsi, il existe des coefficients [, . .., B4 tels que

d
AT P(n+d+1) =Y BN P(n+j)
j=0

et donc, en multipliant les deux membres par A"

d
A\ntd+l P(n +d+ 1) _ Zﬂi APt P(n—l—j)
7=0




Exemple : exponentielle-polynéme avec d =1
Tpt2 — DTpt1 + 3x, = n 2"
ot x(X)=X2-5X+3

n+2 __ n+l n
(n+2)2"" = 4 (n+1)2 4 n2".

B1 Bo
Tp4+4 — 5$n+3 + 3$n—|—2 = (TL + 2) 2n+2 x1
Tp+3 — 5$n+2 + 315”_;,_]_ = (’fl + ]_) 2n+1 X(—4) —,61
Tpt+o — OTpy1 + 31, = n2" x4 —0Bo

Tptd — ITnt3 + 272492 — 322,41 + 122, =0
récurrence homogene d'odre 4 dont le polyndme caractéristique est

(X2 —5X 4+3)(X? —4X +4) = x(X) (X% = 51X — fo).

X4—9X3427X2-32X+12




En toute généralité,
Tptk — Qp—1 Tpyk—1 — - — ag Tn = A" P(n)
avec son polynéme caractéristique
X(X) = XF — g XM= —ap,

alors une solution particuliere de I'équation non homogene est
solution de |'équation homogene (d'ordre k + d + 1) ayant pour
polynéme caractéristique

d
X(X) | X =8 X7
=0



MATRICE COMPAGNON

Retour au cas homogene

Tptk = Ok—1 Tpt+k—1 1+ G Tn

Lok k-1  Qk—2
) n-+ 1 0
Tn41 6

ag
0

0

Tp+k—1
Tn+k—2

Tn,



Pour tout n > 0,

Tn+k—1 Tr—1
Tp+k—2 Tk—2
. =M" .

T, 0

On peut donc essayer de diagonaliser M pour obtenir une formule
close pour z,.

REMARQUE

Difficulté identique au thm. de structure, il faut les valeurs propres
de M qui sont exactement les zéros de x(X).



Si M est diagonalisable, il existe une matrice S telle que

STIMS = A = diag(A1, ..., \p)

donc

M* = (SASTH" = SA"S! = Sdiag(A}, ..., Af)S ™!

In+k—1 Trp—1

Tt lo— Tpo—
2 sdiag(Mr, . ams [T

Tn, Tp

Si pas diagonalisable. . . forme de Jordan. ..



SERIES FORMELLES

Outil de manipulation, on peut (en général) mettre la
convergence de coté !

x=1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...
o

sx(2) = 14242274322 4527482541320 421 - = > 2"
n=0

Une série formelle est un moyen commode de disposer les éléments
d’une suite. On la présente parfois comme “une corde a linge" sur
laquelle on dispose les éléments de la suite d’intérét.



« monde » des suites

« monde » des séries formelles

(an)nEN

ZZ‘LO an 2"

(bn)nEN

opérations sur
les suites

ZZO:O b 2"

opérations sur
les séries formelles



Deux opérations sur les séries :

> la somme de deux séries formelles par
o0 o o
(Z an z”) + (Z by z”) =) (an + by) 2"
n=0 n=0 n=0
> le produit de Cauchy de deux séries formelles par
o0 o o
(Z an, z”) . (Z by, z") = Z Z aib; | 2"
n=0 n=0 n=0 \i+j=n

Extension du produit de polynémes



‘ Tptk = Ok—1 Tpt+k—1 1+ G Tn ‘

WX) = XF g X g

THEOREME

La suite x = (2, )neny € CN est une suite linéaire récurrente
satisfaisant I'équation (1) si et seulement si la série génératrice
sx(z) est une fraction rationnelle ayant pour dénominateur le
polynéme réciproque

1—ap_12—- — apz".

De plus, le numérateur de la fraction dépend uniquement des
conditions initiales g, ..., 25_1.

polynéme réciproque

X*x(1/X)=1—- a1 X —- — apX".



Soit la suite de Fibonacci satisfaisant la relation

Tpt+2 = Tp+1 + Tn,
=1 2 =1

o0 [o¢]
s(z) :an 2" = x0+x1z+2xn+2 P
n=0 n=0
o
= 142+ Z(]Jn_H + xn)z"+2
n=0
o0 [o¢]
= 1+z+zzwn+1zn+1+222$nzn
n=0 n=0

= 1424 z[s(z) — 20) + 22 5(2).

De 13, on en tire que



Soit la suite

relation de récurrence {

o0
s(z) = Z Ty 2" =
n=0

De 13, on en tire que

c+
1—az— b22

s(z) =

T2 = aTpt1 + by,
X=c¢ 1 =d.

o
T9+ 11 2 + E Tp+2 22
n=0

o0
c+dz+ Z(a Tpgp1 + bxy)2" 2

n=0
o o
c+dz+az§ xn_Hz"H—i-bZQE Ty 2"

n=0 n=0
c+dz+az[s(z)—c]+b2%s(2).

(d — ac)z . :
fraction rationnelle.



relation de récurrence = fraction rationnelle

Dans I'autre sens, si on a une fraction rationnelle,
alors on effectue une « longue division » :

1 1—=2
—(1 —2) l+z+22+---
2
N
22
(2 =)
23




3ieme méthode pour trouver le terme général d'une suite :
Reprenons la série génératrice de Fibonacci,
1
$(2) = ——

(2) 1—2z— 22

» Développer en fractions simples

» Développer en série de puissances grace au résultat ci-dessous.
Soit t € N. On a

(1_pz (1= pz)tHt chﬂp 2"

Cfﬂrt est un polynéme en n de degré t.



-

1—2—22 5(z+®) 5(z+9)
ol & = (1++5)/2et & = (1-+/5)/2.
Donc, ®=1+3, ®—1=—-9" et —9' =1/0.

1 1 — = .,
z2+®  P(14z2) 1-92 o’
1 1 —d >
= = = — (bn—‘rl Zn'
2+ P(1+ Z2) (1-0z) nz:%
donc
1 - . 7\/5@ m \/SCD n
n=0 n=0
5® 5/
niéme terme de Fibonacci, z,, = V5 o" — V5 "



1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, ...
Si on voulait la suite des sommes partielles ?
1,2,4,7,12,20, 33,54, 88,163,252, . ..
A-t-on encore une relation de récurrence, si oui laquelle?

1 [o¢]
_ n
1—Z_ZZ

=0

(%) () -5 ()

1 1 1

l—z21—2—22 1—-22+423
du polynome réciproque, on tire

donc ici,

Yn+3 = 2Un+2 — Yn



On introduit une dérivée formelle définie par

o o
D <Zanz”> =a+2a2+3a32%+ - :Z(n+1)an+1z”.
n=0 n=0

Ainsi, Dsa(z) est la série génératrice de la suite ((n + 1)an+1)nen-
En multipliant par z

o0
zDsa(2) = Z n ay 2"
n=1

on a la série génératrice de la suite (7 a,)nen.



1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, . ..

si on veut une relation pour (7 x,)nen

)
o
3

0,1, , 20, 40 , 78 , 147,272, 49

4,9
P i N2 N2 Sl S g

1 z 4 222
2D =
1—2—22 1—2z—2242234 24

on a donc la relation de récurrence

Ynt+d = 2Yn+3 + Ynt2 — 2Unt1 — Un



La suite des carrés vérifie-t-elle une récurrence linéaire?
Considérons sa série génératrice

o0
E n? 2"
n=0

On sait que
o0

/(1 —2) Z

On applique zD aux deux membres

/(1 —2) Z nz"
On applique encore zD aux deux membres
o
(z42°)/(1—2)=(2+2%)/(1 =32 +32" = 2%) =) n’2"
n=1

Ainsi, la suite (n2),>0 = 0,1,4,9,16,25,36,49,64, 81, ... vérifie

Yn+3 = 3y71+2 - 3yn+1 + Yn.



1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, ...
Si on veut uniquement les termes d'indice pair?
1,2,5,13,34,89, ...

Si on consideére s(z) 4+ s(—z), simplification des termes d’exposant
impair

1
5(2)4—5(—2):1_2_22—1-1_'_2_22 anz —l—an

—2+ 222
1-322 424 22@”

2,0,4,0,10,0, 26, O, 68, 0,178,...
On divise par 2 et on remplace z par z1/2,
-1+ z
1-32+22

Yn+2 = 3Yn+1 — YUn



(an)nGN

sa(z) =D 00 g an2"

(@n)nen + (bn)nen
= (an + bn)neN

Sa(2) + sp(2)

a(an)neN asa(z)
= (aan)neN
suite des sommes partielles
(z:zzoak)neN 1izsa(z)
translation
0, ag, a1, ag, . .. 28a(2) = 300 o apz™ T
0,0, ag, a1, as, . . . 225a(2) = D00 g a2t
tronquer
ai, ag, as, . . . (sa(z) —ao)/z =7 o Gng12"
ag, ag, . . . (sa(z) —ag — a12)/2? ano Ap422"
(n ap)nen zDsa(2)

termes d'indice pair
a0707 a2707 a4707"'

(sa(2) + 5a(=2))/2

termes d'indice impair
07 ag, 07 a3707 0,570, )

(sa(2) = sa(=2))/2



1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, ...
Si on veut uniquement les termes d'indice impair?
1,3,8,21,55,144,. ..

on considére s(z) — s(—z), simplification des termes d'exposant
pair

1 1 o o
s(z)=s(=2) = 1—z—22 14z-22 anzn_z%(_z)n
n=0 n=0
27'2 — i 2 2n+1
1—3224 24 Ponl #
=0
0,1,0,3,0,8,0,21,0,55,0,144,0. ..
On divise par 2z (car on tronque) et on remplace z par 2172,
1
1—32z+ 22

Yn+2 = 3Yn+1 — Yn



