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Suites linéaires récurrentes. . .

notion d’espace vectoriel
base d'un espace vectoriel

k vecteurs linéairement indépendants dans un espace de
dimension k£ forment une base de |'espace

k vecteurs colonnes Ci, ..., C; € C* sont linéairement
indépendants SSI det(Cy --- Cx) # 0

Thm. fondamental de I'algebre : un polyndme de degré k
possede k zéros (complexes) comptés avec leur multiplicité

Thm. de Cayley—Hamilton



Combien de chemins de longueur n de a vers b7

La semaine derniere. . .

THEOREME

Soit G = (V, E) un multi-graphe (orienté ou non) tel que
V ={u,...,v}. Pour tous i,j € {1,...,k} et pour tout n > 0,

[A(G)"]:;

est le nombre de chemins de longueur n joignant v; a v;.
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» calcul itératif « plus direct » 7

» formule « close » z, =--- 7

> taux de croissance, comportement asymptotique ?



polynéme caractéristique
det(A—X) = - X—1

Thm. de Cayley—Hamilton : toute matrice annule son polynéme
caractéristique
A2—A-1=0

En multipliant par A™, n > 0, on trouve

An+2 :An-l—l_‘_An‘



An+2 :An+1+An

I'égalité matricielle a lieu pour chaque composante, donc
[A"F2] o = [A" )19+ [A"12, Y0 >0

et [AY)12=0, [AY)15=1

On a donc une suite (zp,)n>0

Tp+2 = Tpt1 T Tn, Vn >0
Iy = 0, I = 1

REMARQUE

On peut le faire pour n'importe quel graphe.



Suite de Fibonacci

Endc]fmomh: é 5% No,c]fPairs:
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S SIS D
Vn >0

Tp+2 = Tpt+1 T Tn,
=0 m=1

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233



La phyllotaxie est I'ordre dans lequel sont implantés les feuilles ou les rameaux
sur la tige d’'une plante, ou, par extension, la disposition des elements d’'un fruit,

d’'une fleur, d’un bourgeon. (Wikipedia)

La phyllotaxie déesigne egalement la science qui étudie ces arrangements.

http://curiosamathematica.tumblr.com/post/114294953296/golden-ratio-in-phyllotaxis


http://curiosamathematica.tumblr.com/post/114294953296/golden-ratio-in-phyllotaxis

http://scotton.freeshell.org/phyllo/phyllo.html


http://scotton.freeshell.org/phyllo/phyllo.html

Nombre de tours / nombre de feuilles avant de retrouver la méme configuration

-
o

o

@
-

- ]

-

VAZCH

e

@]@ Inner leaf O Outer leaf _.__ Orthostychy

Figure 5.20. Four first Fibonacci types of spiral phyllotaxis: 1, 1, £, and 3.

http://www.brainkart.com/article/Morphology-of-the-Stem_17042/


http://www.brainkart.com/article/Morphology-of-the-Stem_17042/

Typical phyllotactic patterns formed
by the ferrofluid drops for different
values of the control parameter G.

The drops are visible as dark dots.
The tube for the ferrofluid supply
partially hides the central truncated
cone. The drops are numbered in
their order of formation.



CADRE GENERAL

Soient a;_1,...,ay € C avec gy # 0.

Une suite (z,)nen € CY est dite linéaire récurrente homogene
d'ordre k (ou de degré k) si elle satisfait, pour tout n > 0, une
relation de récurrence linéaire homogéne (a coefficients constants)

‘ Tptk = Qg1 Tpipk—1 + - + G Ty, (1)
ou encore,

Tk — Qg—1 Tpyg—1 — "+ — Ao Ty = 0.
Les k premieres valeurs xy, ..., zx_1 sont appelées les conditions

initiales.



Remarque si ap = 0, le premier terme de la suite n'a aucune
influence

Tpt3 = 2Tpt2 + Tyl

1,2,3,8,19,46, 111,268,647, 1562, 3771
7,2,3,8,19,46,111, 268, 647,1562,3771
Autant étudier la relation z,12 = 22,1 + zp.

On peut généraliser a ap = --- = a; = 0.



Se donner des conditions initiales détermine complétement la
solution de (1)

REMARQUE

Pour une méme relation de récurrence, a chaque k-uple de
conditions initiales, correspond exactement une suite de CV.

(0,1) » 0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144,233, . ..
(1,3) < 1,3,4,7,11,18,29, 47,76, 123,199, 322, 521, 843, . . .
(2,4) <> 2,4,6,10,16, 26,42, 68, 110, 178, 288, 466, 754, 1220, . . .

On a une bijection entre C* (I'ensemble des conditions initiales) et
I'ensemble des solutions de (1).



PROPOSITION

L'ensemble des solutions de I'équation de récurrence linéaire (1)
d'ordre k est un sous-espace vectoriel de CY isomorphe a C*.

1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199, 322,521,843, ...
2,2,4,6,10, 16, 26,42, 68,110, 178,288, 466, 754, . . .
3,5,7,...
2,6,7,...

Dans un espace vectoriel, on a les opérations d'addition et de

multiplication par un scalaire

Tp42 = Tpy1l + T

= (Tn+2+ = (Tpr1t +(Tn+
yn+2=yn+1+yn} (#nt2+Yn+2) = (Tnr1+ Y1)+ (Zn+yn)

Tnt2 = Tpt1 + T = (Tpto) = (Qpt1) + ()



On a le méme type de résultat que pour les systémes d’'équations
linéaires homogenes :

» |a somme de deux solutions d'un systéme homogene est
encore solution

Ar =0, A2’ =0= Az +2') =0;
» idem pour une solution multipliée par un scalaire

Az =0= A(az) =0.



PROPOSITION

L’ensemble des solutions de |'équation de récurrence linéaire (1)
d’ordre k est un sous-espace vectoriel de CN de dimension k.

I suffit donc d’avoir k solutions de (1) linéairement indépendantes
pour avoir une base de I'ensemble des solutions.

(z{0) >0 = 1.3,4,7,11,18,29,47, 76,123,199, 322, 521,843, . ..

(2 )0 = 2,2,4,6,10,16,26,42, 68,110, 178, 288, 466, 754, . . .

1 2
det<3 2)——47&0

k vecteurs colonnes de dimension k sont linéairement indépendants
si et seulement si le déterminant correspondant est # 0.



Sur I'exemple, toute solution de (1) est donc combinaison linéaire

de (337(11))7120 et (%22))@0

(zn)n>0 = 0,4,4,8,12,20, 32,52, 84,136, 220, 356, 576,932, . ..

(2\0) >0 = 1,3,4,7,11,18,29, 47, 76,123,199, 322, 521,843, . ..

(250 = 2,2,4,6,10,16, 26, 42, 68,110, 178, 288, 466, 754, . . .

(1) =2() -



REMARQUE

Une méme suite peut étre solution de plusieurs relations de
récurrence.

Tp42 = Tyl + T
Tngd = Tpa3+Tpgo = ($n+2+$n+l)+($n+1+$n) = Tp42 + 2fI;n—i—l + xp

Comment trouver I'ordre minimal d’'une récurrence ?

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, . ..

011
det |1 1 2] =0
1 2 3

car la 3e colonne est combinaison des deux premieres.



0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, . ..

01 1 01
det [1 1 2] =0 et det<1 1):—1#0
1 2 3

PROPOSITION (MATRICE DE HANKEL)

L'ordre minimal d'une relation de récurrence pour une solution
donnée (uy,)n>0 est le plus grand entier & tel que

up o up - Ug—1
ul u2 o« o uk,'
det ) ) #0.

Ug—1 Ug - Uk—2



Un autre exemple (récapitulatif)

3

110
A= 1 0 1 |, det(A=X)=-X+X+Ar+1
100

Le nombre de chemins de v; vers v; vérifie

Tpn+d = Tnt2 + Tny1 + 2, YV >0



Tn+d = Tnt2 + Tny1 + 2, YV >0

Uy = U 01 2

151 |1 1 2[4,7,13,24,44,81, 149,274, ...
152 |0 1 1]2,4,7,13,24,44,81,149, ...
153 |0 0 1]1,2,4,7,13,24,44,81,...
251 |0 1 2]3,6,11,20,37,68,125,230,...
252 |1 0 1]|2,3,6,11,20,37,68,125,...
253 |0 1 0]1,2,3,6,11,20,37,68,...

Les 3 premieres suites (par exemple) forment une base de |'espace
des solutions

11 2
det [0 1 1] =10
00 1



STRUCTURE GENERALE DES SOLUTIONS

Tptk = Ok—1 Tpt+k—1 1+ G Tn

A I'équation (1), on associe le polynéme de C[X]

x(X)=XF—q_ X1 0 X — .

Ce polynéme de degré k est le polyndome caractéristique de la
relation de récurrence

Le théoreme fondamental de I'algebre stipule que, dans C, un
polynéme de degré k possede exactement k zéros comptés avec
leur multiplicité. Il se factorise donc complétement en un produit
de facteurs du premier degré.



THEOREME

Si on dispose de la factorisation

T

X(X) = [J(X —ay)™

=1

ou les «; sont les zéros de x(X) de multiplicité m;
(my 4+ mg + -+ m, = k), alors pour tout j € {1,...,7} et tout
t < mj, la suite

(nt O‘?)nGN

est une solution de I'équation linéaire homogene (1).
Idée de la preuve : Il faut vérifier que, pour tout 7,

(n+k)' o™ a1 (n+k—1)'af* — o —ggn'a} =0.



Ce théoreme fournit my + mg + - -+ + m, = k solutions de (1) :

(a?)nGI\U (TL a?)nGNv SR (nml_l a?)nGNv
(ag)TLENa (’fl QS)HENa ce ey (an_lag)TLENJ
(a:,,})TLENa (’fl a:,rl)nEN7 ey (nmr ! a?)?’LEN

Or, I'ensemble des solutions est de dimension k. ..



A-t-on une base de I'ensemble des solutions ?

1 0 0 1 0
aq aq aq ay oy
af 2&% 2"”1_104% a% 2”"_1(12
) e s yeees
k—1 \ k=1 -1 k—1 k—1 p—1, k=1
oy (k — 1)&1 (k— 1)™ oy ak (k — 1)™r ok

forment une base de C* si et seulement si

t .n
det (n'af')  n=o,.k—1;
i=1,...,r; t=0,...,m; —1

donnée par (admis)

[Torat - (mi — 1)t @2 TT(i — ay)™™ #o0.
=1

1<J



En conclusion, on a une base de |'espace des solutions

(a?)n€N7 (n Ol?f)neN, SRR (nml_l O‘?ll)neNa
(ag)RENﬂ (n O‘S)RENﬂ ) (an_lag)neNa
(ag)nGNv (TL a?)nGNa ey (nmr—l a?)nGN

THEOREME

La solution générale de |'équation linéaire récurrente homogene (1)
est donnée par la suite (s,)nen de terme général

T
Sy = Z Pi(n) oy
i=1

ol P; est un polynéme de degré strictement inférieur a m;.
Les coefficients des polynomes P; sont déterminés par les
conditions initiales.



Quelques exemples

Tpt2 = Tntl + Tp, YN >0
=0, z=1

2 2

v (57) (7]
2 2

on détermine A, B avec les conditions initiales

X(X):XZ—X—1:<X—1+\/5> <X—1_\/g>

donc










Considérons la suite satisfaisant pour tout n > 0, I'équation
linéaire récurrente suivante

Tpya = 62p43 — 137542 + 241,41 — 362,
avec g =0,y = 2,20 = 1,23 = 1.
X(X) = X' —6X34+13X%—-24X 436 = (X —3)*(X —2i)(X +2i).
La solution générale de la récurrence est de la forme

Ty, = (c1n + c2) 3" + ¢3(29)" + ca(—29)".

On résout le systeme

Iy — 0 = C9 + C3 + Cq
1 =2 = 3c1 + 3¢+ 2ic3 — 2icy
Iy = 1 = 1861 + 962 - 403 - 404

r3=1 = 8lcg +27¢co — 8icg + 8icy



TTI3 2T 7160 T 338 66 AT
Remarquons que

e3(20)™ + ca(—20)" = ¢3 (20)™ + 3 (20)" = 2Re(cs (20)").

De la, on obtient la forme close pour tout n > 0,

2 23 23 ™ 329 ™
= = p3n—3nqp ° ondtl ( —)—— gntl ( +1 —) .
=15 169 % Tasg “s\"2) 676 cos((n+1)3

Les premiers termes de la suite sont

0,2,1,1,41,185, 565, 1933, 7217, 25073, 82669, 273685, 909353, . . . .



