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Organisation du cours
» Cours théorique : 8 x 1h45 = 14h

» Séances d’'exercices : 7 ou 8 x 1h30

Notes de cours, listes d'exercices, journal de bord, ...

> http://www.discmath.ulg.ac.be/notesMDinge.html

Podcasts via MyULi&ge



Qu'est-ce que les mathématiques discrétes?
Some topics. . .
HANDBOOK Counting Methods

i e Sequences
DISCRETE anp Number Theory
COMBINATORIAL Algebraic Structures
MATHEMATICS Discrete Probability
Graph Theory
Partially Ordered Sets
Combinatorial Designs
Discrete Geometry

Coding Theory

Cryptology
B ot O Dlscrete. Optimization .
KENNETH H. ROSEN Theoretical Computer Science

Information Structures
Data Mining




Continu vs. discret

Ahia

Pixelated Image Abstraction, T. Gerstner, D.DeCarlo, et al.




QUELQUES REPERES

» sept ponts de Konigsberg étudié (Euler, 1736)

» “Theorie der endlichen und unendlichen Graphen”
(Konig, 1936)

» milieu du vingtieme siecle
N. Biggs, C. Berge, P. Erdés, W.T. Tutte, ...

» 2010 Math. Subject Classification 05C Graph theory
» En 2016, 3812 articles de recherche "05C"
» En 2017, 4032 articles de recherche "05C"
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Is Graph Theory Key to Understanding Big Data?
WIRED Mars 2014

iStock.com/AF-studio
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Graph Theory : Key to Understanding Big Data
WIRED Mai 2014

e —

Facebook CEO Mark Zuckerberg shows off Graph Search.

Photo : Ariel Zambelich/Wired

http ://innovationinsights.wired.com/insights/2014/05 /graph-theory-key-understanding-big-data-2/



graphe orienté

DEFINITION

» V un ensemble (fini ou infini)
» E une partiede V x V (i.e., une relation sur V).
Le graphe G = (V, E) est la donnée du couple (V, E).
Les éléments de V sont les sommets de G (vertex/vertices).

Les éléments de F sont les arcs de G (edges).

Si V est fini, on parlera de graphe fini et #E < (#V)2.

A ordre au sein des couples appartenant a F
couple (2,y) # paire {z, y}

Produit cartésien A x B = {(a,b) | a € A,b € B}



GRAPHE ORIENTE - VOCABULAIRE

Soient V ={v; |i €I} et a=(v,v) i, €1

I'origine v; et la destination v; de I'arc a.
v; et v; sont les extrémités de I'arc a

a relie v; a v;.

Si b = (v;,v;) : b est une boucle.

Deux arcs adjacents ont au moins une extrémité en commun.

Vi :Vj



UN GRAPHE ORIENTE

Soit le graphe G = (V,E) ou V ={a,b,c,d, e} et
E ={(a,b),(a,¢),(b,b),(d,c)(c,c),(c, ),

(¢c,e),(d,a),(e,a), (e, d)}.

a b

Il s'agit d'"UNE représentation du graphe (parmi d'autres)



rphes
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des graphes

Le méme graphe ou




Les graphes « réels » sont « grands »

Réseau Mobistar +2.10% abonnés — arXiv0803.0476, V. Blondel et al.

ar «F = T 9ac



GRAPHE ORIENTE - VOCABULAIRE

Soit a = (v;,v;) € E.

Vip——0
Vi :Vj
a est un arc sortant de v; ou arc incident a v; vers |'extérieur
a est un arc entrant dans v; ou arc incident a v; vers l'intérieur
ensemble des arcs sortant de v; = w™(v;)
ensemble des arcs entrant dans v; = w™ (v;)
ensemble des arcs incidents = w(v) := wt(v) Uw™ (v)

demi-degré sortant (resp. demi-degré entrant) d'un sommet v



S dt(w) = d (v).

veV veV




DEFINITION (SUITE. . . )
degré de v : deg(v) = d™(v) + d~ (v)

ensemble des successeurs de v : succ(v) = {s1,..., Sk}
sommets s; tels que (v, s;) € wt(v), ie., (v,s;) € E.

ensemble des prédécesseurs de v : pred(v) = {s1,..., sk}
sommets s; tels que (s;,v) € w™(v), i.e., (s;,v) € E.

ensemble des voisins de v : v(v) = pred(v) Usucc(v)

Si u appartient a v(v), u et v sont des sommets voisins



EXEMPLE (SUITE. .. )

C
e d

wHe) = {(a,b), (s, e)},  w (d) = {(c, ), (e, D)},
succ(a) = {b, e}, succ(b) ={b,c}, pred(d)={c,e},
v(a) ={b,d, e},

les arcs (e, a) et (d, a) sont adjacents,

dt(c) =3



DEFINITION NAIVE
Un multi-ensemble : {1,1,2,3}, {1,2,3} et {1,2,2,3}
{1171271372172273}

DEFINITION

Un multi-graphe G = (V, E) est un graphe pour lequel I'ensemble
E des arcs est un multi-ensemble.

Un multi-graphe G = (V, E) est fini si V et E sont finis

A V fini n’'implique pas E fini.



POUR LES MULTI-GRAPHES

» « handshaking formula » OK

on adapte
» wt(v), dt(v), succ(v)
» w(v), d”(v), pred(v)

wh(v) et w™(v) sont en général des multi-ensembles.



DEFINITION

Un graphe G = (V, E) est simple
> il ne s'agit pas d'un multi-graphe, pas d'aréte multiple,
> F estirréflexif : Vo € V, (v,v) € E, pas de boucle

a b




EN RESUME

Un graphe (orienté) simple, un graphe et un multi-graphe

<[]



QUELQUES EXEMPLES DE GRAPHES ORIENTES

> le graphe de Twitter

> le graphe des pages web

> les flux de migration entre pays du globe
> un réseau routier avec des sens uniques

» relation d’ordre
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Visualizing my Twitter Network by number of followers.

Michael Atkisson http ://woknowing.wordpress.com/



Google

Advanced seare
Languags tools

Google Search ‘ I'm Feeling Lucky ‘

Advertising Programs  Business Solutions  +Google  About Google  Googlebe

@2013 - Privasy & Terms

Les pages et les liens entre les pages



Migration flows within . e——
and between ten world y
regions, in 100,000’

This circular plot shows all global bilat-
eral migration flows for the five-year
period mid-2005 to mid-2010, clas-
sified into a manageable set of ten

South.gas“‘"
—_

world regions.
30
Key features of the global migration g f‘l
system include the high concentration % \%
of African migration within the con-
tinent (with the exception of Northern
Africa), the dlosed’ migration system of
the former Soviet Union, and the high spatial
focus of Asian emigration to North America
and the Gulf states.
West Asia

http://download.gsb.bund.de/BIB/global_flow/

Quantifying Global International Migration Flows, G. J. Abel, N. Sande, Science 2014 = -

Q>



blogs politiques avant I'élection présidentielle aux USA de 2004.

http ://www-personal.umich.edu/~ladamic/img/politicalblogs.jpg



Fluid Mechanics

Material Engineering

P Circuits.
- Computer Science Tribology Geosciences
Operations Research
Astronomy & Astrophysics
Computer Imaging 100 )
Mathematics S
Physics

Telecommunication
Electromagnetic Engineering

Control Theory

Chemical Engineering
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hemistry | i Chenmistry & Mi
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- 48 Neuroscience

Environmental Heaith.

Medical Imaging
Anthropolog) .
Vo ~ Molecular & Cell Biology

Parasitology

Orthopedics

Dentistry

Medici
Ophthalmology Gitation flow within field
Citation flow from B to A

Otolaryngology
Gastroenterology

Urology Pathology

Dermatology  Rheumatology Citation flow from A to B

Citation flow out of field




LE CAS NON ORIENTE

DEFINITION
Soit G = (V, E) un graphe (resp. un multi-graphe).

Si F est une relation symétrique sur V,
alors G est un graphe (resp. un multi-graphe) non orienté, i.e.,

Yo, v € Vi (v,10) € E= (1g,v1) € E.

On identifie les arcs (v;, vj) et (v, v;)
avec une unique aréte (non orientée) : la paire {v;, v; }.



EN RESUME

Un graphe (non orienté) simple, un graphe et un multi-graphe

<J o< o<






Des co-auteurs scientifiques et le nombre d'Erdés
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Paul Erdés (1913-1996), mathématicien hongrois
Total Publications : 1425, Total Citations : 12847



co-authorship network of 8,500 doctors and scientists publishing on hepatitis C virus between 2008 and 2012
M. Newman, the structure of scientific collaboration networks (2001).

=



SMALL-WORLD PHENOMENOM

“l read somewhere that everybody on this planet is separated only
by six other people. Six degrees of separation. Between us and
everyone else on this planet.”

John Guare



UN PEU DE VOCABULAIRE

Soient G = (V, E) multi-graphe non orienté, o = {v;,v;} € E.
a est incident a v; et v;.
degré de v;, deg(v;) = # arétes incidentes a v;.

les boucles apportent une double contribution au degré.

ensemble des arétes incidentes a v; : w(v;).
Si G est simple, deg(v;) = #(w(v;)).

~> Notations compatibles avec le cas orienté.

Deux arétes sont adjacentes si au moins une extrémité en commun.

Deux sommets v;, v; € V sont adjacents/voisins, si {v;,v;} € E.

ensemble des voisins de v : v(v)



HANDSHAKING FORMULA (BIS)

Si G = (V, E) est un multi-graphe non orienté, alors
Z deg(v) = 2#E.
veV

On comprend mieux la double contribution des boucles pour le
degré d'un sommet. . .



DEFINITION

Soit £ > 1. Un multi-graphe orienté (resp. non orienté)
G = (V,FE) est k-régulier si

Voe V, dt(v) =k (resp. deg(v) = k).

VAVANPZN
VAV




DEFINITION (SUITE. . . )

Un graphe G = (V, E) est complet si E =V x V et il est
sous-entendu que ce graphe est simple et non orienté, i.e.,

E=V xV\{(v,v)|veV}

notation K,

\/

AN




DEFINITION

Un graphe G = (V, E) est biparti
si V partitionnéen Vi et Vo t.q. EC Vi x Vs.

Graphe biparti complet K, ,, :

#Vlzm, #V2:n7 E = V1><V2.



graphes n-partis, n > 2,
V' partitionné en n sous-ensembles Vi,..., V, t.q.

Ec|JVix V.
i#j

Ks3



Le problémes des 3 villas, eau, gaz, électricité,. ..

K33

Démonstration ? nous verrons que K33 n'est pas planaire. ..



Sur un tore (surface de genre 1)




Problémes d’affectation
ouvriers : O1,..., O
postes de travail : T4,..., T}

Chaque ouvrier O; possede certaines qualifications lui permettant
de travailler sur certains postes T 1,..., T} 4,.

Comment répartir les ouvriers pour que chaque poste de travail
Soit occupé par au moins un ouvrier ?

0, 0, Oz 0,



CHEMINS

DEFINITION
Soit G = (V, E) un multi-graphe non orienté.
Un chemin de longueur k > 1 est une suite ordonnée (eq, ..., €k)
de k arétes adjacentes ¢; = {e; 1, €2},
Vi e {1,...,]{:—1}, €2 = €i+11-
Ce chemin joint les sommets e; ;1 et e o,
passe par les arétes eq,..., e, les sommets €11, €12,..., € 1, €2
Un chemin de longueur 0 joint toujours un sommet a lui-méme.

Si e1,1 = ey 2 : cycle, circuit, chemin fermé

A Terminologie variable suivant les auteurs et la langue. ..



CHEMINS

DEFINITIONS (SUITE)

chemin dont les arétes sont toutes distinctes :
piste ou chemin élémentaire

circuit dont les arétes sont toutes distinctes :
piste fermée ou circuit élémentaire

chemin ne passant pas deux fois par un méme sommet
(en particulier, toutes ses arétes sont distinctes) : chemin simple

circuit ne passant pas deux fois par un méme sommet — a
I'exception du 'point de départ’ : circuit simple



PISTE (OU CHEMIN ELEMENTAIRE) — CHEMIN SIMPLE

(61>€2>€3764765766767) (61762763)



PISTE (OU CHEMIN ELEMENTAIRE) — CHEMIN SIMPLE

(81)62)63764765766’67) (61762763)



PISTE (OU CHEMIN ELEMENTAIRE) — CHEMIN SIMPLE

(61)62)63764765766’67) (61762763)



PISTE (OU CHEMIN ELEMENTAIRE) — CHEMIN SIMPLE

(61)62)63764765766’67) (61762763)



PISTE (OU CHEMIN ELEMENTAIRE) — CHEMIN SIMPLE

(61)62)63764765766’67) (61762763)



PISTE (OU CHEMIN ELEMENTAIRE) — CHEMIN SIMPLE

(61’62’63764765766?67) (61762763)



PISTE (OU CHEMIN ELEMENTAIRE) — CHEMIN SIMPLE

(61’62’63764765766?67) (61762763)



PISTE (OU CHEMIN ELEMENTAIRE) — CHEMIN SIMPLE

(61’62’63764765766?67) (61762763)



CIRCUIT, PISTE FERMEE ET CIRCUIT SIMPLE

(61762763764765766764) (61762763764765766)



CIRCUIT, PISTE FERMEE ET CIRCUIT SIMPLE

(€1>€2>€3764765>€6764) (61,62,63,64,65,66)



CIRCUIT, PISTE FERMEE ET CIRCUIT SIMPLE

(61>62>€3764765>€6764) (61,62,63,64,65,66)



CIRCUIT, PISTE FERMEE ET CIRCUIT SIMPLE

(61)62)63764765766764) (61762763764765766)



CIRCUIT, PISTE FERMEE ET CIRCUIT SIMPLE

(61)62)63764765)66’64) (61762763)64)65766)



CIRCUIT, PISTE FERMEE ET CIRCUIT SIMPLE

(61)62)63764785)66’64) (61762763)64)65766)



CIRCUIT, PISTE FERMEE ET CIRCUIT SIMPLE

(61)62)63764765)66’64) (61762763)64)65766)



CIRCUIT, PISTE FERMEE ET CIRCUIT SIMPLE

(61)62)63764765)66’64) (61762763)64)65766)



REMARQUE

Dans le cas d'un graphe (qui n'est pas un multi-graphe),

un chemin de longueur k est aussi univoquement déterminé par
une suite de sommets (v, ..., v;) de maniére telle que {v;, vj+1}
est une aréte du graphe.



CONNEXITE

DEFINITION

Deux sommets a et b sont connectés,
s'il existe un chemin les joignant : a ~ b

Remarque : un sommet est connecté a lui-méme (reflexivité)

composante connexe :
» classe d'équivalence pour ~, ou,

» ensemble maximal (pour C) de sommets 2 a 2 connectés.

Un multi-graphe non orienté est connexe si
» V' /~ contient une seule composante connexe, ou,
>» Va,be V,a~1b

Remarque : on supposera que G = ({v},0)) est connexe



CHEMINS DANS LE CAS ORIENTE

|

DEFINITION

A G = (V, E) multi-graphe orienté.
chemin de Iongueur k > 1 : suite ordonnée

(e1,---,€k)
de k arcs e; = (e;1,€i2) t.q. Vie {1,...,k — 1}, ei2 = e€iy1,1.
Ce chemin joint les sommets e 1 et e 2.
S’il existe un chemin joignant deux sommets a et b : a — b.
a et b sont fortement connectés (a <> b), si a — b et b — a.

Remarque : on impose a <+ a (réflexivité)

un, <17

étre fortement connecté” est une relation d’'équivalence sur V.



FORTE CONNEXITE

DEFINITION

composante fortement connexe (ou f. connexe) de G :
» classe d'équivalence pour <, ou,

» ensemble maximal M de sommets tels que pour a,b € M,
a — b (en particulier, b — a)

G = (V, E) est fortement connexe (ou f. connexe)

» V' /<> contient une seule classe, ou,
» Ya,b € V, a— b (en particulier, b — a)

Remarque : les sommets appartenant a un cycle (élémentaire)
maximal constituent une composante f. connexe.

Un multi-graphe orienté G est f. connexe SSI il existe un cycle
passant par chaque sommet de celui-ci.



SIMPLE CONNEXITE

DEFINITION

Si on supprime |'orientation des arcs de G et
si le multi-graphe non orienté obtenu est connexe,
alors G est simplement connexe (ou s. connexe).

~» composantes simplement connexes (ou s. connexes de G).



CONNEXITE

EXEMPLE, S. CONNEXE ? F. CONNEXE 7




CONNEXITE

EXEMPLE, S. CONNEXE ? F. CONNEXE 7




CONNEXITE DES GRAPHES NON ORIENTES

A Test de connexité : un graphe simple suffit.

Algorithme naif permettant de tester la connexité :

Choisir au hasard un sommet vy € V
Composante:= {v}, New:= {v}
Tant que New# ()
Voisins:= ()
pour tout sommet v appartenant & New
Voisins:= VoisinsUv(v)
New:= Voisins\Composante
Composante:= Composante UNew

Si Composante=V
alors sortie : "oui, G connexe"

sinon sortie : "non, G non connexe"



CONNEXITE DES GRAPHES NON ORIENTES




CONNEXITE DES GRAPHES NON ORIENTES




CONNEXITE DES GRAPHES NON ORIENTES




CONNEXITE DES GRAPHES NON ORIENTES




CONNEXITE DES GRAPHES NON ORIENTES




CONNEXITE DES GRAPHES NON ORIENTES
f
b

représentation du graphe : dictionnaire des voisins / adjacency list

v(v)
{b,c,f}
{a,c}
{a,b,d}
{c,e}
{d.f,g}
{a,e, g}
{e.f}

Q@ %o Q0 o




Vo = C.

CONNEXITE DES GRAPHES NON ORIENTES

Composante New Voisins
{c} {c}
0
v(e) = {a, b, d}
{a,b,d} \ {c}
{c} U{a, b, d} Z{a, b, d}
={a,b,c,d}

{a,b,c,d}yU{e, [}
={a,b,c,d,e, [}

{a,b e d,e, /U {g}
={a,b,c,d,e,f, g}

{a,b,c,d,e,f, 9} U {e,f}
={a,b,c,d e f g}

{a,b,¢,e,f} \ {a,b,c, d}
={e s}

{a,d,e,f, g} \ {a,b,c,d,e, f}
= {9}

{e,f}\{a, b,@c, d,e, f,g}

0
v(a) Uv(b) Uv(d)
={a,b, ¢, e, f}

0
v(e) Uv(f)
={a,d,e,f, g}

0
v(9) = {e,f}




DECOMPOSITION EN COMPOSANTES F. CONNEXES

Rappels :
» ensemble des arcs sortant de v; = w™ (v;)

» ensemble des successeurs de v : succ(v) = {s1,..., 8}
sommets s; tels que (v,s;) € wh(v), i.e., (v,s;) € E.

» ensemble des arcs entrant dans v; = w™(v;)

» ensemble des prédécesseurs de v : pred(v) = {s1,..., s}
sommets s; tels que (s;,v) € w™(v), i.e., (s;,v) € E.

Si W est un ensemble de sommets,

succ(W) = U succ(v)

veW



DECOMPOSITION EN COMPOSANTES F. CONNEXES

CLOTURE REFLEXIVE ET TRANSITIVE DE succ

succ?(v) = v
succ/ 1 (v) = succ(succ? (v))

suce*(v) ::H)succj(v) oll {

#E
Si G est fini, succ*(v) = U succ’ (v).
7=0
S'il existe k < #E tel que succ®(v) = succkT!(v), alors
k .
succ*(v) = U succ’ (v).
j=0

Va,be V, a— b< besucc(a).



DECOMPOSITION EN COMPOSANTES F. CONNEXES

CLOTURE REFLEXIVE ET TRANSITIVE DE pred

Idem avec pred®.
Va,be V, b— a< bepred(a).

a > b < besucc(a) Npred (a).



DECOMPOSITION EN COMPOSANTES F. CONNEXES

L'algorithme précédent (test de connexité) s'adapte pour calculer
succ™(a) (resp. pred*(a)).

» Initialiser les variables Composante et New a {a}

» Remplacer v(v) par succ(v) (resp. pred(v)).

En recherchant |'intersection des deux ensembles,
on détermine alors la composante f. connexe du sommet a.

Remarque : encore une fois, il suffit de regarder des graphes
orientés simples.



DECOMPOSITION EN COMPOSANTES F. CONNEXES

DEFINITION
Soit G = (V, E) un (multi-)graphe orienté.
Graphe acyclique des composantes ou condensé de G :

sommets = les composantes f. connexes de G.
arc entre deux composantes f. connexes A et B,
s'il existe a € A et b € B tels que a — b.




DECOMPOSITION EN COMPOSANTES F. CONNEXES

REMARQUE

S'il existe a € A et b € B tels que a — b,
alors il n'existe aucun o’ € A, b’ € B tels que b’ — d'.

Sinon A U B serait une composante f. connexe de G.
Absurde vu la maximalité des composantes connexes !

Conclusion : le graphe des composantes est sans cycle.



DISTANCE

Soit G = (V, E) un multi-graphe non orienté connexe

(pour avoir une fonction totale, définie pour tout couple de
sommets).

La distance entre a et b € V, d(a,b), est
la longueur d'un plus court chemin joignant a et b.
Le diametre de G est

diam(G) = max d(a,b).

Si G est pondéré par p : E — R™, la distance entre les sommets a
et b est égale au poids minimal des chemins joignant a et b, i.e.,

d(a,b) = min Zp(ei).

chemin (eq,...,et) “
.. =1
joignant a et b



Rappel, en math. une distance vérifie

1.

2
3.
4

d(x,y) 20,
. d(x,y) = 0 si et seulement si x =y,
d(x,y) = d(y,x)
(x,2) < d(x,y) + d(y,z) (inégalité triangulaire)



Que vaut le diametre des graphes suivants?



DEFINITION. . .

distance et diametre s'adaptent aux multi-graphes orientés
fortement connexes.

Cependant, la fonction
d('? )

n'est en général pas symétrique.



DISTANCE

Minimiser le nombre de “hops”

> traceroute www.google.be

traceroute to www.google.be (66.249.85.99), 30 hops max,
40 byte packets

mont3-0014.gw.ulg.ac.be (139.165.159.1)
segi3-0813-mont3.gw.ulg.ac.be (193.190.228.125)
inet3-3031.gw.ulg.ac.be (139.165.192.49)
fe.m20.access.liege.belnet.net (193.191.10.17)
0c48.m160.core.science.belnet.net (193.191.1.185)
0c192.m160.ext.science.belnet.net (193.191.1.2)
216.239.43.88

64.233.175.249

216.239.46.49

10 66.249.85.99
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