MATH2032 — Séance d’exercices 6
Suites linéaires récurrentes et séries génératrices

Exercice 1. Soit la relation de récurrence
Tn4+3 = 3-Tn+2 — Tpy1 + 3T,
et les conditions initiales xg = 1 = x2 = 1. Exprimer la série génératrice associée sous forme
d’une fraction rationnelle. Méme question avec les conditions initiales arbitraires xq, 1, 2.
Exercice 2. Soit la fraction rationnelle
142
1—52+4 622"
Quelle relation de récurrence linéaire encode-t-elle 7 Quelles en sont les conditions initiales ?
Sachant que 1 — 5z + 622 = (1 — 32)(1 — 22), décomposer cette fraction rationnelle en fractions
simples, donner une formule close pour le niéme terme de la suite. (On pourrait aussi refaire
lexercice en exploitant le théoréme de structure des solutions du TP précédent.)
Exercice 3. On sait que la suite (x, )nen = 1,2,5,8,15,28,51,94,173, ... a pour série génératrice
1+ 2+ 222

1—2z—22-23

Donner une relation de récurrence pour

a) la suite (2, )nen
b) la suite des sommes partielles

n
ij =1,3,8,16,31,59,110, 204, . ..
=0 neN
¢) la suite formée des termes d’indice impair 2, 8, 28,94, 318, . ..
Exercice 4. Soit I’équation non homogéne
Tt — 3Tpt1 + Tn = wm?4n—2
Fournir une solution particuliére pour les conditions initiales xg = 1 = 1. Calculs longs, on

esquissera les grandes étapes.

Exercice 5. On dispose de piéces de 1,2, 5 cents (en nombre suffisant). Utiliser la notion de série
génératrice pour compter de combien de fagons on peut arranger de telles piéces pour obtenir n
cents (Pordre des piéces n’est pas important) ?

Solutions

e Fixercice 1 Partir de
s(z) =xo+ w12+ 2022 + 27 Z T3z
n>0
et en utilisant la relation de récurrence, on trouve
1—2z— 22
1—32+22-323

2o + (=30 + 71)2 + (w0 — 371 + 12)2°
1—32z+4+22-323

e Exercice 2
Tnt2 = DTpt1 — 62y, x9=1, 21 =6

14z 4 3

1—-52+622 1-32z 1-—22
1




or

1 - n_n 1 700 n.n
1—3,2:7;03 S 1—22;’;2 i

Tn = 4.3" —3.2".

donc, pour tout n > 0,

e Exercice 3. a) La suite satisfait la relation z,43 = Zpi2 + Tnt1 + Tn.
b) La suite des sommes partielles a pour série génératrice
1 142+ 222 71+z+222
l—21—2—22-23 1-—-2z+2z*

donc satisfait la relation z,4+4 = 22,43 — x,,.

¢) En considérant (s(z) — s(—z))/2, on finit par trouver la fraction (en divisant par z puis en
remplacant z par z'/2)
2(1 4z + 22)
1-3z—22-23
la suite satisfait donc la relation z,3 = 3Tp42 + Tnit1 + Tn-

e Exercice 4. Si P(n) = 2n% +n — 2, on trouve
Pn+3)=3P(n+2)—3P(n+1)+ P(n)
ainsi,
Tnts — 3Tptd + Tnes = P(n+ 3),
—3(Xpta — 3Tpts + Tnyo) = —3P(n+ 2),
3(Znts — 3Tpi2 + Tnt1) = 3P(n+ 1),
—(@ny2 — 3Tpt1 + ) = —P(n).
En sommant, on trouve la relation homogéne
Tnt+s — 6Tp4q + 132043 — 132042 + 6241 — 2, =0
qui a pour polynéme caractéristique
2® — 62* 4+ 1323 — 132% + 62 — 1.

On retrouve en particulier le fait que ce polynoéme se factorise en

2 2
(z* =3z +1) (* —3x° + 3z —1)
—_——— — ——
polynoéme caractéristique récurrence initiale coefficients de la décomposition

Ce polyndéme se factorise encore sous la forme

<z 3+2\/5> <z 3—2\/5> 1)

Ainsi, la solution recherché est de la forme
3+v5) 3-v5)
A( +2f> +B< 2f> +Cn®+ Dn+ E.

Sachant que 2o = x1 = 1, on trouve 3 = 3 = 0 et x4 = 8. On peut maintenant déterminer les
constantes A, ..., E (systéme de 5 équations a 5 inconnues), on trouve

10 — 35 5o 10+ 3v5
5 ’ 5
C=-2, D=3 FE=-3
Autrement dit, une solution particuliére est donnée par

%(10—3\/5) (% (3+\/5))n+%(10+3\/5) (% (3—\/5))”—27124—371—3

A:



e Exercice 5. L’exposant encode la valeur considérée et le coefficient le nombre de fagon d’obtenir
cette valeur. Par exemple, si on ne considére que des piéces de 2, on peut obtenir d’une seule facon
4 cents avec des piéces de 2 cents, 1 2%, et on ne peut pas obtenir 5 cents uniquement avec des
piéces de 2, 0 2%, etc. La série pour les piéces de 1 cent (on peut faire chaque valeur n d’une seule
facon)

1

doat=1+z+2 480+ =
1—=2

n=0
série pour les piéces de 2 cents (on ne peut obtenir que des valeurs paires, chacune d’une seule
fagon)

> 1
22n:1+z2+z4+28+...:—
Z 1— 22

n=0

série pour les piéces de 5 cents (on ne peut obtenir que les multiples de 5, d’une seule fagon)

>0 1
225”:1+z5+210+215+“':—
P 1—2°

1 1 1 1

1—2'1—22"1—25 1—2—22+423— 25426427 — 28

qui donne aussi
1+24222 4223 +32% +42° + 525 + 627 + 725 + 829 + 10210 + 11211 4+ 13212

+14213 4+ 1621 + 1821° + 20216 4 22277 4 24218 4 26219 + 29220 4 ...
Par exemple, on peut obtenir 4 cents de 3 fagons différentes : 1 +1+1+1,14+1+2et 24 2.



