
Répétitions de théorie des graphes

2018�2019

Par 
onvention, tous les graphes de 
es notes sont supposés �nis.

Chapitre 1

Exer
i
e 1. Il existe quatre groupes sanguins :

- AB pour les personnes ayant des antigènes A et B,

- A pour les personnes ayant des antigènes A mais pas d'antigènes B,

- B pour les personnes ayant des antigènes B mais pas d'antigènes A,
- O pour les personnes n'ayant ni d'antigènes A ni d'antigènes B.

Il existe également deux rhésus sanguins :

- positif (+),
- négatif (−).
On admet que les seuls interdits biologiques pour re
evoir du sang sont les suivants :

- re
evoir du sang possédant un antigène dont on est dépourvu,

- re
evoir du sang ayant un rhésus positif si on est rhésus négatif.

(a) Tra
er le graphe orienté dont {AB+, AB−, A+, A−, B+, B−, O+, O−} est l'ensemble des

sommets et dont les ar
s désignent les possibilités de donner du sang sans violer les interdits

biologiques.

(b) Donner le demi-degré sortant d+(v) et le demi-degré entrant d−(v) de 
haque n÷ud v.
(
) Donner l'ensemble des su

esseurs succ(v) et l'ensemble des prédé
esseurs pred(v) de


haque n÷ud v.

Exer
i
e 2. Un fermier se promène ave
 trois êtres vivants : un loup, une 
hèvre et une salade.

Il doit traverser une rivière mais il ne peut le faire qu'ave
 au plus un seul des trois à la fois. De

plus, le fermier ne peut quitter une rive en y laissant la 
hèvre, sauf si 
elle-
i y reste seule (sinon,

en l'absen
e du fermier, la 
hèvre mangerait la salade ou serait mangée par le loup). A l'aide d'un

graphe non orienté et simple, expliquer 
omment le fermier peut s'y prendre pour se retrouver sur

l'autre rive en le moins de traversées possible.

Exer
i
e 3. Lors d'une ré
eption dans laquelle il y a au moins deux personnes, toutes les person-

nes qui se 
onnaissent se sont serrées la main. Montrer qu'il existe deux personnes qui ont serré

la main au même nombre de personnes.

Exer
i
e 4. A une ré
eption, n 
ouples sont invités (n ≥ 1). Certains invités se serrent la main,

mais personne ne sert la main à son 
onjoint. L'un des invités, nommé I, demande à 
haque

autre personne 
ombien de poignées de main elle a données. Il obtient 2n− 1 réponses di�érentes.

Combien la femme de monsieur I a-t-elle donné de poignées de main ? Combien monsieur I a-t-il

donné de poignées de main ?

Exer
i
e 5.

(a) Construire le graphe biparti 
omplet K2,3 et 
ompter son nombre d'arêtes.

(b) Combien le graphe biparti 
omplet Km,n possède-t-il d'arêtes ? (m,n ≥ 1)
(
) Construire le graphe triparti 
omplet K2,3,2 et 
ompter son nombre d'arêtes.

(d) Combien le graphe triparti 
omplet Kl,m,n, possède-t-il d'arêtes ? (l,m, n ≥ 1)

Exer
i
e 6. Prouver que les graphes non orientés suivants n'existent pas.

(a) Un graphe simple qui est 3-régulier (
'est-à-dire dont 
haque n÷ud est de degré 3) et qui
possède exa
tement 7 n÷uds. (Juin 2007, question 0a)

(b) Un graphe ayant un nombre impair de n÷uds, tous de degré impair. (Juin 2006, question

1a)
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(
) Un graphe simple ayant 8 n÷uds et 29 arêtes. (Juin 2006, question 1b)

Exer
i
e 7. Pour 
ha
un des graphes simples non orientés suivants, donner un exemple d'existen
e

ou prouver l'inexisten
e.

(a) Un graphe biparti 3-régulier de 8 n÷uds.

(b) Un graphe biparti 4-régulier de 11 n÷uds.

Exer
i
e 8.

(a) Existe-t-il un groupe de 11 personnes tel que 
haque membre du groupe 
onnaisse exa
te-

ment 3 autres personnes de 
e groupe ?

(b) Même question mais ave
 un groupe de 8 personnes (et 
haque membre du groupe 
onnaît

exa
tement 3 autres membres du groupe).

Pour les deux points pré
édents, en 
as de réponse a�rmative, représenter un graphe

illustrant la situation. Le graphe obtenu est-il toujours 
onnexe ? (Août 2015, question

1)

Exer
i
e 9. Soit G un graphe simple non orienté possédant m arêtes e1, . . . , em. On dé�nit le

graphe ligne L(G) 
omme le graphe ayant m sommets v1, . . . , vm et l'arête {vi, vj} appartient à

L(G) si et seulement si les arêtes ei et ej de G sont adja
entes (i.e., ont une extrémité 
ommune).

(a) Représenter le graphe ligne du graphe 
omplet K4, du graphe biparti 
omplet K2,3 et d'un


y
le à 6 sommets.

(b) Donner une expression pour le nombre d'arêtes de L(G) en fon
tion des degrés des sommets

de G.
(
) Montrer que si G est un graphe simple k-régulier (i.e., 
haque sommet est de degré k),

alors L(G) est (2k − 2)-régulier.
(Août 2015, question 3)

Exer
i
e 10. Un tournoi est un graphe simple et orienté G = (V,E) tel que pour toute paire

{u, v} de sommets distin
ts, exa
tement l'un des deux ar
s (u, v) ou (v, u) appartient à E. Un

tournoi est transitif si, pour tous sommets u, v, w, si (u, v) ∈ E et (v, w) ∈ E, alors (u,w) ∈ E.

Un roi d'un tournoi est sommet r à partir duquel on peut atteindre tout autre sommet de V par

un 
hemin de longueur au plus 2.

(a) Donner un exemple de tournoi transitif et un exemple de tournoi non transitif, tous deux

ave
 4 sommets. Dans 
haque 
as, exhiber un roi du tournoi.

(b) Soit v un sommet d'un tournoi G = (V,E). Comparer d+(v) + d−(v) et #V .

(
) Démontrer qu'un tournoi est transitif si et seulement s'il est sans 
y
le.

(d) Démontrer qu'un tournoi possède au moins un roi (indi
e : 
onsidérer un sommet r de

demi-degré sortant maximum et les ensembles su

(r) et pred(r)).

(Janvier 2016, question 1)

Exer
i
e 11. Soit G un graphe simple ayant n sommets et n− 1 arêtes qui n'est pas un arbre.

(On suppose qu'un sommet isolé est un arbre "trivial".)

(a) Prouver que G n'est pas 
onnexe

(b) Prouver que G possède une 
omposante qui est un arbre.

(
) Prouver que G possède une 
omposante qui n'est pas un arbre.

(d) Prouver que si G possède exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, alors 
elle qui n'est pas

un arbre possède exa
tement un 
y
le.

(Janvier 2017, question 1)

Exer
i
e 12. Un mat
hing parfait d'un graphe simple (non-orienté) G = (V,E) est un sous-

ensemble M ⊆ E tel que tout sommet de V est l'extrémité d'exa
tement une arête de M .

(a) Montrer que Kn possède un mat
hing parfait si et seulement si n est pair.

(b) Combien de mat
hings parfaits distin
ts peut-on trouver dans le graphe biparti 
omplet

K3,3 ?
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(
) Prouver qu'un arbre A a un mat
hing parfait si et seulement si, pour 
haque sommet v
de A, le graphe A− v possède une seule 
omposante 
onnexe ayant un nombre impair de

sommets.

(d) On 
onsidère un jeu entre deux joueurs A et B. On donne un graphe simple 
onnexe

G. Le joueur A débute la partie en 
hoisissant un sommet. Les deux joueurs jouent

alternativement en 
hoisissant un sommet non 
hoisi pré
édemment ave
 la 
ontrainte de


hoisir un sommet voisin du dernier sommet séle
tionné par l'autre joueur (autrement dit,

A et B 
onstruisent ensemble un 
hemin). Le premier joueur in
apable de jouer (il n'y a

plus de sommet valide disponible) perd la partie. Montrer que si G a un mat
hing parfait,

alors B dispose d'une stratégie gagnante (quels que soient les sommets 
hoisis par A, B

pourra toujours gagner).

(Août 2017, question 1)

Exer
i
e 13. Soit G = (V,E) un graphe non orienté et non 
onnexe. Montrer que son 
omplé-

mentaire, le graphe G = (V, (V × V )\E) est 
onnexe. Que peut-on dire de diam(G) ?

Exer
i
e 14. Soit k un nombre entier stri
tement positif. Soit G un graphe simple, non orienté,


onnexe, �ni et d'au moins deux n÷uds. On suppose que dans 
haque triplet de n÷uds de G, on
peut toujours 
hoisir deux n÷uds dont la distan
e est inférieure ou égale à k. Prouver qu'il est

possible de 
olorier les n÷uds de G ave
 deux 
ouleurs, rouge et bleu, de manière à 
e que les deux


onditions suivantes soient satisfaites simultanément :

- la distan
e entre deux n÷uds rouges est toujours inférieure ou égale à 2k,
- la distan
e entre deux n÷uds bleus est toujours inférieure ou égale à 2k.

Exer
i
e 15. On 
onsidère un graphe simple non orienté de 7 n÷uds, tous de degré supérieur ou

égal à 3.

(a) Prouver que 
e graphe est 
onnexe.

(b) Prouver que 
e graphe n'a pas ses sept n÷uds de degré exa
tement 3.

Exer
i
e 16. Par dé�nition, le rayon rad(G) d'un graphe G = (V,E) non orienté 
onnexe non

vide est

rad(G) = min
a∈V

max
b∈V

d(a, b).

(a) Montrer que tout graphe non orienté 
onnexe non vide G véri�e les inégalités suivantes :

rad(G) ≤ diam(G) ≤ 2rad(G).

(b) Pour quelles valeurs de n ≥ 1 existe-t-il un graphe non orienté 
onnexe qui possède n
n÷uds et dont le diamètre vaut exa
tement le rayon ?

(
) Pour quelles valeurs de n ≥ 1 existe-t-il un graphe non orienté 
onnexe qui possède n
n÷uds et dont le diamètre vaut le double du rayon ?

Exer
i
e 17. Soit G = (V,E) un graphe non orienté 
onnexe non vide. Soit k = maxx∈V deg(x).
Prouver l'impli
ation

k ≥ 3 ⇒ #V <
k(k − 1)rad(G)

k − 2
.

Exer
i
e 18. Soit G = (V,E) un graphe simple non orienté non vide. Soit k = minx∈V deg(x).

(a) Prouver que G possède un 
hemin simple de longueur k.
(b) Prouver que G possède un 
ir
uit simple de longueur au moins k+1 si k vaut au moins 2.

Exer
i
e 19. Soit G un graphe non orienté 
onnexe qui possède au moins un 
ir
uit simple de

longueur non nulle. On désigne par f(G) la longueur du plus petit 
ir
uit simple de longueur non

nulle de G.
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(a) Prouver que f(G) ≤ 2 diam(G) + 1.
(b) Trouver un exemple réalisant l'égalité f(G) = 2 diam(G) + 1.

Exer
i
e 20. Un groupe d'amis organise une randonnée dans les Alpes. On a représenté par le

graphe 
i-dessous les sommets B, C, D, F, T, N par lesquels ils peuvent 
hoisir de passer. Une arête

entre deux sommets 
oïn
ide ave
 l'existen
e d'un 
hemin entre les deux sommets. Les distan
es

en kilomètres entre 
haque sommet sont indiquées sur le graphe. S'ils se trouvent au sommet B

et souhaitent se rendre au sommet N, pouvez-vous leur indiquer un 
hemin dans le graphe qui

minimise la distan
e du trajet?

D

C T N

B F

2

5 3
12

12

4

3

15

8
23

7

Exer
i
e 21. Une agen
e de voyages organise di�érentes ex
ursions dans une région du monde

et propose la visite de sites in
ontournables, nommés A, B, C, D, E et F. Ces ex
ursions sont

résumées sur le graphe 
i-dessous dont les sommets désignent les sites, les arêtes représentent les

routes pouvant être empruntées pour relier deux sites et le poids des arêtes désigne le temps de

transport en heures entre 
haque site. Un touriste désire aller du site A au site F en limitant au

maximum les temps de transport.

(a) En utilisant un algorithme, déterminer la plus 
ourte 
haîne reliant le sommet A au sommet

F.

(b) En déduire le temps de transport minimal pour aller du site A au site F.

B C

A F

D E

7

15

12

16

45

2

14

3

Exer
i
e 22. Appliquer l'algorithme de Dijkstra permettant d'obtenir un 
hemin de poids min-

imal du sommet 1 vers les autres sommets du graphe. On 
onsidérera les itérations su

essives

de l'algorithme en fournissant les valeurs des variables T (v) et C(v) pour 
haque sommet v 6= 1
(poids a
tuel et 
hemin réalisé pour le sommet v).
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1

2 3

4

5
6

7

8

9

2

1

1

4

1

3

5

6

2
1

1

3

2
21

(Août 2016, question 1)

Exer
i
e 23. Appliquer l'algorithme de Dijkstra (en rappelant la signi�
ation des variables util-

isées) au graphe 
i-dessous pour obtenir des 
hemins de poids minimal du sommet 0 vers les autres
sommets.

(Août 2017, question 3)

Exer
i
e 24. On 
onsidère les quinze dominos {i, j} où i et j sont des entiers véri�ant 0 < i <
j < 7. Est-il possible de juxtaposer 
es dominos sur une ligne en respe
tant la règle prin
ipale de

tout bon jeu de dominos qui se respe
te ? Si oui, dessiner un exemple. Si non, expliquer pourquoi.

Exer
i
e 25.

(a) Parmi les trois graphes non orientés suivants, lesquels sont eulériens ?

(a) Parmi 
eux qui ne le sont pas, lesquels possèdent néanmoins un 
hemin eulérien ? Déter-

miner le nombre de 
hemins eulériens de 
ha
un d'entre eux.
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1 2 3 19 20

4 5 6 23

7 8 9 21 22

10 11 12 25 26

13 14 15 24

16 17 18 27 28

Exer
i
e 26. Prouver qu'il n'existe pas de 1-graphe G = (V,E) non orienté, non-
onnexe, de

2006 n÷uds, qui est eulérien et dont le 
omplémentaire G = (V, (V ×V )\E) est également eulérien.

(Juin 2006, question 1
)

Exer
i
e 27. On 
onsidère un 1-graphe G = (V,E) non orienté non 
onnexe possédant n n÷uds,

n étant un entier au moins égal à 3. On suppose que 
haque 
omposante 
onnexe de G est un

graphe eulérien. Pour quelles valeurs de n le graphe G = (V, (V × V )\E) est-il eulérien ?

Exer
i
e 28. Trouver toutes les valeurs entières de a, b, c telles que 0 < a ≤ b ≤ c et que le graphe
triparti 
omplet Ka,b,c possède un 
hemin eulérien mais pas de 
ir
uit eulérien.

Exer
i
e 29. Trouver les 
omposantes simplement 
onnexes et fortement 
onnexes du graphe

orienté suivant.

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16
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Exer
i
e 30. Prouver qu'il n'existe pas de graphe G non orienté 
onnexe possédant une et une

seule arête de 
oupure e et tel qu'une 
omposante 
onnexe du sous-graphe G − {e} possède au

moins une arête de 
oupure. (Juin 2006, question 1d)

Exer
i
e 31. On 
onsidère un graphe non orienté 
onnexe G = (V,E), deux n÷uds a et b, et
une partie S de V \{a, b} séparant a et b. Montrer qu'au
un sous-ensemble propre de S ne sépare

a et b si et seulement si tout point de S possède un voisin dans la 
omposante 
onnexe de G− S
à laquelle a appartient et un voisin dans la 
omposante 
onnexe de G− S à laquelle b appartient.

Exer
i
e 32. On 
onsidère un graphe non orienté 
onnexe G = (V,E), deux n÷uds a et b, et une
partie S de V \{a, b} séparant a et b. On note Ca la 
omposante 
onnexe de a dans G−S et Cb la


omposante 
onnexe de b dans G− S. On 
onsidère une autre partie S′
de V \{a, b} séparant a et

b. On note C′
a et C′

b les 
omposantes 
onnexes respe
tivement de a et de b dans G− S′
. Montrer

que les ensembles X et Y dé�nis par

X = (S ∩ C′
a) ∪ (S ∩ S′) ∪ (S′ ∩Ca)

Y = (S ∩ C′
b) ∪ (S ∩ S′) ∪ (S′ ∩ Cb)

séparent a et b.

Exer
i
e 33. Construire un graphe simple, non orienté et 3-régulier possédant une arête de


oupure. Déterminer le nombre minimum de sommets qu'un tel graphe possède (justi�er votre

réponse).

(Janvier 2015, question 1)

Dé�nition. Deux graphes non orientés G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2) sont isomorphes s'il existe

(au moins) une bije
tion f : V1 → V2 telle que {x, y} ∈ E1 ⇔ {f(x), f(y)} ∈ E2.

Exer
i
e 34. Montrer que sur tout ensemble de graphes, la relation binaireG1 est isomorphe à G2

est une relation d'équivalen
e.

Exer
i
e 35. Regrouper par 
lasse d'isomorphie les huit graphes non orientés suivants.

1 2 7 8

6 3 12 9

5 4 11 10

13 14 19 20

18 15 24 21

17 16 23 22
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25 26 29 30 33 34

28 27 32 31 38 35

39 40 41 42 37 36

Exer
i
e 36. Trouver tous les graphes simples non orientés eulériens de 5 n÷uds, à isomorphisme

près.

Exer
i
e 37. Déterminer, à isomorphisme près, tous les graphes non orientés :

(a) ayant 4 n÷uds, tous de degré 1,

(b) ayant 5 n÷uds, tous de degré 2,

(
) 
omplets et dont le nombre d'arêtes est un multiple du nombre de n÷uds,

(d) bipartis 
omplets ayant exa
tement 12 arêtes.

Exer
i
e 38.

(a) Combien le graphe non orienté 
i-dessous possède-t-il de sous-graphes 
onnexes non ori-

entés ?

(b) Combien le graphe non orienté 
i-dessous possède-t-il de sous-graphes 
onnexes non ori-

entés, à isomorphisme près ?

3

1 2 4 5

6

Exer
i
e 39.

(a) Trouver tous les arbres ayant exa
tement 6 n÷uds, à isomorphisme près.

(b) Trouver tous les arbres ayant exa
tement 7 n÷uds, à isomorphisme près.

(
) Trouver tous les arbres ayant exa
tement 8 n÷uds, à isomorphisme près.

Exer
i
e 40. Soit n un entier supérieur ou égal à 4.

(a) Trouver 
ombien d'arbres de n n÷uds sont de diamètre égal à 2, à isomorphisme près.

(b) Trouver 
ombien d'arbres de n n÷uds sont de diamètre égal à 3, à isomorphisme près.

Exer
i
e 41. Soient k et n des entiers stri
tement positifs. Trouver le nombre d'arêtes et la

somme des degrés des n÷uds d'une forêt de k arbres et n n÷uds.

Exer
i
e 42. Trouver tous les arbres dont le 
omplémentaire n'est pas 
onnexe.
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Exer
i
e 43. Trouver le nombre de sous-arbres 
ouvrants du graphe non orienté 
i-dessous.

1 2 3 4

12 13 5

11 6

10 9 8 7

Exer
i
e 44. Soit G = (V,E) un arbre de diamètre k ≥ 1.

(a) Prouver qu'il existe deux n÷uds u et v tels que deg(u) = deg(v) = 1 et que d(u, v) = k.
(b) Prouver que rad(G) =

⌈
k
2

⌉
.(Interro 22/03/2007)

Exer
i
e 45. On 
onsidère un arbre �ni non orienté G et deux de ses sous-arbres A et B ayant

au moins un sommet 
ommun. Le sous-graphe (A ∩ B) de G, 
onstitué des n÷uds 
ommuns et

des arêtes 
ommunes de A et de B, est-il né
essairement un arbre? (Août 2009, question 2)

Exer
i
e 46. Soient d un nombre entier stri
tement positif et G l'ensemble des graphes (�nis) non

orientés 
onnexes de diamètre d (on travaille à isomorphisme près). Déterminer la valeur suivante

max
G∈G

min{diam(T) : T est un arbre de re
ouvrement de G}.

Exer
i
e 47. Construire deux arbres non isomorphes ayant 
ha
un 12 sommets dont 3 exa
tement

sont de degré 3 et un unique sommet de degré 2.
(Août 2016, question 3)

Exer
i
e 48. Sa
hant que h : {1, 2, 3, 4, 5} → {1, 2, 3, 4, 5} est un automorphisme sur le graphe

orienté dessiné 
i-dessous, dé
rire expli
itement h. Il est né
essaire de dé
rire toutes les solutions
possibles.

1 2

3

4 5
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Exer
i
e 49. Trouver le nombre d'automorphismes de 
ha
un des trois graphes suivants.

1 2 3 7 8

4 5 6 9 10

15 16 17 11 12

18 19 20 13 14

21 22 23 24

25 26 27 28

29 30 31 32

Exer
i
e 50. Soient m et n deux entiers stri
tement supérieurs à 2. On nomme G et H deux

graphes non orientés en forme de polygone de respe
tivement m et n 
�tés. Pour quelles valeurs

de m et de n existe-t-il un homomorphisme du graphe G sur le graphe H ?

Exer
i
e 51. Dessiner trois graphes simples non orientés deux à deux non isomorphes qui possè-

dent 
ha
un exa
tement 20 automorphismes. (Juin 2008, question 1)

Exer
i
e 52. Dé
rire un graphe �ni simple orienté ayant exa
tement 2009 automorphismes.

(a) Ave
 le nombre d'ar
s que vous voulez.

(b) Ave
 au plus 90 ar
s.

(
) Ave
 au plus 62 ar
s.

Exer
i
e 53. Pour quelles valeurs du nombre entier naturel n existe-t-il un graphe simple orienté

ayant exa
tement n automorphismes ? Même question dans le 
as de graphes non orientés.

Exer
i
e 54. Trouver la fermeture du graphe non orienté suivant.

1 2 3

4 5 6

Exer
i
e 55. Quel est le nombre maximum d'arêtes que peut posséder un graphe simple non

orienté non 
omplet mais égal à sa fermeture ? La réponse sera donnée en fon
tion du nombre de

n÷uds du graphe.
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Exer
i
e 56. Pour 
ha
un des graphes simples non orientés suivants, donner un exemple d'existen
e

ou prouver l'inexisten
e.

(a) Un graphe eulérien et non hamiltonien.

(b) Un graphe hamiltonien d'au moins 3 n÷uds et ave
 une arête de 
oupure.

Exer
i
e 57. Démontrer que le graphe biparti 
omplet Km,n est hamiltonien si et seulement si

m = n.
(Août 2016, question 2)

Exer
i
e 58. Trente et un étudiants désirent se réunir une fois par jour autour d'une table ronde.

Au
un d'entre eux n'a

epte d'avoir le même voisin plus d'une fois. Combien de jours au maxi-

mum peuvent-ils se réunir ? (Juin 2008, question 2)

Exer
i
e 59. On 
onsidère le graphe qui est simple, orienté, qui a exa
tement 12 n÷uds notés

v0, v1, v2, . . . , v11 et qui est tel qu'il existe un ar
 partant du n÷ud vi et arrivant au n÷ud vj si et
seulement si j ≡ i+ 3 (mod 12) ou j ≡ i+ 4 (mod 12).

(a) Prouver que 
e graphe est fortement 
onnexe.

(b) Ce graphe est-il eulérien?

(
) Quel est le n÷ud à partir duquel il est né
essaire d'emprunter le plus d'ar
s pour atteindre

le n÷ud v0 ?

(d) Prouver que 
e graphe n'est pas hamiltonien.

(Juin 2007, question 1)

Exer
i
e 60. On 
onsidère un graphe simple, orienté, de 30 n÷uds notés v0, v1, v2, . . . , v29 et tel

qu'il existe un ar
 partant du n÷ud vi et arrivant au n÷ud vj si et seulement si il existe k ∈ {6, 15}
tel que j ≡ i+k (mod 30). On note G 
e graphe et H sa 
omposante fortement 
onnexe à laquelle

le n÷ud v0 appartient.

(a) Montrer que le graphe G possède trois 
omposantes fortement 
onnexes.

(b) Le graphe H est-il eulérien ?

(
) Le graphe H est-il hamiltonien ?

(d) Cal
uler la valeur du diamètre du graphe H .

(e) Combien le graphe H possède-t-il d'automorphismes ?

(Août 2008, question 1)

Exer
i
e 61. Soit n un entier supérieur ou égal à 3. Quel est, en fon
tion de n, le nombre maxi-

mum d'arêtes que peut avoir un graphe simple non orienté non hamiltonien de n n÷uds ? Justi�er.

Exer
i
e 62. Soit G = (V,E) un graphe simple non orienté 
onnexe tel que #V ≥ 3. Notons G
le graphe 
omplémentaire de G. Prouver que si G n'a pas de sous-graphe triangulaire, alors G a

un 
hemin hamiltonien.

Exer
i
e 63. Lesquels des quatre graphes suivants sont hamiltoniens ?
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(a)

1 2

3 4

5 6

7 8

(b)

9 10

11 13

12 14

15 16

(
) Il s'agit du graphe non orienté dont l'ensemble des n÷uds est {0, 1, 2}3 et pour lequel le

n÷ud x = (x1, x2, x3) et le n÷ud y = (y1, y2, y3) sont reliés par une arête si et seulement si deux

des trois nombres |x1 − y1|,|x2 − y2| et |x3 − y3| sont nuls et que le troisième vaut 1.

(d) Il s'agit du graphe de Petersen.

836 1

2

7

10

5

9

4
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Chapitre 2

Exer
i
e 64. En respe
tant la numérotation des sommets, é
rire la matri
e d'adja
en
e des deux

multi-graphes suivants, le premier étant non orienté, et le se
ond étant orienté.

1 6

2 3 7 8

4 5 9 10

1 2

3

4

Exer
i
e 65. Prouver qu'il n'existe pas de graphe simple non orienté dont la matri
e d'adja
en
e

(pour une numérotation quel
onque des n÷uds) possède une ligne qui n'est la transposée d'au
une

de ses 
olonnes. (Juin 2007, question 0b)

Exer
i
e 66.

(a) E
rire la matri
e d'adja
en
e d'un graphe non orienté en forme de 
arré (pour une numéro-

tation quel
onque de ses n÷uds) et trouver son polyn�me 
ara
téristique.

(b) E
rire la matri
e d'adja
en
e du graphe Kn (pour une numérotation quel
onque de ses

n÷uds) et trouver son polyn�me 
ara
téristique.

Exer
i
e 67. Trouver le plus dire
tement possible le polyn�me 
ara
téristique du graphe non

orienté suivant.

1 2 4 7 8 9

3 5 6

Exer
i
e 68. A isomorphisme près, trouver tous les graphes simples non orientés ayant un

polyn�me 
ara
téristique de la forme λ4 + aλ2 − 4λ+ b où a et b sont des nombres entiers.

Exer
i
e 69. Prouver qu'il n'existe pas de graphe simple non orienté 
onnexe ayant un polyn�me


ara
téristique de la forme λ6 − 6λ4 − 4λ3 + aλ2 + bλ+ c où a, b et c sont des nombres entiers.

Exer
i
e 70. On 
onsidère un graphe simple non orienté non 
omplet ayant un polyn�me 
ara
-

téristique de la forme −λ7 + xλ5 + aλ4 + bλ3 + cλ2 + dλ+ e où a, b, c, d, e et x sont des nombres

entiers. Quelles valeurs extrêmes x peut-il atteindre ?

Exer
i
e 71. On 
onsidère le grapheK3. On note A et B deux de ses n÷uds (distin
ts). Trouver,

au moyen de la matri
e d'adja
en
e du graphe, le nombre de 
hemins de longueur n partant du

n÷ud A et arrivant au n÷ud B.
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Exer
i
e 72. Trouver, au moyen de sa matri
e d'adja
en
e, le nombre de 
hemins fermés de

longueur k du graphe 
omplet Kn.

Exer
i
e 73. On 
onsidère le graphe biparti 
omplet K3,3.

(a) Prouver que 0 est une valeur propre de multipli
ité 4 de 
e graphe.

(b) Prouver que 3 est la plus grande valeur propre de 
e graphe.

(
) Prouver que −3 est une valeur propre de 
e graphe.

(d) Prouver que si les valeurs propres de 
e graphe sont λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ6, alors le nombre

de 
hemins fermés de longueur n (n ≥ 1) partant d'un sommet donné de 
e graphe est

(λn
1 + λn

2 + λn
3 + λn

4 + λn
5 + λn

6 )/6.
(e) Déterminer exa
tement le nombre de 
hemins ouverts de longueur 8 partant d'un sommet

donné de 
e graphe.

Suggestion : De simples arguments théoriques peuvent su�re et éviter des 
al
uls aux points a,b,
.

Rappel : Un 
hemin (v0, v1, . . . , vn) de longeur n (n ≥ 1) est fermé si v0 = vn et ouvert si v0 6= vn.
(Juin 2006, question 2)

Exer
i
e 74.

(a) Trouver le nombre de 
hemins de longueur 8 du graphe simple non orienté triparti 
omplet

K2,2,2.

(b) Trouver le nombre de 
hemins fermés de longueur n (n ≥ 1) du graphe simple non orienté

triparti 
omplet K2,2,2.

Exer
i
e 75. On 
onsidère le graphe non orienté biparti 
ompletKa,b où a et b sont deux nombres

entiers stri
tement positifs.

(a) Combien existe-t-il d'automorphisme(s) sur 
e graphe ?

(b) Si on note λ1, λ2, . . . , λa+b les valeurs propres de 
e graphe, prouver qu'il possède exa
te-

ment λn
1 + λn

2 + · · ·+ λn
a+b 
hemins fermés de longueur n (n ≥ 1).

(
) Prouver que 0 est une valeur propre de 
e graphe si a+b > 2, et déterminer sa multipli
ité.

(d) Déterminer le nombre de 
hemins fermés de longueur 1 et le nombre de 
hemins fermés

de longueur 2 de 
e graphe, puis les dernières valeurs propres de 
e graphe.

Exer
i
e 76. Soit n un entier stri
tement positif. On 
onsidère le graphe simple non orienté

triparti 
omplet Kn,n,n. On note A la matri
e d'adja
en
e de 
e graphe (pour une numérotation

quel
onque de ses sommets).

(a) Que vaut la somme des multipli
ités algébriques des valeurs propres non nulles de la

matri
e A ?

(b) Cal
uler la somme des (3n) valeurs propres de la matri
e A.
(
) Cal
uler la somme des 
arrés des (3n) valeurs propres de la matri
e A.
(d) Cal
uler la somme des 
ubes des (3n) valeurs propres de la matri
e A.
(e) Déterminer toutes les valeurs propres de la matri
e A.

L'ordre des réponses aux points (a), (b), (
), (d), (e) est libre. Obtenir la réponse du point (e)

rend les autres points très fa
iles à traiter, mais il est probablement globalement plus simple de dé-

duire la réponse du point (e) à partir des réponses des quatre autres points. (août 2008, question 2)

Exer
i
e 77. Soit n un paramètre entier stri
tement positif, en fon
tion duquel les réponses

doivent être dis
utées. Soit C2n un ensemble de n arêtes, deux à deux sans sommet 
ommun,

du graphe non orienté 
omplet K2n. Soit Gn le graphe dé�ni, à isomorphisme près, par Gn =
K2n − C2n.

(a) Combien le grapheGn possède-t-il d'automorphismes ? Combien de 
omposantes 
onnexes

le graphe Gn possède-t-il? Est-il eulérien? Est-il hamiltonien?

(b) Trouver les valeurs propres du graphe Gn ave
 leur multipli
ité.
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Exer
i
e 78. Soit n un paramètre entier stri
tement positif, en fon
tion duquel les réponses

doivent être dis
utées. Soit C3n l'ensemble des arêtes de n sous-graphes triangulaires disjoints du

graphe non orienté 
omplet K3n. Soit Gn le graphe dé�ni par Gn = K3n − C3n.

(A) Trouver toutes les valeurs propres du graphe Gn ave
 leur multipli
ité.

(Ba) Combien le graphe Gn possède-t-il d'automorphismes ?

(Bb) Le graphe Gn est-il hamiltonien?

(Mai 2009, questions 1A, 1Ba, 1Bb)

Exer
i
e 79. Soit n un paramètre entier stri
tement positif, en fon
tion duquel les réponses

doivent être dis
utées. Soit C4n l'ensemble des arêtes de n sous-graphes, isomorphes au graphe


omplet K4 et deux à deux disjoints, du graphe non orienté 
omplet K4n. Soit Gn le graphe dé�ni

par Gn = K4n − C4n. Pour n > 1, le graphe Gn est don
 isomorphe au graphe n-parti 
omplet

K4, . . . , 4
︸ ︷︷ ︸
n indi
es

.

(a) Combien le graphe Gn possède-t-il d'arêtes ?

(b) Le graphe Gn est-il hamiltonien?

(
) Trouver toutes les valeurs propres du graphe Gn ave
 leur multipli
ité.

(Août 2009, questions 1a, 1b, 1e)

Exer
i
e 80. Soient k et n deux entiers stri
tement positifs. On 
onsidère un graphe simple non

orienté k-régulier de n noeuds pour lequel il existe toujours un et un seul 
hemin de longueur

inférieure ou égale à 2 entre deux noeuds distin
ts. On note A la matri
e d'adja
en
e de 
e graphe

(pour une numérotation quel
onque de ses sommets).

(a) Donner la plus grande valeur propre de la matri
e A et un des ve
teurs propres relatifs à


ette valeur propre.

(b) Prouver que tous les éléments de la matri
e A2 +A+ (1− k)I sont des 1.
(
) Prouver qu'un graphe véri�ant les 
onditions de l'énon
é ne peut exister que si n = k2+1.
(d) Dessiner un graphe véri�ant les 
onditions de l'énon
é pour (k, n) = (3, 10).

(Juin 2007, question 2)

Exer
i
e 81. Soient k et n deux entiers stri
tement positifs. On 
onsidère un graphe simple

non orienté k-régulier de n noeuds pour lequel il existe toujours un et un seul 
hemin simple de

longueur inférieure ou égale à 3 entre deux noeuds distin
ts. On note A la matri
e d'adja
en
e de


e graphe (pour une numérotation quel
onque de ses sommets).

(a) Dessiner un graphe véri�ant les 
onditions de l'énon
é pour (k, n) = (2, 7).
(b) Quelle est, en fon
tion de k, la plus grande valeur propre de la matri
e A ?

(
) Prouver que 
haque ligne de la matri
e A3 + A2 + A + (1 − k)I possède exa
tement k

omposantes égales à 2k et (n− k) 
omposantes égales à 1.

(d) Prouver qu'un graphe véri�ant les 
onditions de l'énon
é ne peut exister que si n =
k3 − k2 + k + 1.

(e) Dans un graphe véri�ant les 
onditions de l'énon
é pour k = 10, quelle est, en moyenne,

la distan
e entre les deux extrémités d'un 
hemin de longueur 4 ?

(a,b,
,d (mais pas e) : Juin 2008, question 3)

Exer
i
e 82. On 
onsidère le graphe de Petersen et sa matri
e d'adja
en
e A (pour une numéro-

tation quel
onque des sommets de 
e graphe).

(a) Donner la plus grande valeur propre de la matri
e A, ainsi qu'un de ses ve
teurs propres.

(b) Démontrer que toutes les 
oordonnées de la matri
e A2 +A− 2I sont égales à 1.

(
) Diagonaliser la matri
e A2 +A− 2I et en déduire que 
haque valeur propre de la matri
e

A appartient à l'ensemble {−2, 1, 3}.
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(d) Déterminer la multipli
ité de 
haque valeur propre de la matri
e A.
(e) Déterminer le nombre de 
hemins fermés de longueur 100 du graphe de Petersen.

Exer
i
e 83. Parmi les 
inq graphes suivants (un seul est non orienté), lesquels ont une matri
e

d'adja
en
e qui est irrédu
tible ? Lesquels en ont une qui est primitive ?

A B 1 2 7 10

C 4 3 8 11

5 6 9

13 14

12 15

16 17 18 19 20

21 22 23 24 25

26 27 28 29 30

31 32 33 34 35

36 37 38 39 40

Exer
i
e 84. On 
onsidère le graphe orienté suivant. On demande d'évaluer le plus rapidement

possible, à une 
onstante multipli
ative (stri
tement positive) près, le 
omportement asymptotique

du nombre de 
hemins de longueur n joignant le sommet A au sommet B (lorsque n tend vers
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l'in�ni).

1 4 13 17

5 10 14 18

A 2 6 B

7 11 15 19

8 12 16

3 9

Exer
i
e 85.

(a) Trouver le nombre de sous-arbres 
ouvrants du multi-graphe non orienté suivant.

(b) Le nombre de sous-arbres 
ouvrants 
hangerait-il si on rajoutait des bou
les sur 
ertains

n÷uds ?

1 2

3

5 4

2

2

Exer
i
e 86. Trouver le nombre de sous-arbres 
ouvrants du graphe biparti 
omplet K3,3.

Exer
i
e 87. On 
onsidère la matri
e

M =







1 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 1
0 1 0 1







(a) Représenter le graphe orienté D ayant M 
omme matri
e d'adja
en
e.

(b) Déterminer les 
omposantes fortement 
onnexes du graphe D.

(
) Renuméroter les sommets de D de telle sorte que la matri
e d'adja
en
e 
orrespondante

soit blo
-triangulaire 
omposée (supérieure ou inférieure).

(d) Déterminer les valeurs propres de D. Exprimer, en fon
tion de 
elles-
i, le nombre de


hemins fermés de longueur n dans D.

(e) Prouver que la matri
e M n'est ni primitive, ni irrédu
tible. Est-il possible de rempla
er

un unique élément de la matri
e M pour la rendre irrédu
tible ? Si oui, énumérer toutes

les possibilités. Même question pour la rendre primitive.
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(f) (BONUS) Si cn dénote le nombre de 
hemins de longueur n joignant les deux sommets de

D réalisant le diamètre de D, prouver que cn satisfait, pour tout n ≥ 0 la relation

cn+4 = 2 cn+3 + cn+2 − 2 cn+1 − cn.

(Janvier 2015, question 3)

Exer
i
e 88. On 
onsidère la matri
e

M =







1 0 0 0
0 0 1 0
1 0 0 1
0 1 0 1







(a) Représenter le graphe orienté D ayant M 
omme matri
e d'adja
en
e.

(b) Déterminer les 
omposantes fortement 
onnexes du graphe D.

(
) Prouver que la matri
e M n'est ni primitive, ni irrédu
tible. Est-il possible d'ajouter

un unique ar
 au graphe D pour rendre la matri
e 
orrespondante irrédu
tible ? Si oui,

énumérer toutes les possibilités. Même question pour la rendre primitive.

(d) En supposant les sommet de D numérotés de façon 
ompatible ave
 M , montrer que,

pour tout n, les nombres de 
hemins de longueur n joignant 3 à 2, 4 à 3, 2 à 4 sont égaux.

(Bonus: montrer que 
ette quantité est aussi égale au nombre de 
hemins de longueur n
joignant 2 à 1.)

(Janvier 2016, question 3)

Exer
i
e 89. On 
onsidère la matri
e

M =







0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0







.

(a) Représenter le graphe orienté D ayant M 
omme matri
e d'adja
en
e.

(b) Prouver que la matri
e M est primitive. Est-il possible de supprimer un unique ar
 au

graphe D pour rendre la matri
e 
orrespondante irrédu
tible mais non primitive ?

(
) Soit α la valeur propre de Perron de M . Quels renseignements peut-on tirer de Mn
quand

n tend vers l'in�ni ? (Un énon
é théorique su�t pour répondre à la question.)

(d) En supposant les sommets de D numérotés de façon 
ompatible ave
 M , montrer que,

pour tout n ≥ 4, le nombre de 
hemins fermés partant et arrivant en 1 de longueur n+ 4
est égal à la somme des nombres de 
hemins fermés partant et arrivant en 1 de longueur

n et 
eux de longueur n+ 1. En déduire le nombre de tels 
hemins fermés de longueur 16

passant par 1.

(Janvier 2017, question 3)
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Chapitre 3

Exer
i
e 90. Regrouper par 
lasse d'homéomorphie les onze graphes non orientés suivants, et

pré
iser lesquels sont planaires.

1 2 3 4 6 7

9 10 13 5 17 8

12 11 16 14 18 21

22 23 24 15 19 20

25 26 27 28 29 30

35 36 31 32 33 34

37 38 39 40 41 42

43 44 45 46 47 48

49 50 51 53 54 55

Exer
i
e 91. Pour quelles valeurs de n ∈ N \ {0}, le graphe 
omplet Kn est-il planaire ?

Exer
i
e 92. (
f. Exer
i
e 78) Le graphe Gn = K3n − C3n est-il planaire? (Mai 2009, question

1B
)

Exer
i
e 93. (
f. Exer
i
e 79) Le graphe Gn = K4n −C4n est-il planaire? (Août 2009, question

1
)

Exer
i
e 94. Prouver qu'il n'existe pas de graphe simple non orienté planaire qui possède ex-

a
tement 6 n÷uds dont 3 au moins sont de degré 5. (Juin 2007, question 0
)

Exer
i
e 95. Trouver le nombre maximum A d'arêtes qu'un graphe simple planaire de 6 n÷uds

peut avoir. Donner une représentation planaire d'un graphe de 6 n÷uds et A arêtes.

Exer
i
e 96. Prouver que les graphes simples non orientés suivants n'existent pas ou en dessiner

une représentation planaire.

(a) Un graphe planaire ayant exa
tement deux fa
es, toutes triangulaires.
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(b) Un graphe planaire ayant exa
tement 
inq fa
es, toutes triangulaires.

(
) Un graphe planaire ayant exa
tement six fa
es, toutes triangulaires. (Juin 2008, question

4)

(d) Un graphe planaire ayant exa
tement huit fa
es, toutes triangulaires.

Exer
i
e 97.

(a) Est-il possible de numéroter les arêtes d'un o
taèdre régulier de 1 à 12 de façon à 
e que

la somme des numéros des arêtes aboutissant en un sommet soit indépendante du sommet


hoisi ?

(b) Est-il possible de numéroter les arêtes d'un 
ube de 1 à 12 de façon à 
e que la somme des

numéros des arêtes aboutissant en un sommet soit indépendante du sommet 
hoisi ?

Exer
i
e 98. On 
onsidère une représentation planaire d'un graphe ayant exa
tement 300 fa
es,

toutes triangulaires.

(a) Déterminer les nombres A d'arêtes et S de sommets de 
e graphe.

(b) Comparer la somme des degrés des n÷uds de 
e graphe ave
 
elle de son dual.

(
) Trouver la plus grande valeur de n pour laquelle il existe un graphe véri�ant l'énon
é et

dont le dual possède une fa
e qui est un polygone ayant n 
�tés.

Exer
i
e 99. Un ballon de football peut être vu 
omme un polyèdre 
onvexe dont 
haque fa
e est

hexagonale ou pentagonale. Sa
hant que 
haque sommet de 
e polyèdre appartient à exa
tement

deux fa
es hexagonales et une fa
e pentagonale, déterminer les nombres S de sommets, A d'arêtes,

H de fa
es hexagonales et P de fa
es pentagonales de 
e polyèdre.

Exer
i
e 100. On 
onsidère un polyèdre 
onvexe qui a exa
tement six fa
es 
arrées et huit fa
es

triangulaires. Chaque sommet de 
e polyèdre est le sommet du même nombre c de 
arrés et du

même nombre t de triangles. Trouver c, t, le nombre d'arêtes et le nombre de sommets de 
e

polyèdre.

Exer
i
e 101. On 
onsidère un graphe et une de ses représentations planaires dont 
haque som-

met est un sommet d'exa
tement une fa
e triangulaire, deux fa
es 
arrées et une fa
e pentagonale.

Déterminer le nombre de sommets S, le nombre d'arêtes A, le nombre de fa
es triangulaires T ,
le nombre de fa
es 
arrées C et le nombre de fa
es pentagonales P de 
e graphe. (Juin 2006,

question 3)

Exer
i
e 102. On 
onsidère un graphe et une de ses représentations planaires dont 
haque fa
e

est triangulaire et possède un n÷ud de degré 3 et deux n÷uds de degré 6. Déterminer le nombre

N3 de n÷uds de degré 3, le nombre N6 de n÷uds de degré 6, le nombre A d'arêtes et le nom-

bre F de fa
es de 
e graphe, en justi�ant soigneusement 
haque mise en équation. Dessiner une

représentation planaire de 
e graphe. (Juin 2007, question 3)

Exer
i
e 103. On 
onsidère une représentation planaire d'un graphe. Sa
hant que 
haque fa
e

de 
elle-
i est un quadrilatère ayant exa
tement un n÷ud de degré 3, deux n÷uds de degré 4 et

un n÷ud de degré 5, trouver son nombre d'arêtes. (Juin 2008, question 5)

Exer
i
e 104. On 
onsidère un graphe planaire dont les représentations planaires n'ont que des

fa
es pentagonales et dont 
elles de son dual n'ont que des fa
es triangulaires. Trouver le nombre

de fa
es, le nombre d'arêtes et le nombre de sommets de 
e graphe et en dessiner une représenta-

tion planaire. (Août 2008, question 3)

Exer
i
e 105. On 
onsidère un graphe planaire dont les représentations planaires n'ont que des

fa
es triangulaires et dont 
elles de son dual n'ont que des fa
es quadrilatérales. Trouver le nombre
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de fa
es, le nombre d'arêtes et le nombre de sommets de 
e graphe et en dessiner une représenta-

tion planaire. (Août 2009, question 3)

Exer
i
e 106. On 
onsidère une représentation planaire A d'un graphe G qui est le squelette

d'un polyèdre 
onvexe et une représentation planaire B du dual de G. Toutes les fa
es de A sont

des o
togones ou des triangles. Toutes les fa
es de B sont des triangles dont exa
tement un n÷ud

est de degré stri
tement inférieur à 6. Trouver le nombre de sommets du graphe G et dessiner une

représentation planaire de 
e dernier.

Exer
i
e 107. On 
onsidère une représentation planaire R d'un graphe G qui est le squelette

d'un polyèdre 
onvexe et une représentation planaire R∗
du dual de G. On suppose que R et R∗

ont le même nombre de fa
es triangulaires et que toutes leurs autres fa
es sont quadrilatérales.

Soient T,Q et A les nombres respe
tifs de fa
es triangulaires, de fa
es quadrilatérales et d'arêtes

du graphe R.

(a) Exprimer A en fon
tion de T et Q.

(b) Prouver que R et R∗
ont le même nombre de fa
es quadrilatérales.

(
) Exprimer T et Q en fon
tion de A.
(d) Dessiner une représentation planaire dans le 
as parti
ulier T = Q = 4.

(Mai 2009, question 3)

Exer
i
e 108. On 
onsidère un graphe planaire 
onnexe G ayant huit fa
es triangulaires et dix-

huit fa
es 
arrées. De 
haque sommet de G partent une fa
e triangulaire et trois fa
es 
arrées.

Déterminer le nombre de sommets et le nombre d'arêtes de G.
(Janvier 2016, question 4)

Exer
i
e 109. On 
onsidère un graphe planaire 
onnexe G ayant trente fa
es limitées par qua-

tre arêtes. De 
haque sommet de G partent trois ou 
inq fa
es. Déterminer le nombre total de

sommets et le nombre d'arêtes de G. Déterminer également le nombre de sommets de degré 3 et

5 respe
tivement.

(Août 2016, question 4)

Exer
i
e 110. On 
onsidère un graphe planaire 
onnexe G ayant 32 fa
es triangulaires et 6 fa
es


arrées. De 
haque sommet de G partent quatre fa
es triangulaires et une fa
e 
arrée. Déterminer

le nombre de sommets et le nombre d'arêtes de G. (Janvier 2017, question 4)

Exer
i
e 111. On 
onsidère un graphe planaire 
onnexe G ayant 20 fa
es triangulaires et 12 fa
es

pentagonales. De 
haque sommet de G partent deux fa
es triangulaires et deux fa
es pentagonales.

Déterminer le nombre de sommets et le nombre d'arêtes de G. (Août 2017, question 4)

Exer
i
e 112. (Solides de Platon) Un polyèdre est dit régulier si toutes ses fa
es sont des poly-

gones réguliers ayant le même nombre de 
�tés (autrement dit, les fa
es sont toutes identiques) et

si de 
ha
un de ses sommets part le même nombre d'arêtes. Un solide de Platon est un polyèdre

régulier 
onvexe. Démontrer qu'il n'y a que 
inq solides de Platon : le tétraèdre régulier (ou

pyramide), l'hexaèdre régulier (ou 
ube), l'o
taèdre régulier, le dodé
aèdre régulier et l'i
osaèdre

régulier. Re
her
her aussi aussi les duaux de 
es solides.

Exer
i
e 113. On 
onsidère un polyèdre 
onvexe de trente-deux fa
es, toutes triangulaires ou

pentagonales. Chaque sommet de 
e polyèdre ren
ontre le même nombre t de fa
e(s) triangu-

laire(s) et le même nombre p de fa
e(s) pentagonale(s). Trouver les valeurs de t et de p, ainsi que
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les nombres d'arêtes et de sommets de 
e polyèdre.

Exer
i
e 114. On 
onsidère un polyèdre 
onvexe de trente-huit fa
es, toutes 
arrées ou triangu-

laires. Chaque sommet de 
e polyèdre ren
ontre le même nombre c de fa
e(s) 
arrée(s) et le même

nombre t de fa
e(s) triangulaire(s). Trouver les valeurs de c et de t, ainsi que les nombres d'arêtes

et de sommets de 
e polyèdre.
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Chapitre 4

Il ne s'agit que de graphes simples non orientés.

Exer
i
e 115.

(a) Peut-on 
olorier 
haque arête du graphe K5 en rouge ou en bleu de façon à ne pas avoir

de sous-graphe triangulaire dont les trois arêtes sont de la même 
ouleur ?

(b) Peut-on 
olorier 
haque arête du graphe K6 en rouge ou en bleu de façon à ne pas avoir

de sous-graphe triangulaire dont les trois arêtes sont de la même 
ouleur ?

(
) Peut-on 
olorier 
haque arête du graphe K17 en rouge, en bleu ou en jaune de façon à ne

pas avoir de sous-graphe triangulaire dont les trois arêtes sont de la même 
ouleur ?

(d) Trouver un nombre n pour lequel vous pouvez prouver qu'on ne peut pas 
olorier 
haque

arête du graphe Kn en rouge, en bleu, en jaune ou en vert de façon à ne pas avoir de

sous-graphe triangulaire dont les trois arêtes sont de la même 
ouleur.

Exer
i
e 116. On 
onsidère un multi-graphe G non orienté et sans bou
le. On se demande s'il

est possible de 
olorier ses arêtes ave
 deux 
ouleurs, rouge et bleu, de façon à 
e que 
ha
un de

ses n÷uds ren
ontre autant d'arêtes rouges que d'arêtes bleues.

(a) Prouver que 
ela n'est possible pour au
un multi-graphe G de 2009 arêtes.

(b) Prouver que 
ela est possible pour tout multi-graphe G de 12 arêtes, qui est 
onnexe et

dont 
ha
un des n÷uds est de degré pair.

(
) Donner un exemple pour lequel 
'est impossible malgré le fait que G a 12 arêtes et que


ha
un de ses n÷uds est de degré pair.

(d) Cela est-il possible pour tout multi-graphe G de 12 arêtes et dont 
ha
un des n÷uds est

de degré multiple de 4? (Juin 2009, question 2)

Exer
i
e 117. Soit n ≥ 1. Le n-
ube Qn est un graphe dé�ni 
omme suit. Ci-dessous, sont

représentés tout d'abord les graphes Q1, Q2 et Q3 :

Pour tout n ≥ 1, on obtient Qn+1 en 
onsidérant deux 
opies disjointes de Qn et en ajoutant une

arête pour 
haque paire de sommets qui se 
orrespondent dans les deux 
opies de Qn. Voi
i une

représentation de Q4 :

(a) En fon
tion de n, 
ombien de sommets et d'arêtes possède Qn ? Quel est le degré de


haque sommet de Qn ?

(b) Pour quelles valeurs de n, le n-
ube est-il hamiltonien ?

(
) Pour quelles valeurs de n, le n-
ube est-il eulérien ?

(d) Prouver que, pour tout n ≥ 1, Qn est un graphe 2-
olorable. En déduire que Qn est

biparti.

(Janvier 2015, question 2)

Exer
i
e 118. On 
onsidère le graphe de Petersen P = (V,E).
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(a) Montrer que P 
ontient un 
hemin hamiltonien.

(b) On 
onsidère le graphe obtenu en supprimant un sommet quel
onque de P . Ce nouveau

graphe possède-t-il un 
ir
uit hamiltonien ?

(
) Le graphe P est-il Eulérien ?

(d) Déterminer le nombre minimum de 
ouleurs né
essaires pour avoir un 
oloriage propre des

sommets de P .
(e) L'ex
entri
ité d'un sommet u est dé�ni 
omme ε(v) = maxu∈V d(v, u). Le rayon du graphe

est dé�ni 
omme minv∈V ε(v). Que vaut le rayon de P ?

(f) Donner la matri
e d'adja
en
e de P . Véri�er (un argument simple su�t) que 3 en est une

valeur propre.

(Août 2015, question 2)

Exer
i
e 119. Soit le graphe de Pappus G représenté 
i-dessous.

(a) Ce graphe est-il hamiltonien ?

(b) Ce graphe est-il eulérien ?

(
) Montrer que G est un graphe 2-
olorable. En déduire que G est biparti.

(d) Montrer, sans 
al
ul, que 3 est valeur propre et que 4 n'est pas valeur propre de G.

(Janvier 2016, question 2)

Exer
i
e 120. Soit le graphe de Turan G représenté 
i-dessous.
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(a) Ce graphe est-il hamiltonien ?

(b) Ce graphe est-il eulérien ?

(
) Ce graphe est-il planaire ?

(d) Fournir la matri
e d'adja
en
e de 
e graphe.

(e) Sa
hant que les valeurs propres sont −1, 0, 2 +
√
14, 2 −

√
14, peut-on en déduire que 
e

graphe est biparti ?

(f) Expliquer pourquoi il n'existe au
un 
oloriage propre des sommets du graphe ave
 moins

de 6 
ouleurs. Donner un 
oloriage propre de G ave
 6 
ouleurs.

(g) La matri
e d'adja
en
e est-elle primitive ?

(Août 2016, question 5)

Exer
i
e 121. Soit le graphe G à 12 sommets représenté 
i-dessous.

(a) Ce graphe est-il hamiltonien ? Quelle est sa fermeture ?

(b) Ce graphe est-il eulérien ?

(
) Montrer que G est un graphe 4-
olorable qui n'est pas 3-
olorable.
(d) Ajouter au plus 3 arêtes au graphe pour qu'il ne soit plus planaire.

(e) Représenter le dual de 
ette représentation planaire de G. Quel est le nombre minimum

de 
ouleurs à utiliser pour 
olorer les fa
es de 
ette représentation planaire de G, des fa
es
adja
entes re
evant des 
ouleurs distin
tes ?

(Janvier 2017, question 2)

Exer
i
e 122. Soit le graphe G à 15 sommets représenté 
i-dessous.

(a) Ce graphe est-il hamiltonien ? Quelle est sa fermeture ?

(b) Ce graphe est-il eulérien ? S'il ne l'est pas, ajouter au plus 3 arêtes pour le rendre eulérien.
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(
) Montrer que G est un graphe 3-
olorable (pour les sommets) qui n'est pas 2-
olorable.
(d) Ce graphe est-il biparti ?

(e) Représenter le dual de 
ette représentation planaire de G. Quel est le nombre minimum

de 
ouleurs à utiliser pour 
olorer les fa
es de 
ette représentation planaire de G, des fa
es
adja
entes re
evant des 
ouleurs distin
tes ?

(Août 2017, question 2)


