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1 Théorie des ensembles

Fzxercices au tableau

Définition 1.1. Soit E un ensemble. On note P(E) I'ensemble des parties de E, i.e.,

P(E)={A: AC E}.

Exercice 1.1. Soit E' un ensemble. Démontrer les assertions suivantes.
(a) VA,B e {P(E), BE(A U B) = BEA N BEB
(b) VA,Be P(E), ANB=AUB)= A=0B.
(c) VA,BeP(E), A=B <« (AnCgB)U(BNCgA) = 0.

Définition 1.2. Soit E un ensemble. Des parties A; (j € J) de E forment une partition de E si elles sont
disjointes 2 & 2 et si leur union est égale a F.

Définition 1.3. Soient E et F' deux ensembles. Le produit cartésien de E et F est ’ensemble

ExF={(ef):ec ENfeF}.

Exercice 1.2. Démontrer que si A, B, C sont des ensembles non-vides tels que A C C, alors les ensembles
(C\A)xC, Ax(C\B) et Ax(CNB)

forment une partition de C' x C.

FEzxercices en autonomie

Définition 1.4. Soient A et B deux ensembles. On note AAB la différence symétrique de A et B, i.e.,

AAB = (AUB)\ (AN B).

Exercice 1.3. Soit E' un ensemble. Démontrer les assertions suivantes.
(a) VA,B e fP(E), BE(A N B) = EEA U EEB
(b) VA, B € P(E), AAB = (ANCgB)U (BNCgA).
(c) VA,B,C € P(E), (ANB=ANC)AN(AUB=AUC))=B=C.
(d) VA,B,C € P(E), (AAB)AC = (CAA)AB.

Exercice 1.4. Soient Ai,..., A, des parties d'un ensemble E. On note A = J;°; A;. Démontrer que les
ensembles

7—1
By = A et Bj:AijA<UAZ'>,j:2,...,7’L,
=1

forment une partition de A.
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2 Nombres complexes

Fzxercices au tableau

Exercice 2.1. Pour chacun des nombres complexes donnés ci-aprés, calculer la partie réelle, la partie imaginaire,
le module et le conjugué.

(a) zo =1,
(b) z1 = —2,
(c) z2=1+4 V/3i.
Exercice 2.2. Soient 21 = 2+ 37 et 29 = —1 + 2¢. Calculer z1 + 29 et z1.29. Calculer les inverses de z1 et 29.

Exercice 2.3. Soient z; = 3 + 27 et 29 = 4 — 3i. Calculer z1 + 29, 21 - 22, Z7 €t %

Exercice 2.4. Mettre sous forme algébrique les quotients

(a) 3% (b) £

Exercice 2.5. Soit z = 1 + iv/3. Calculer le module de z et mettre z sous forme exponentielle. Déterminer z2

et g—; et les représenter dans le plan complexe.
Exercice 2.6. Mettre sous forme algébrique le nombre 4¢’7 .

Exercice 2.7. Résoudre les équations suivantes dans C :

(a) (1+1i)22+iz—1=0, (c) 23 =1,
(b) 22 =5+ 12, (d) 22+ 22-12=0.

Exercice 2.8. Représenter graphiquement le lieu des point z € C tels que
(a) z+2z=1, (b) |z+i—2|>2.

Fxercices en autonomie

Exercice 2.9. Pour chacun des nombres complexes donnés ci-aprés, calculer la partie réelle, la partie imaginaire,
le module et le conjugué.

(a) 20 =v2—1, (d) z3=1+1,
(b) z1 = =3+, (€) z4 =21+ 3,
(c) zo =2(1 — 249), (f) z5 = =5 —4i.

Exercice 2.10. Donner, pour chacun des nombres complexes suivants, sa partie réelle, sa partie imaginaire et

son module. ;
3+ 6i ( 1 \/§> 245 2—5i
_ oy — _

AT 34 & T

Exercice 2.11. Soient z1 =4, 20 = 1+1, 23 =2+ 2i et 24 = 1 — i. Calculer 21 + 29, 23 + 24, 21 - 22 et z3 - 24.
Calculer les inverses de z; pour i € {1,2,3,4}.

Exercice 2.12. Mettre sous forme algébrique les quotients

1 —1—4
(a’) ;7 (C> _2+\;§i7
5+3i 3(1—1)
(b) 113 (d) o ol
Exercice 2.13. Soient z; = 5;?‘ et z9 = —%i. Mettre z; et z2 sous forme algébrique et exponentielle (trigo-

nométrique), et représenter ces nombres dans le plan complexe.
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Exercice 2.14. Mettre sous forme exponentielle les nombres complexes z; = 4, 29 = —1+ 14, 23 = —1 et
24 = V3 +i. Calculer les produits z1 - 2o et z9 - 24 sous forme algébrique et sous forme trigonométrique ou
exponentielle.

Exercice 2.15. Soient les nombres complexes z1 = \/§ —t,29=—144,23=detzg4=1+ V/3i.

(a) Donner les parties réelles et imaginaires de z129, £ L et 23,

(b) Donner la forme trigonométrique de 24, en déduire celle de 2§,

¢ onner la forme trigonométrique de =L, en déduire cos et sin( =5 ),
D la, f . P d déd 111271‘ : 1117T

(d) Calculer |21], [2122], [2}] et |23].

Exercice 2.16. Mettre sous forme algébrique les nombres e'”, 215 et 4eiF .

Exercice 2.17. Soit le nombre complexe z = i — 1. Ecrire z sous forme exponentielle. Déterminer 22 et z* sous

forme exponentielle et algébrique. Déterminer les entiers n € N pour lesquels z™ est réel. Faire de méme avec
, .

Z=1+1.

Exercice 2.18. Calculer les deux racines carrées complexes de —1, ¢ — 1, 3 4 1.

Exercice 2.19. Résoudre les équations suivantes dans C :

(8) 2* +2+1=0, (2) 2* — (3+8i)22— 16 + 12i = 0,

(0) iz + 249z —i+1=0. (h) 422 +8[2]2 =3 =0,

(c) 22 = -2, )

(d) 24— 16V2 (i) (22432—2)2+ (222 -32+2)2 =0,
(e) 23:21,72 () (1+9)2° = 2ivV2z + (1 —14) = 0,

(f) (144)22 4+ (1 —5i)z — (4 —26) = 0, (k) 23 +32 -2 = 0.

Exercice 2.20. Résoudre I'équation 22 — 4z + 8 = 0 dans I’ensemble des nombres complexes, et représenter les
solutions dans le plan complexe.

Exercice 2.21. Déterminer les solutions de
22 = -2+ 2V3.

En déduire les solutions de

N\ 2
(ZH.) — _242iV3.

zZ—1

Exercice 2.22. Représenter graphiquement le lieu des point z € C tels que

(a) z—2z =1, (d) z+z=|z],
(b) |z = 1] = [z +1], (€) [1+iz| = [1 -z,
(c) 2+ 2=z (f) F(z+2)? =16 — |2

Exercice 2.23. Dans quelles conditions la partie imaginaire du carré d’'un complexe est-elle égale au carré de
la partie imaginaire du complexe ?

Exercice 2.24. Soient 2 € R et n € N. Déterminer les valeurs des sommes suivantes.

(a) > p_gcos(kz), (d) Y7_,cos®(x) cos(kz),
(b) > p_gsin(kz), (e) >io cos¥ () sin(kx),
(€) Yheo(—=1)" cos(ka), (f) oo Ch(=1)"" ’fig’i,ﬁ’fﬁ

Exercice 2.25. Soit a € C\ {1} tel que o® = 1.

(a) Donner tous les a qui vérifient cette condition.

4 .
(b) Montrer que o' = 0.
i=0



