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Introduction

Actuellement, la théorie des frames est utilisée principalement en analyse du signal. La
découverte du lien entre les frames et les ondelelettes et les bases de Riesz a marqué le
point de départ de l’essor de la théorie des frames dans ce domaine.

C’est dans le contexte de l’étude des séries nonharmoniques de Fourier que les frames ont
été introduites par R.J. Duffin et A.C. Schaeffer en 1952 dans leur article intitulé "A class
of nonharmonic Fourier series" ([7]). Bien que la définition générale d’une frame sur un
espace de Hilbert soit déjà donnée dans cet article et qu’une théorie des frames en elle-
même y soit déjà développée, les auteurs, concernés surtout par l’analyse nonharmonique
de Fourier, y développent essentiellement la notion de frames d’exponentielles dans l’espace
L2(I), où I est un intervalle borné de R.

Si (λn)n∈Z est une suite de nombres complexes, on dit que la suite (eiλnt)n∈Z est une
frame d’exponentielles sur L2(I) s’il existe des constantes strictement positives A et B
telles que

A

∫

I

|f(x)|2dx ≤
∑

n∈Z

∣∣∣∣
∫

I

f(x)e−iλnxdx

∣∣∣∣
2

≤ B

∫

I

|f(x)|2dx, ∀f ∈ L2(I).

On dit alors que la suite (λn)n∈Z génère la frame d’exponentielles (eiλnt)n∈Z.

Le résultat principal obtenu par R.J. Duffin et A.C. Schaeffer dans [7] est une condition
suffisante pour qu’une suite de nombres complexes génère une frame d’exponentielles. Ce
résultat est basé sur un résultat reliant les suites de densité uniforme et les fonctions entières
de type exponentiel. Dans [7], les auteurs ne présentent qu’une condition suffisante, ils
laissent donc là un problème ouvert : la caractérisation des frames d’exponentielles.

Une résolution partielle de ce problème n’a été donnée que bien plus tard par S. Jaf-
fard. En effet, en 1991, dans son article "A density criterion for frames of complex expo-
nentials" ([10]), S. Jaffard propose une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite
réelle génère une frame d’exponentielles.

Le but de ce mémoire est de présenter ces résultats.

Tout d’abord, nous commençons par une brève présentation des suites de Bessel et des
frames sur un espace de Hilbert en toute généralité.

Ensuite, le second chapitre est consacré à la démonstration du résultat obtenu par R.J.
Duffin et A.C. Schaeffer donnant une condition suffisante pour qu’une suite de nombres
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Introduction

complexes génère une frame d’exponentielles. Un point clé est le lien entre les frames
d’exponentielles et l’espace de Paley-Wiener des fonctions entières de type exponentiel
dont la restriction à l’axe réel appartient à L2(R). Nous détaillons donc également la preuve
d’une version du théorème de Paley-Wiener. A la fin de ce chapitre sont donnés quelques
exemples destinés à montrer que le résultat de Duffin-Schaeffer ne peut être amélioré en
terme de longueur de l’intervalle I de définition de la frame d’exponentielles.

Dans le troisième chapitre, nous donnons une démonstration de la caractérisation des
frames d’exponentielles obtenue par S. Jaffard. Nous terminons par une preuve d’un résultat
partiel de Duffin et Schaeffer concernant le cas complexe.
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Chapitre 1

Introduction aux frames

1.1 Premières définitions

1.1.1 Définition d’une frame sur un espace de Hilbert

Convention 1.1.1. Dans l’entièreté de ce texte, J désigne un sous-ensemble (fini ou non)
de Z.

Définition 1.1.2. Soit H un espace de Hilbert. Une suite d’éléments (ϕj)j∈J de H est
appelée une frame sur H s’il existe des constantes A et B strictement positives telles que

A‖e‖2
H ≤

∑

j∈J
|〈e, ϕj〉H|2 ≤ B‖e‖2

H, ∀e ∈ H.

Les constantes A et B sont appelées bornes de la frame (ϕj)j∈J.

Remarque 1.1.3. Une frame n’est pas nécessairement une base de Hamel. Pour s’en
convaincre, il suffit de remarquer qu’en ajoutant l’élément 0 à la frame (ϕj)j∈J, on garde
une frame.

1.1.2 Définition d’une suite de Bessel sur un espace de Hilbert

La condition pour qu’une suite (ϕj)j∈J de H soit une frame peut-être séparée en une
condition supérieure, à savoir

∑

j∈J
|〈e, ϕj〉H|2 ≤ B‖e‖2

H, ∀e ∈ H.

et une condition inférieure, à savoir

A‖e‖2
H ≤

∑

j∈J
|〈e, ϕj〉H|2, ∀e ∈ H.

Il est souvent intéressant de regarder ces deux conditions séparément. C’est pourquoi nous
introduisons la définition suivante.
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Chapitre 1. Introduction aux frames

Définition 1.1.4. Soit H un espace de Hilbert. Une suite d’éléments (ϕj)j∈J de H est
appelée une suite de Bessel sur H s’il existe une constante B strictement positive telle que

∑

j∈J
|〈e, ϕj〉H|2 ≤ B‖e‖2

H, ∀e ∈ H.

La constante B est appelée borne de la suite de Bessel (ϕj)j∈J.

1.2 Opérateurs associés à une frame

1.2.1 Définition de l’opérateur pré-frame

Soit H un espace de Hilbert.

Définition 1.2.1. Considérons une suite (ϕj)j∈J de H. Nous définissons l’opérateur pré-
frame associé F par

F : H → ω e 7→ Fe := (〈e, ϕj〉H)
j∈J,

où ω désiqne l’ensemble des suites de J.

Il s’agit de déterminer les suites de H pour lesquelles l’opérateur pré-frame est défini
de H dans l2(J), où l2(J) est le sous-ensemble de ω défini par

l2(J) :=

{
(cj)j∈J :

∥∥∥(cj)j∈J

∥∥∥
2

l2(J)
=

∑

j∈J
|cj|2 < ∞

}

et muni du produit scalaire

〈·, ·〉 : l2(J)× l2(J) → C
(
(cj)j∈J, (dj)j∈J

)
7→

∑

j∈J
cjdj.

1.2.2 Suites de Bessel et opérateur pré-frame

Les suites de Bessel peuvent être caractérisées grâce à l’opérateur pré-frame associé.

Proposition 1.2.2. La suite (ϕj)j∈J de H est une suite de Bessel sur H si et seulement
si l’opérateur pré-frame associé

F : H → l2(J) e 7→ (〈e, ϕj〉H)
j∈J

est défini et continu de H dans l2(J), Dans ce cas, on a même ‖F‖ ≤ √
B, pour toute

borne B de la suite de Bessel (ϕj)j∈J.
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Chapitre 1. Introduction aux frames

Démonstration. La première partie de la proposition résulte directement de la définition
d’une suite de Bessel. En effet, l’opérateur pré-frame F est continu de H dans l2(J) si et
seulement si il existe une constante C > 0 telle que

‖Fe‖l2(J) ≤ C‖e‖H, ∀e ∈ H,

c’est-à-dire si et seulement si
√∑

j∈J
|〈e, ϕj〉H|2 ≤ C‖e‖H, ∀e ∈ H.

En élévant les deux membres au carré, on a la conclusion.
La seconde partie de la proposition est immédiate, vu ce qui précède.

Corollaire 1.2.3. Soit (ϕj)j∈J une suite de Bessel sur H. L’opérateur préframe associé F
a un adjoint F∗ : l2(J) → H tel que ‖F∗‖ = ‖F‖ ≤ √

B et donné par

F∗
(
(cj)j∈J

)
=

∑

j∈J
cjϕj

avec la convergence dans H, pour toute suite (cj)j∈J ∈ l2(J).

Démonstration. La première partie est immédiate vu la proposition 1.2.2. Montrons la
seconde partie. L’opérateur F∗ doit satisfaire l’égalité suivante :

〈
e,F∗

(
(cj)j∈J

)〉
H

=
〈
Fe, (cj)j∈J

〉
l2(J)

,∀e ∈ H,∀(cj)j∈J ∈ l2(J),

par définition de l’opérateur adjoint. Nous obtenons alors

〈
e,F∗

(
(cj)j∈J

)〉
H

=
〈
(〈e, ϕj〉H)

j∈J, (cj)j∈J

〉
l2(J)

=
∑

j∈J
〈e, ϕj〉Hc̄j =

〈
e,

∑

j∈J
cjϕj

〉

H

,

pour tout e ∈ H et pour toute suite (cj)j∈J ∈ l2(J). La conclusion s’ensuit directement.

On a même le résultat suivant.

Proposition 1.2.4. Les propositions suivantes sont équivalentes.
(i) La suite (ϕj)j∈J de H est une suite de Bessel sur H.

(ii) L’opérateur pré-frame F est défini de H dans l2(J).
(iii)L’opérateur pré-frame adjoint F∗ est défini de l2(J) dans H.

Démonstration. L’équivalence (ii)⇔ (iii) est connue vu les propriétés des espaces de Hilbert
(voir par exemple [15]). L’implication (i) ⇒ (ii) est directe vu la proposition 1.2.2. Il reste
donc à établir l’implication (ii) ⇒ (i). Vu la proposition 1.2.2, il suffit de montrer que
l’opérateur F est continu de H dans l2(J). En fait, nous allons montrer que l’opérateur F∗
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Chapitre 1. Introduction aux frames

est continu de l2(J) dans H, ce qui est équivalent vu les propriétés des espaces de Hilbert.
Si l’ensemble des indices J est fini, c’est immédiat. Sinon, il n’y a pas de restriction à
supposer que J = Z. Le théorème de Banach-Steinhauss (voir par exemple [13]) appliqué
à la suite (F∗

m)m∈N0 de L(l2(Z),H) définie par

F∗
m : l2(Z) → H : (cj)j∈Z 7→

m∑
j=−m

cjϕj

affirme alors que si l’opérateur F∗ est bien défini de l2(Z) dans H, alors celui-ci est continu
de l2(Z) dans H. Ceci achève la démonstration.

1.2.3 Définition de l’opérateur frame

Définition 1.2.5. Soit (ϕj)j∈J une frame sur H. Nous définissons l’opérateur frame associé

S : H −→ H
par

S := F∗F .

Explicitement, nous avons

Se = F∗Fe = F∗((〈e, ϕj〉H)
j∈J) =

∑

j∈J
〈e, ϕj〉Hϕj, ∀e ∈ H.

1.2.4 Propriétés de l’opérateur frame

Proposition 1.2.6. Soit (ϕj)j∈J une frame sur H. L’opérateur frame associé

S : H −→ H e 7−→
∑

j∈J
〈e, ϕj〉Hϕj

est un isomorphisme vérifiant

(i) A‖e‖2
H ≤ 〈Se, e〉H ≤ B‖e‖2

H ∀e ∈ H,

(ii) A ≤‖ S ‖≤ B,

(iii) A‖e‖H ≤ ‖Se‖H ≤ B‖e‖H ∀e ∈ H.

Démonstration. Bien sûr, S est un opérateur linéaire. L’opérateur S est continu, comme
composition de deux opérateurs continus. Remarquons ensuite que

∑

j∈J
|〈e, ϕj〉H|2 =

∑

j∈J
〈e, ϕj〉H〈ϕj, e〉H =

〈∑

j∈J
〈e, ϕj〉Hϕj, e

〉

H

= 〈Se, e〉H.
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Chapitre 1. Introduction aux frames

Le point (i) s’ensuit directement, vu la définition d’une frame dans H.
On obtient ensuite que, ∀e ∈ H, e 6= 0,

A‖e‖2
H ≤ 〈Se, e〉H = ‖e‖H

〈
Se,

e

‖e‖H

〉

H
≤ ‖e‖H sup

f∈H,‖f‖H=1

|〈Se, f〉H| = ‖e‖H‖Se‖H,

et donc que

‖e‖H ≤
1

A
‖Se‖H, ∀e ∈ H.

On en tire que S est injectif et relativement ouvert. On déduit alors que im(S) est un fermé
de H puisqu’il est isomorphe à l’espace H de départ. De plus, l’image de S est dense dans
H car si g est un élément de H tel qu’on a 〈Se, g〉H = 0 ∀e ∈ H, alors en particulier, on
a 〈Sg, g〉H = 0, donc g = 0 car A‖g‖2

H ≤ 〈Sg, g〉H vu (i). La surjectivité de S s’ensuit
puisque im(S) est fermé. On a donc montré que S est un isomorphisme vérifiant (i).
A présent, montrons les points (ii) et (iii).
Premièrement, on a

A‖e‖2
H ≤ 〈Se, e〉H ≤ ‖Se‖H‖e‖H ≤‖ S ‖ ‖e‖2

H, ∀e ∈ H,

et donc
A ≤‖ S ‖ .

De plus,
‖ S ‖=‖ F∗F ‖≤‖ F∗ ‖‖ F ‖=‖ F ‖2≤ B,

vu la proposition 1.2.2. D’où on a bien (ii).
Deuxièmement, on sait, vu ce qui précède, que

A‖e‖H ≤ ‖Se‖H, ∀e ∈ H.

D’autre part, on a
‖Se‖H ≤‖ S ‖ ‖e‖H ≤ B‖e‖H, ∀e ∈ H.

D’où on a bien (iii).
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Chapitre 2

Suites de densité uniforme, fonctions
entières de type exponentiel et frames
d’exponentielles

Les frames sont apparues dans le contexte de l’étude des séries de Fourier non har-
moniques. R.J. Duffin et A.C. Schaeffer furent les premiers à donner la définition actuelle
des frames dans leur arcticle "A Class of Nonharmonic Fourier Series" en 1952 ([7]). Dans
ce chapitre, nous allons démontrer un des résultats principaux de cet article dont voici
l’énoncé : Si on dispose d’une suite (λn)n∈Z séparée de densité uniforme d, d > 0, alors la
suite de fonctions (eiλnt)n∈Z est une frame sur L2(]− γ, γ[), où 0 < γ < πd.

2.1 Caractérisation d’une classe de fonctions entières
Cette première partie est consacrée à la démonstration d’une version du théorème de

Paley-Wiener, celle-ci intervenant de manière cruciale dans la démonstration du deuxième
théorème de Duffin et Schaeffer, une des clés de ce chapitre.

Nous utiliserons les définitions suivantes pour les transformations de Fourier dans
L1(Rn) et pour le produit scalaire dans L2(Rn).

Définition 2.1.1. La transformation de Fourier positive F+ et la transformation de Fourier
négative F− dans L1(Rn) sont les applications

F+ : L1(Rn) → L∞(Rn) f 7→
∫

Rn

ei〈x,·〉f(x)dx

F− : L1(Rn) → L∞(Rn) f 7→
∫

Rn

e−i〈x,·〉f(x)dx.

Définition 2.1.2. Soit E une partie de Rn. Le produit scalaire dans L2(E) est l’application

〈·, ·〉 : L2(E)× L2(E) → C (f, g) 7→
∫

E

f(x)ḡ(x)dx.
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Chapitre 2. Suites de densité uniforme, fonctions entières de type exponentiel
et frames d’exponentielles

On note la norme dans L2(E) associée à ce produit scalaire

‖f‖2 =

√∫

E

|f(x)|2dx, f ∈ L2(E).

2.1.1 Définition d’une fonction entière de type exponentiel

Définition 2.1.3. Soit γ > 0. Une fonction entière f est dite de type exponentiel γ s’il
existe une constante strictement positive A telle que |f(z)| ≤ Aeγ|z|, z ∈ C.

2.1.2 Théorème de Paley-Wiener

Théorème 2.1.4 (Paley-Wiener). Soit γ > 0 et soit f une fonction définie dans le plan
complexe. Alors f est entière de type exponentiel γ et sa restriction à R appartient à L2(R)
si et seulement s’il existe une fonction g appartenant à L2(]− γ, γ[) telle que

f(z) =

∫ γ

−γ

g(t)eiztdt, z ∈ C.

Pour faciliter la preuve de ce théorème, nous avons besoin d’un résultat auxiliaire qui
possède un intérêt propre pour la suite de ce texte.

Lemme 2.1.5 (Principe de Phragmén-Lindelöf). Soit f une fonction holomorphe
dans un ouvert contenant un angle fermé F de sommet z0 et d’ouverture A ≤ π. Si cette
fonction f vérifie

|f | ≤ M dans Ḟ (2.1)

|f(z)| ≤ Cec|z|α dans F (2.2)

avec M > 0, C > 0, c > 0 et 0 < α < π
A
, alors elle vérifie

|f | ≤ M dans F.

z0

x

y
F

A

0

Démonstration. Quitte à effectuer une translation, on peut supposer que z0 = 0 et quitte à
effectuer une rotation, on peut supposer que la bissectrice de l’angle F considéré coïncide
avec la demi-droite réelle positive.
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Chapitre 2. Suites de densité uniforme, fonctions entières de type exponentiel
et frames d’exponentielles

x

y

0

A

F

Considérons la fonction
g(z) := e−εczδ

f(z)

avec ε > 0 et α < δ < π
A
. On a choisi ici la définition classique pour l’argument de z dans

l’ouvert R2 \ (]−∞, 0]× {0}).
Il est clair que nous avons

|g(z)| =
∣∣∣ e−εc|z|δeiδθ

∣∣∣ |f(z)| = e−εc|z|δ cos(δθ)|f(z)|,

où θ = arg(z).
D’une part, sur les côtés de l’angle, on a θ ∈ {A

2
,−A

2
}. Par conséquent, vu l’hypothèse (2.1),

on a
|g(z)| = e−εc|z|δ cos (δ A

2 )|f(z)| ≤ |f(z)| ≤ M, z ∈ Ḟ ,

car 0 < δA
2

< π
2
.

D’autre part, sur l’arc |z| = R > 0 de l’angle F , vu l’hypothèse (2.2), on a

|g(z)| = e−εcRδ cos(δθ)|f(z)| ≤ Cec(Rα−εRδ cos(δθ))

et le second membre tend vers 0 si R tend vers +∞ car

δ > α et − π

2
< −δ

A

2
≤ δθ ≤ δ

A

2
<

π

2
.

Par conséquent, il existe R0 > 0 tel que pour tout z de l’angle fermé F tel que |z| ≥ R0,
on ait

|g(z)| ≤ M.

Cela étant, par le principe du maximum, il vient

|g| ≤ M dans l’angle F.

Il s’ensuit que
|f(z)| ≤ Meεc|z|δ dans l’angle F,

d’où la conclusion en faisant tendre ε vers 0+.
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Chapitre 2. Suites de densité uniforme, fonctions entières de type exponentiel
et frames d’exponentielles

Voici à présent un petit résultat dont nous aurons besoin dans la démonstration du
théorème de Paley-Wiener. Une démonstration de celui-ci se trouve par exemple dans [1].

Lemme 2.1.6. Pour tout r > 0, on a
∫ π

0

e−r sin θdθ ≤ π

r
.

Démontrons à présent le théorème de Paley-Wiener 2.1.4.

Démonstration du théorème de Paley-Wiener. La condition est suffisante. Soit g une fonc-
tion appartenant à L2(]− γ, γ[).
- Vérifions que la fonction f définie dans C par

f(z) :=

∫ γ

−γ

g(t)eiztdt

est entière.
Tout d’abord, cette définition a un sens car e−ytg(t) est intégrable sur ]− γ, γ[.
Ensuite, la fonction f(x, y) := f(z) = f(x + iy) apppartient à C1(R2) par application du
théorème de dérivation des intégrales paramétriques à la fonction gz(t) := g(t)eizt. Cela
étant, il vient

Dxf(z) =

∫ γ

−γ

it g(t)eiztdt et Dyf(z) =

∫ γ

−γ

(−t) g(t)eiztdt,

d’où Dxf(z) + iDyf(z) = 0, ∀z ∈ C, c’est-à-dire f ∈ O(C), vu le théorème de Cauchy-
Riemann.
- Vu que

|f(z)| ≤ eγ|=z|
∫ γ

−γ

|g(t)|dt ≤ eγ|z|
∫ γ

−γ

|g(t)|dt, ∀z ∈ C,

la fonction f est de type exponentiel γ.
- Il reste à montrer que la restriction de la fonction f à la droite réelle appartient à L2(R),
ce qui est évident puisque

f |R : x 7→ f(x) =

∫ γ

−γ

g(t)eixtdt

est la transformée de Fourier positive de la fonction

gχ]−γ,γ[,

laquelle appartient à L1(R)
⋂

L2(R).
La condition est nécessaire. Soit f une fonction entière de type exponentiel γ, dont la

restriction à la droite réelle appartient à L2(R). La fonction g définie dans R par

g(x) :=
1

2π
F−x f
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Chapitre 2. Suites de densité uniforme, fonctions entières de type exponentiel
et frames d’exponentielles

appartient aussi à L2(R) et on a bien sûr

f(x) =pp F+
x g, x ∈ R,

vu le théorème de Fourier dans L2(R). Nous allons montrer que g(x) = 0 pour presque tout
x tel que |x| > γ, ce qui sera suffisant pour conclure. En effet, f est une fonction entière
et vu la première partie, il en est de même pour la fonction

∫ γ

−γ

g(t)eiztdt.

Comme toute fonction holomorphe est continue et comme deux fonctions entières égales
sur un ouvert non vide de C sont égales partout, on aura la conclusion.
On définit la fonction h dans C par

h(z) :=

∫ 1
2

− 1
2

f(ξ − z)dξ,

ce qui a un sens car toute fonction holomorphe est continue. La fonction h est entière de type
exponentiel γ. En effet, f est une fonction entière, et comme f est de type exponentiel γ,
il existe une constante B > 0 telle que ∀z ∈ C,

|h(z)| ≤
∫ 1

2

− 1
2

|f(ξ − z)|dξ ≤ B

∫ 1
2

− 1
2

eγ(|z|+|ξ|)dξ = B

∫ 1
2

− 1
2

eγ|ξ|dξ eγ|z| = B′eγ|z|, (2.3)

où B′ := B
∫ 1

2

− 1
2

eγ|ξ|dξ. La fonction h appartient à L2(R)
⋂

L∞(R), si on la restreint à l’axe
réel. De fait, on a

h = χ[− 1
2
, 1
2
] ∗ f̃

où χ[− 1
2
, 1
2
] ∈ L1(R)

⋂
L2(R)

⋂
L∞(R) et f̃ ∈ L2(R).

Montrons que g(x) = 0 pour presque tout x tel que x > γ, le cas x < γ s’obtenant de
manière analogue.
Soit A > γ. Définissons la fonction H dans C par

H(z) := eiAzh(z).

La fonction H est entière comme produit de deux fonctions entières et est de type expo-
nentiel A + γ puisque

|H(z)| ≤ eA|z||h(z)|
et que la fonction h est de type exponentiel γ.
De plus,

• si z = x ∈ R, alors |H(z)| = |H(x)| = |h(x)|. Comme h ∈ L∞(R), H est borné sur
l’axe réel ;
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• si z = iy avec y ≥ 0, alors

|H(z)| = |H(iy)| = e−Ay|h(iy)| ≤ e−AyB′eγy = B′e(γ−A)y ≤ B′,

vu l’inégalité (2.3) et vu que γ−A < 0. Ceci montre que H est borné sur le demi-axe
imaginaire positif.

Cela étant, la fonction H vérifie les hypothèses du principe de Phragmén-Lindelöf 2.1.5
dans les angles

F1 = {z ∈ C : arg z ∈ [0,
π

2
]}

et
F2 = {z ∈ C : arg z ∈ [

π

2
, π]},

avec les constantes C = B′, c = A + γ > 0 et 0 < α = 1 < π
π
2

= 2. On obtient ainsi
l’existence de constantes strictement positives C1 et C2 telles que

|H(z)| ≤ C1 dans F1 et |H(z)| ≤ C2 dans F2,

c’est-à-dire, vu la définition de H,

|h(z)| ≤ C1e
A=y dans F1 et |h(z)| ≤ C2e

A=y dans F2,

En posant C := sup{C1, C2}, il vient

|h(z)| ≤ CeA=z dans {z ∈ C : =z ≥ 0}. (2.4)

Fixons L > 0 et prenons R > 1
L
. Considérons l’intégrale
∫

C

eixz

1− Liz
h(z)dz, x > A,

sur le contour C suivant :

x−R R0

y

Comme la fonction
eixz

1− Liz
h(z)

est holomorphe sur l’ouvert C\{−i
L
} et comme le chemin C est homotope à un chemin

constant dans cet ouvert, on a
∫

C

eixz

1− Liz
h(z)dz =

∫ R

−R

eixξ

1− Liξ
h(ξ)dξ +

∫ π

0

eixReiθ

1− LiReiθ
h(Reiθ)iReiθdθ = 0.
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Dès lors, vu (2.4), il vient

∣∣∣∣
∫ R

−R

eixξ

1− Liξ
h(ξ)dξ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ π

0

eixReiθ

1− LiReiθ
h(Reiθ)iReiθdθ

∣∣∣∣∣

≤ CR

LR− 1

∫ π

0

e−xR sin θ+AR sin θdθ

=
CR

LR− 1

∫ π

0

e(A−x)R sin θdθ

car |1− LiReiθ| ≥ |1− LR| = LR− 1. On obtient ainsi, pour x > A,

∫ R

−R

eixξ

1− Liξ
h(ξ)dξ → 0 lorsque R → +∞

en utilisant le lemme 2.1.6.
Définissons les fonctions h−L(x), L > 0, x ∈ R par

h−L(x) :=
h(x)

1− Lix
.

Vu que h et 1
1−Lix

appartiennent à L2(R)
⋂

L∞(R), il est clair que ces fonctions appar-
tiennent à L1(R)

⋂
L2(R). Par ce qui prècède, on a

F+
x h−L = 0, ∀x > A, ∀L > 0. (2.5)

De plus, par application du théorème de la convergence majorée, on a
∫ +∞

−∞

∣∣∣∣
h(ξ)

1− Liξ
− h(ξ)

∣∣∣∣
2

dξ → 0+ si L → 0+

puisque ∣∣∣∣
h(ξ)

1− Liξ
− h(ξ)

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
Liξ

1− Liξ

∣∣∣∣
2

|h(ξ)|2 =
L2ξ2

1 + L2ξ2
|h(ξ)|2 ≤ |h(ξ)|2

où |h(ξ)|2 est une fonction intégrable fixe. D’où ‖h−L − h‖2 → 0+ lorsque L → 0+, et on a
bien sûr ‖F+h−L − F+h‖2 → 0+ lorsque L → 0+. Dès lors, vu (2.5), il vient

F+
x h =pp 0 pour x > A.
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Cela étant, on a

h(x) =

∫ 1
2

− 1
2

f(ξ − x)dξ =

∫

R
f(ξ − x) χ]− 1

2
, 1
2
[(ξ)dξ

=
1

2π

∫

R
f(ξ − x) F−ξ

(
sin

(
.
2

)
.
2

)
dξ =

1

2π

∫

R
f(t) F−x+t

(
sin

(
.
2

)
.
2

)
dt

=

∫

R
f(t) F−t ϕ dt =

〈
f,F−ϕ

〉
L2(R)

=
〈
f,F+ϕ̄

〉
L2(R)

=
〈
F−f, ϕ̄

〉
L2(R)

=

∫

R
F−t f ϕ(t) dt =

1

2π

∫

R
F−t f e−ixt sin( t

2
)

t
2

dt =
1

2π
F−x

(
F−f

sin
(

.
2

)
.
2

)
,

= F−x

(
g

sin
(

.
2

)
.
2

)
, x ∈ R,

où l’on a utilisé successivement la relation

χ]− 1
2
, 1
2
[(x) =

1

2π
F−y→x

(
sin

(
y
2

)
y
2

)
,

le changement de variables ξ − x = t, la notation

ϕ(t) =
1

2π
e−ixt sin( t

2
)

t
2

,

le théorème de transfert dans L2(R) et la définition de la fonction g.
On en déduit que

F+
x h =pp 2πg(x)

sin(x
2
)

x
2

,

vu le théorème de Fourier. On a donc obtenu, vu ce qui précède, que, ∀A > γ, g(x) = 0
pour presque tout x > A. D’où la conclusion.

Voici maintenant une conséquence intéressante du théorème de Paley-Wiener. Nous y
aurons recours plusieurs fois dans la suite de ce texte.

Proposition 2.1.7. Soit γ > 0. Si une fonction f est entière de type exponentiel γ et si sa
restriction à l’axe réel appartient à L2(R), alors il en est de même pour la fonction Dkf,
quel que soit k ∈ N.
De plus, dans ces conditions, on a l’inégalité suivante :

‖Dkf‖2

2 ≤ γ2k‖f‖2
2. (2.6)
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Démonstration. Montrons la première partie. Vu le théorème de Paley-Wiener 2.1.4, il
existe une fonction g appartenant à L2(]− γ, γ[) telle que

f(z) =

∫ γ

−γ

g(t)eiztdt, z ∈ C. (2.7)

Il est clair qu’alors la restriction de f à R est la transformation de Fourier positive de la
fonction gχ]−γ,γ[ et donc le théorème de Plancherel affirme que

∫

R
|f(x)|2dx = 2π

∫ γ

−γ

|g(x)|2dx. (2.8)

Ensuite, en dérivant l’expression (2.7) k fois, on obtient

Dkf(z) =

∫ γ

−γ

g(t)(it)keiztdt, z ∈ C, (2.9)

vu le théorème de dérivation des intégrales paramétriques.
On en tire immédiatement que la restriction de la fonction Dkf à R est la transformation
de Fourier positive dans L2(R) de la fonction t 7→ g(t)χ]−γ,γ[(t)(it)

k appartenant à L2(R).
Il s’ensuit que la restriction de la fonction Dkf à R appartient à L2(R).
Ensuite, vu le théorème de dérivation des intégrales paramétriques, on obtient que la fonc-
tion Dkf vérifie l’équation de Cauchy-Riemann dans C. De fait, on a

Dx(D
kf) + iDy(D

kf) =

∫ γ

−γ

g(t)(it)k(it)eiztdt + i

∫ γ

−γ

g(t)(it)k(−t)eiztdt = 0,

dans C. Par conséquent, comme f est une fonction appartenant à C∞(R2), la fonction Dkf
est une fonction entière.
Il reste à montrer que la fonction Dkf est de type exponentiel γ, ce qui résulte également
de l’égalité (2.9). En effet, on a

|Dkf(z)| =

∣∣∣∣
∫ γ

−γ

g(t)(it)keiztdt

∣∣∣∣ ≤
∫ γ

−γ

g(t)|t|ke−=(z)tdt

≤ γk

∫ γ

−γ

g(t)dt eγ|=(z)| ≤ γk

∫ γ

−γ

g(t)dt eγ|z|, z ∈ C.

Montrons la seconde partie. Comme on a Dkf = F+(gχ]−γ,γ[(it)
k) vu (2.9), le théorème de

Plancherel donne∫

R
|Dkf(x)|2dx = 2π

∫ γ

−γ

|g(t)|2t2kdt ≤ 2πγ2k

∫ γ

−γ

|g(t)|2dt.

Finalement, vu (2.8), il vient
∫

R
|Dkf(x)|2dx ≤ γ2k

∫

R
|f(x)|2dx,

ce qu’il nous fallait.
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2.2 Suites de densité uniforme et fonctions entières de
type exponentiel

Dans cette deuxième partie, nous allons démontrer le premier théorème de Duffin-
Schaeffer dont voici l’énoncé : Soit γ > 0 et soit (λn)n∈Z une suite séparée de densité
uniforme d avec d > γ

π
. Alors il existe une constante strictement positive N telle que

|f(z)| ≤ Neγ|y| sup
n∈Z

|f(λn)|,

pour toute fonction f entière de type exponentiel γ.
Celui-ci a été proposé par R.J. Duffin et A.C. Schaeffer en 1945 dans leur article in-

titulé "Power series with bounded coefficients" ([6]). Ce résultat est étroitement lié avec
la théorie des frames que les auteurs allaient introduire quelques années plus tard dans
leur article intitulé "A Class of Nonharmonic Fourier Series" ([7]) déjà évoqué plus haut.
Nous utiliserons le premier théorème de Duffin et Schaeffer dans un des lemmes destiné à
faciliter la démonstration du deuxième théorème de Duffin et Schaeffer.

Dans ce paragraphe, nous considérons que si z est un nombre complexe, x est sa partie
réelle et y sa partie imaginaire, soit z = x + iy, avec x, y ∈ R.

2.2.1 Définition d’une suite de densité uniforme

Définition 2.2.1. Une suite (λn)n∈J de nombres complexes est dite séparée s’il existe une
constante strictement positive δ telle que

|λn − λm| ≥ δ, ∀n, m ∈ J, n 6= m. (2.10)

Si δ est une constante strictement positive vérifiant 2.10, on dit que la suite (λn)n∈J est
δ−séparée.
Définition 2.2.2. Une suite (λn)n∈Z de nombres complexes est dite de densité uniforme d,
d > 0, s’il existe une constante strictement positive L telle que

|λn − n

d
| ≤ L,∀n ∈ Z.

Remarque 2.2.3. Notons que l’ensemble des indices d’une suite de densité uniforme est
toujours Z. En effet, ceci est clair, vu la définition de la densité uniforme.
De plus, remarquons que si (λn)n∈Z est une suite de densité uniforme d, d > 0, une suite
définie par une permutation de la suite (λn)n∈Z n’est, en général, pas de densité uniforme d.
Pour s’en convaincre, il suffit par exemple de considérer la permutation qui consiste à
remplacer chaque λn par λ−n. En effet, sinon, dans ce cas, il existerait des constantes
L > 0 et G > 0 vérifiant

|λn − n

d
| ≤ L et |λ−n − n

d
| ≤ G, ∀n ∈ Z.
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et on aurait donc également

|2λn| = |λn − n

d
+ λn +

n

d
| ≤ |λn − n

d
|+ |λn +

n

d
| ≤ L + G,

ce qui est impossible car toute suite de densité uniforme est non bornée.

Exemple 2.2.4. Pour tout réel non nul x, la suite (n|x|)n∈Z est |x|−séparée de densité
uniforme 1

|x| .

Pour faciliter la démonstration du premier théorème de Duffin et Schaeffer, nous éta-
blissons d’abord quelques résultats auxiliaires.

2.2.2 Résultats auxiliaires

Considérons une suite de points (λn)n>L vérifiant

|λn − n| ≤ L, ∀n > L, (2.11)
|λn − λm| ≥ δ, ∀n,m > L, n 6= m, (2.12)

où L et δ sont des constantes strictement positives. On suppose donc que λn est défini
uniquement pour des entiers n > L. Par conséquent, on a λn ∈ {z ∈ C : <z ≥ 0} pour
tout n > L.

Théorème 2.2.5. Soient L > 0, δ > 0 et γ ∈]0, π[. Alors il existe une constante M
strictement positive telle que

|f(z)| ≤ Meγ|y|, <z ≥ 0,

pour toute suite de nombres complexes (λn)n>L vérifiant les conditions (2.11) et (2.12) et
pour toute fonction f holomorphe dans un ouvert contenant le demi-plan {z ∈ C : <z ≥ 0}
et vérifiant

|f(z)| ≤ eγ|z|, <z ≥ 0,

|f(λn)| ≤ 1, n > L.

Pour rendre la lecture de la démonstration du théorème 2.2.5 plus agréable, nous allons
considérer trois lemmes.

Comme nous aurons souvent besoin du principe de Phragmén-Lindelöf 2.1.5 dans la
preuve du théorème 2.2.5, nous commençons par démontrer un résultat qui englobe tous
les cas utiles pour cette démonstration.

Lemme 2.2.6. a) Soient A > 0, B ≥ A et γ > 0. Si f est une fonction holomorphe dans
un ouvert contenant {z ∈ C : <z ≥ 0} vérifiant

|f(z)| ≤ Aeγ|z|, <z ≥ 0, (2.13)
|f(x)| ≤ B, x ≥ 0, (2.14)
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alors
|f(z)| ≤ Beγ|y|, <z ≥ 0.

b) Soient B > 0 et γ > 0. Si f est une fonction entière de type exponentiel γ vérifiant

|f(x)| ≤ B, x ∈ R, (2.15)

alors
|f(z)| ≤ Beγ|y|, z ∈ C.

Démonstration. Montrons la première partie du lemme. Si f est une fonction vérifiant les
conditions de a), alors la fonction g1 définie dans {z ∈ C : <z ≥ 0} par

g1(z) := f(z)eiγz

est bornée par B sur le demi-axe réel positif et sur le demi-axe imaginaire positif. De fait,
• si z = x ≥ 0, alors |g1(x)| = |f(x)| ≤ B vu l’hypotèse (2.14) ;
• si z = iy avec y ≥ 0, alors |g1(iy)| = |f(iy)|e−γy ≤ Aeγye−γy = A ≤ B vu l’hypo-

thèse (2.13).
Comme on a aussi, vu l’hypothèse (2.13),

|g1(z)| = |f(z)eiγz| = |f(z)| e−γy ≤ Aeγ|z| dans le premier quadrant,

le principe de Phragmén-Lindelöf 2.1.5 appliqué à la fonction g1 dans le premier quadrant
avec M := B > 0, C := A > 0, c := γ > 0 et 0 < α := 1 < π

π
2

= 2 donne

|g1(z)| = |f(z)eiγz| ≤ B dans le premier quadrant,

c’est-à-dire

|f(z)| ≤ Beγy = Beγ|y| dans le premier quadrant. (2.16)

Considérons maintenant la fonction g2 définie dans {z ∈ C : <z ≥ 0} par

g2(z) := f(z)e−iγz.

Celle-ci est bornée par B sur le demi-axe réel positif et sur le demi-axe imaginaire négatif.
De fait,

• si z = x ≥ 0, alors |g1(x)| = |f(x)| ≤ B vu l’hypothèse (2.14) ;
• si z = iy avec y ≤ 0, alors |g1(iy)| = |f(iy)|eγy ≤ Aeγ|y|eγy = A ≤ B vu l’hypo-

thèse (2.13).
Comme on a aussi, vu l’hypothèse (2.13),

|g2(z)| = |f(z)e−iγz| = |f(z)| eγy ≤ Aeγ|z| dans le quatrième quadrant,

le principe de Phragmén-Lindelöf 2.1.5 appliqué à la fonction g2 dans le quatrième quadrant
avec M := B > 0, C := A > 0, c := γ > 0 et 0 < α := 1 < π

π
2

= 2 donne

|g2(z)| = |f(z)e−iγz| ≤ B dans le quatrième quadrant,
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c’est-à-dire

|f(z)| ≤ Be−γy = Beγ|y| dans le quatrième quadrant. (2.17)

En rassemblant (2.16) et (2.17), on a la première partie.
Montrons la seconde partie du lemme. Si f est une fonction vérifiant les conditions

de b), alors la fonction g1 définie dans C par

g1(z) := f(z)eiγz

est bornée par B sur le demi-axe réel positif et par une constante C sur le demi-axe
imaginaire positif. De fait, f étant de type exponentiel γ par hypothèse, il existe une
constante C strictement positive telle que

|f(z)| ≤ Ceγ|z|, z ∈ C. (2.18)

Dès lors, on a
• si z = x ≥ 0, alors |g1(x)| = |f(x)eiγx| = |f(x)| ≤ B vu l’hypothèse (2.15) ;
• si z = iy avec y ≥ 0, alors |g1(iy)| = |f(iy)e−γy| ≤ Ceγye−γy = C vu (2.18).

Comme on a aussi, vu (2.18),

|g1(z)| = |f(z)eiγz| = |f(z)| e−γy ≤ Ceγ|z| dans le premier quadrant,

le principe de Phragmén-Lindelöf 2.1.5 appliqué à la fonction g1 dans le premier quadrant
affirme que celle-ci est bornée dans le premier quadrant. De la même manière, on obtient
que la fonction g1 est bornée dans le deuxième quadrant. Il s’ensuit que

|g1(z)| ≤ C ′ dans {z ∈ C : =z ≥ 0},

pour une certaine constante C ′ strictement positive. Dès lors, comme la fonction g1 est
bornée par B sur l’axe réel, le principe de Phragmén-Lindelöf 2.1.5 appliqué à la fonction
g1 dans {z ∈ C : =z ≥ 0} montre que

|g1(z)| ≤ B dans {z ∈ C : =z ≥ 0},

c’est-à-dire
|f(z)| ≤ Beγy = Beγ|y| dans {z ∈ C : =z ≥ 0},

vu la définition de g1. En procédant de manière analogue avec la fonction g2 définie dans C
par g2(z) := f(z)e−iγz pour {z ∈ C : =z ≤ 0}, on obtient la thèse.

Démontrons à présent un résultat de la théorie des fonctions holomorphes qui nous sera
utile dans la démonstration du lemme 2.2.18. Il est dû à J. Jensen.

Juste pour le plaisir, nous commençons par démontrer l’inégalité de Jensen dont nous
ne nous servirons pas dans ce texte.
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Proposition 2.2.7 (Inégalité de Jensen). a) Soit D(0, R) le disque ouvert de centre
0 et de rayon R et soit f une fonction non nulle holomorphe dans un ouvert contenant
D(0, R). Soient N ∈ N0 et z1, z2, . . . , zN les zéros de f dans D(0, R) répétés selon leur
multiplicité. Alors

|f(0)| ≤ sup
|z|=R

|f(z)|
N∏

n=1

|zn|
R

.

b) Supposons de plus que f(0) 6= 0. Alors on trouve aussi couramment l’inégalité de Jensen
sous la forme ∫ R

0

τ(x)

x
dx ≤ ln

(
sup
|z|=R

|f(z)|
)
− ln |f(0)|,

où τ(x) est le nombre de zéros de f comptés avec leur multiplicité dans le disque fermé de
centre 0 et de rayon x.

Démonstration. Montrons la première partie. Considérons les fonctions

g(z) := RN

N∏
n=1

zn − z

R2 − znz

et
F (z) :=

f(z)

g(z)
.

Comme on a R2 − znz = 0 ⇔ z = R2

zn
si zn 6= 0 et |z| =

∣∣∣R2

zn

∣∣∣ > R puisque |zn| < R,

la fonction g est définie et holomorphe sur un ouvert contenant D(0, R). De plus, comme
les fonctions f et g ont les mêmes zéros avec la même multiplicité dans D(0, R), la fonc-
tion F est elle aussi définie et holomorphe sur un ouvert contenant le disque fermé D(0, R).
Ensuite, on a

|F (z)| = |f(z)| si |z| = R.

En effet, si on écrit z sous la forme z = Reiθ, on a

|g(z)| =
N∏

n=1

R|zn − z|
|R2 − znz| =

N∏
n=1

|zn −Reiθ|
|R− zneiθ| = 1

car zn −Reiθ = zn − Re−iθ = −e−iθ(R − zneiθ). Le principe du maximum implique alors
que

|F (z)| ≤ sup
|z|≤R

|F (z)| = sup
|z|=R

|F (z)| = sup
|z|=R

|f(z)| si |z| ≤ R.

En particulier, en z = 0, ceci donne

|F (0)| ≤ sup
|z|=R

|f(z)|.
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Donc, vu la définition de F,

|f(0)| ≤ sup
|z|=R

|f(z)| |g(0)| = sup
|z|=R

|f(z)|
N∏

n=1

|zn|
R

.

c’est-à-dire la thèse.
Passons maintenant à la seconde partie. Si τ(x) est le nombre de zéros de f dans le disque
fermé de centre 0 et de rayon x, alors on a

N∑
n=1

ln

(
R

|zn|
)

=
N∑

n=1

∫ R

|zn|

dx

x
=

∫ R

0

τ(x)

x
dx,

la dernière égalité ayant été obtenue comme suit. Quitte à les renuméroter, on peut supposer
que les zéros z1, . . . , zn de f dans D(0, R) soient ordonnés de la manière suivante :

0 < |z1| ≤ |z2| ≤ ... ≤ |zN | < R.

On a alors
N∑

n=1

∫ R

|zn|

dx

x
=

N−1∑
n=1

n

∫ |zn+1|

|zn|

dx

x
+ N

∫ R

|zN |

dx

x
,

ce qu’on peut réécrire
N∑

n=1

∫ R

|zn|

dx

x
=

N∑
n=0

n

∫ |zn+1|

|zn|

dx

x
,

où z0 := 0 et zN+1 = R. Nous remplaçons alors cette dernière somme par la fonction τ(x)
sous l’intégrale, exprimant ainsi qu’on intègre autant de fois sur l’intervalle ]zn, zn+1[ qu’il
y a de zéros dans le disque {z ∈ C : |z| ≤ x} quel que soit x dans l’intervalle ]zn, zn+1[,
c’est-à-dire n fois. On a donc obtenu

N∑
n=1

ln

(
R

|zn|
)

=

∫ R

0

τ(x)

x
dx, (2.19)

ce qu’il nous fallait.
Dès lors, vu la première partie, on obtient

ln |f(0)| ≤ ln

(
sup
|z|=R

|f(z)|
N∏

n=1

|zn|
R

)
= ln

(
sup
|z|=R

|f(z)|
)

+
N∑

n=1

ln

( |zn|
R

)

= ln

(
sup
|z|=R

|f(z)|
)
−

N∑
n=1

ln

(
R

|zn|
)

= ln

(
sup
|z|=R

|f(z)|
)
−

∫ R

0

τ(x)

x
dx,

d’où la conclusion.
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Rappelons maintenant une conséquence de la formule intégrale de Cauchy qui nous
servira dans la preuve de la formule de Jensen. Pour plus de détail à ce propos, voir par
exemple [1].

Proposition 2.2.8 (Propriété de la moyenne). Si f est une fonction holomorphe sur
un ouvert Ω de C, si z0 ∈ Ω et si 0 < r < d(z0,C \ Ω), alors

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)dθ.

Voici un calcul qui nous servira par la suite.

Lemme 2.2.9. On a ∫ π
2

0

ln(sin x)dx = −π

2
ln 2.

Démonstration. Notons I =
∫ π

2

0
ln(sin x)dx. On a

I =

∫ π
2

0

ln(cos(
π

2
− y))dy =

∫ π
2

0

ln(cos x)dx

vu le changement de variable y = π
2
− x et

I =

∫ π
2

0

ln(sin(π − y))dy =

∫ π

π
2

ln(sin x)dx

vu le changement de variable y = π − x. Dès lors, on a

I =
1

2

(∫ π
2

0

ln(sin x)dx +

∫ π

π
2

ln(sin x)dx

)
=

1

2

∫ π

0

ln(sin x)dx

et

2I =

∫ π
2

0

ln(sin x)dx +

∫ π
2

0

ln(cos x)dx

=

∫ π
2

0

ln(sin x cos x)dx =

∫ π
2

0

ln

(
sin 2x

2

)
dx

=

∫ π
2

0

ln(sin 2x)dx− π

2
ln 2 =

1

2

∫ π

0

ln(sin y)dy − π

2
ln 2 = I − π

2
ln 2

vu ce qui précède et le changement de variable x = y
2
. On conclut aussitôt.

Le résultat suivant est également tiré de la théorie des fonctions de variables complexes.
Celui-ci justifie entre autre l’existence de l’intégrale

∫ 2π

0
ln |f(Reiθ)|dθ lorsque la fonction

f est holomorphe sur un ouvert contenant le disque fermé D(0, R) et qu’elle ne s’annule
pas sur le disque ouvert D(0, R).
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Lemme 2.2.10. Soit R > 0 et soit D(0, R) le disque ouvert de centre 0 et de rayon R.
Si f est une fonction holomorphe dans un ouvert Ω contenant D(0, R) ne s’annulant pas
sur D(0, R), alors

ln |f(0)| = 1

2π

∫ 2π

0

ln |f(Reiθ)|dθ.

Démonstration. Si f ne s’annule pas sur le cercle C(0, R) = ∂D(0, R), le résultat découle
directement de la propriété de la moyenne 2.2.8 appliquée à la fonction ln |f | en 0.
Supposons maintenant que f a exactement un zéro simple a = Reiα sur C(0, R). Alors il
existe une fonction g holomorphe sur Ω telle que g(a) 6= 0 et f(z) = (z − a)g(z) sur Ω.
Dès lors, la fonction g ne s’annule pas sur D(0, R) et vu la propriété de la moyenne 2.2.8
appliquée à la fonction ln |g| en 0, on a

ln |g(0)| = 1

2π

∫ 2π

0

ln |g(Reiθ)|dθ =
1

2π

∫ 2π

0

(
ln |f(Reiθ)| − ln |Reiθ −Reiα|) dθ.

La fonction ln |Reiθ −Reiα| est intégrable sur ]0, 2π[ car si r ∈]0, 1[, on a

lim
θ→α

|θ − α|r
∣∣ln |R(eiθ − eiα)|

∣∣ = lim
θ→α

|θ − α|r
∣∣∣ln

∣∣∣Rei( θ+α
2

)
(
ei( θ−α

2
) − ei(α−θ

2
)
)∣∣∣

∣∣∣

= lim
θ→α

|θ − α|r
∣∣∣∣ln

∣∣∣∣2R sin

(
θ − α

2

)∣∣∣∣
∣∣∣∣ = 0.

Comme la fonction ln |g(Reiθ)| = ln |f(Reiθ)| − ln |Reiθ − Reiα| est aussi intégrable sur
l’intervalle ]0, 2π[, il s’ensuit que la fonction ln |f(Reiθ)| est intégrable sur ]0, 2π[ et on peut
écrire

ln |g(0)| = 1

2π

∫ 2π

0

ln |f(Reiθ)|dθ − 1

2π

∫ 2π

0

ln |Reiθ −Reiα|dθ.

Dès lors, comme on a

ln |g(0)| = ln |f(0)| − ln |a| = ln |f(0)| − ln R,

si on montre que
1

2π

∫ 2π

0

ln |Reiθ −Reiα|dθ = ln R,

alors on a la conclusion.
Tout d’abord, on a

1

2π

∫ 2π

0

ln |Reiθ −Reiα|dθ = ln R +
1

2π

∫ 2π

0

ln |eiθ − eiα|dθ.
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Ensuite,
∫ 2π

0

ln |eiθ − eiα|dθ =

∫ 2π

0

ln |eiα(1− ei(θ−α))|dθ =

∫ 2π−α

−α

ln |1− eix|dx

=

∫ 2π

0

ln |1− eix|dx =

∫ 2π

0

ln |e ix
2 (e

−ix
2 − e

ix
2 )|dx

=

∫ 2π

0

ln
∣∣∣2 sin

x

2

∣∣∣ dx = 2π ln 2 +

∫ 2π

0

ln
(
sin

x

2

)
dx

= 2π ln 2 + 2

∫ π

0

ln
(
sin

x

2

)
dx = 2π ln 2 + 4

∫ π
2

0

ln(sin y)dy

= 2π ln 2 + 4(−π

2
ln 2) = 0,

où on a successivement fait le changement de variable θ = x + α, utilisé le fait que la
fonction ln |1 − eix| est 2π-périodique, fait le changement de variable x = 2y et utilisé le
lemme 2.2.9.
Montrons le cas général. Comme f est holomorphe sur un ouvert contenant D(0, R) ne
s’annulant pas sur D(0, R), la fonction a au plus un nombre fini de zéros sur C(0, R). En
effet, sinon il existe une suite (zn)n∈N0 de C(0, R) telle que f(zn) = 0 pour tout n ∈ N0

et telle que zn 6= zm si n 6= m. Comme il s’agit d’une suite bornée, par le théorème
de Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite convergente vers un point de
C(0, R), ce qui est impossible car la fonction f serait alors identiquement nulle sur Ω. Notons
a1 = Reiα1 , . . . , aN = ReiαN les zéros de f dans C(0, R) répétés selon leur multiplicité. Il
existe alors une fonction h holomorphe sur l’ouvert Ω de f telle que

h(ai) 6= 0 pour i = 1, . . . , N

f(z) = (z − a1) . . . (z − aN)g(z) sur Ω.

Dès lors, de la même manière que dans la première partie, on obtient

ln |f(0)| −N ln R =
1

2π

∫ 2π

0

ln |f(Reiθ)|dθ −
N∑

i=1

1

2π

∫ 2π

0

ln |Reiθ −Reiαi|dθ.

On peut montrer de manière analogue à la première partie que

1

2π

∫ 2π

0

ln |Reiθ −Reiαi|dθ = ln R, pour i = 1, . . . , N.

D’où la thèse.

Voici maintenant la formule de Jensen dont nous nous servirons par la suite.

Proposition 2.2.11 (Formule de Jensen). Soit R > 0 et soit D(0, R) le disque ouvert
de centre 0 et de rayon R. Si f une fonction non nulle holomorphe dans un ouvert contenant
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D(0, R), alors

ln

∣∣∣∣
Dmf(0)

m!

∣∣∣∣ + m ln R = −
∫ R

0

τ(x)

x
dx +

1

2π

∫ 2π

0

ln |f(Reiθ)|dθ,

où m est l’ordre de 0 comme zéro de f et τ(x) est le nombre de zéros de f comptés avec
leur multiplicité dans le disque fermé de centre 0 et de rayon x privé du point 0.

Démonstration. Comme la fonction f est non nulle et holomorphe sur D(0, R), elle ne
possède qu’un nombre fini de zéros dans D(0, R). Soient alors z1, . . . , zN les zéros de f
dans D(0, R) \ {0} répétés selon leur multiplicité. Considérons les fonctions

g(z) :=
(−z)m

Rm

N∏
n=1

R(zn − z)

R2 − znz

et
F (z) :=

f(z)

g(z)
.

Par le même argument que dans la preuve de l’inégalité de Jensen, la fonction F est
holomorphe sur un ouvert contenant D(0, R) et ne possède pas de zéros dans D(0, R). Dès
lors, vu le lemme 2.2.10 appliqué à la fonction ln |F (z)| en 0, on a

ln |F (0)| = 1

2π

∫ 2π

0

ln |F (Reiθ)|dθ. (2.20)

De plus, de la même manière que dans la preuve de l’inégalité de Jensen, on a

|F (z)| = |f(z)| si |z| = R. (2.21)

Ensuite, si l’on écrit

F (z) =
f(z)

g1(z)g2(z)

avec

g1(z) :=
1

Rm

N∏
n=1

R(z − zn)

R2 − znz
et g2(z) = (−z)m,

on obtient que

ln |F (0)| = ln

∣∣∣∣
(

f

g2

)
(0)

∣∣∣∣− ln |g1(0)| = ln

∣∣∣∣
(

f

g2

)
(0)

∣∣∣∣ + m ln R +
N∑

n=1

ln

(
R

|zn|
)

.

Dès lors, vu l’égalité (2.19) obtenue dans la preuve de l’inégalité de Jensen et vu (2.20) et
(2.21), on a

ln

∣∣∣∣
(

f

g2

)
(0)

∣∣∣∣ + m ln R = −
∫ R

0

τ(x)

x
dx +

1

2π

∫ 2π

0

ln |f(Reiθ)|dθ,
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où τ(x) est le nombre de zéros de f dans le disque fermé de centre 0 et de rayon x privé
du point 0. De là, si on montre que

(
f

g2

)
(0) =

Dmf(0)

m!
,

la démonstration est finie. En fait ceci résulte directement de la formule de Taylor. En
effet, celle-ci donne

f(z) =
+∞∑

l=0

zl

l!
Dlf(0) =

+∞∑

l=m

zl

l!
Dlf(0) si z ∈ D(0, R)

en tenant compte du fait que 0 est un zéro de f de multiplicité m. D’où
(

f

g2

)
(z) =

f(z)

zm
=

+∞∑

l=m

zl−m

l!
Dlf(0) si z ∈ D(0, R).

En prenant cette égalité en z = 0, on a la conclusion.

Rappelons ici une conséquence importante du théorème d’Arzela-Ascoli concernant les
fonctions holomorphes : le théorème de Montel. Tout d’abord, voici quelques définitions
pour mettre les choses au point.

Définition 2.2.12. Si Ω est un ouvert de Rn, un sous-ensemble F de C0(Ω) est dit borné
si pour tout compact K de Ω, il existe une constante strictement positive CK telle que

sup
f∈F

sup
K
|f | ≤ CK .

Définition 2.2.13. Si Ω est un ouvert de C, un sous-ensemble F de C0(Ω) est dit borné
s’il est borné comme sous-ensemble de C0(Ω).

Définition 2.2.14. Une suite de O(Ω) est dite bornée si l’ensemble de ses éléments l’est.

Définition 2.2.15. Une suite (fn)n∈Z de O(Ω) converge dans O(Ω) vers un élément f de
O(Ω) si les fonctions fn convergent uniformément vers f sur tout compact de Ω.

Théorème 2.2.16 (Montel). Si Ω est un ouvert de C, toute suite bornée de O(Ω) possède
une sous-suite convergente dans O(Ω).

Nous ne donnons pas ici la démonstration de ce résultat. Elle se trouve par exemple
dans [14].

Rappelons la définition des limites supérieures et inférieures d’une suite de nombres
réels.

Définition 2.2.17. Si (rm)m∈N est une suite de nombres réels, alors

lim sup
m→+∞

rm := lim
M→+∞

sup
m≥M

rm
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et
lim inf
m→+∞

rm := lim
M→+∞

inf
m≥M

rm.

Le résultat suivant, bien que plus faible que le théorème 2.2.5, contient l’essentiel de
la démonstration de ce théorème. Nous faisons remarquer que c’est ici qu’apparaît pour la
première fois l’hypothèse γ ∈]0, π[. Nous l’utilisons une seule fois, à la fin de la démons-
tration, après l’application de la formule de Jensen. Cette hypothèse nous suivra tout au
long des résultats postérieurs.

Théorème 2.2.18. Soient L > 0, δ > 0 et 0 < γ < π. Alors il existe une constante
strictement positive M telle que

|f(x)| ≤ M, x ≥ 0,

pour toute suite de nombres complexes (λn)n>L vérifiant (2.11) et (2.12) et pour toute
fonction f holomorphe dans un ouvert contenant {z ∈ C : <z ≥ 0} et vérifiant

|f(z)| ≤ eγ|z|, <z ≥ 0, (2.22)
|f(λn)| ≤ 1, n > L, (2.23)

f |R(x) = O(1), x → +∞. (2.24)

Démonstration. Soient L, δ, γ fixés. On doit montrer qu’il existe une constante M telle
que |f(x)| ≤ M, x ≥ 0, pour toute suite (λn)n>L vérifiant (2.11) et (2.12) et pour toute
fonction f holomorphe dans un ouvert contenant {z ∈ C : <z ≥ 0} vérifiant (2.22), (2.23)
et (2.24). Procédons par l’absurde et supposons que pour tout ν ∈ N0, il existe une suite
(λ

(ν)
n )n>L vérifiant (2.11) et (2.12) et une fonction fν vérifiant les conditions de l’énoncé

telles que
cν := sup

x≥0
|fν(x)| > ν.

Comme pour tout ν ∈ N0, on a

|fν(z)| ≤ eγ|z|, <z ≥ 0 et |fν(x)| ≤ cν , x ≥ 0,

avec cν > 1, la première partie du lemme 2.2.6 affirme que pour tout ν ∈ N0, on a

|fν(z)| ≤ cνe
γ|y|, <z ≥ 0. (2.25)

Ensuite, par définition de la borne supérieure, pour tout ν ∈ N0, il existe xν ≥ 0 tel que

|fν(xν)| ≥ cν − cν

ν
. (2.26)

Il s’ensuit que fν(xν) → +∞ si ν → +∞ et par conséquent, vu l’hypothèse (2.22), que
xν → +∞ si ν → +∞. Cela étant, pour tout ν ∈ N0, définissons la fonction φν par

φν(z) :=
fν(z + [xν ])

cν

, où [xν ] désigne la partie entière de xν .
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Cette fonction est définie et holomorphe dans un ouvert contenant {z ∈ C : <z ≥ −[xν ]}.
Montrons qu’elle vérifie

|φν(z)| ≤ eγ|y|, <z ≥ −[xν ]; (2.27)

1− 1

ν
≤ sup

x∈[0,1]

|φν(x)| ≤ 1; (2.28)

|φν(µ
(ν)
n )| ≤ 1

cν

, n > L− [xν ], où µ(ν)
n := λ

(ν)
n+[xν ] − [xν ]. (2.29)

L’inégalité 2.27 est immédiate vu l’inégalité (2.25) et la définition de φν . Ensuite, vu l’in-
égalité (2.26) et les définitions de φν et de cν , on a

sup
x∈[0,1]

|φν(x)| = 1

cν

sup
x∈[0,1]

|fν(x + [xν ])| ≥ 1

cν

|fν(xν)| ≥ 1− 1

ν
,

|φν(x)| ≤ 1, x ≥ 0,

d’où la double inégalité 2.28. Enfin, vu l’hypothèse (2.23), on a

|φν(µ
(ν)
n )| = 1

cν

|fν(µ
(ν)
n + [xν ])| = 1

cν

|fν(λ
(ν)
n+[xν ])| ≤

1

cν

,

si n > L− [xν ] et l’inégalité (2.29) est vérifiée.
Pour tout m ∈ N0, considérons maintenant l’ouvert

Ωm := {z ∈ C : <z > −m}.
Soit m = 1. Alors il existe N1 ∈ N0 tel que pour tout ν ≥ N1, on a Ω1 ⊂ Ων , donc tel que
la fonction φν soit holomorphe dans l’ouvert Ω1 pour tout ν ≥ N1. La suite (φν)ν≥N1

est
bornée dans O(Ω1). En effet, si K est un compact fixé de Ω1, par l’inégalité (2.27), on a

|φν(z)| ≤ eγ|y|, ∀ν ≥ N1, ∀z ∈ K

vu que K ⊂ Ω1 ⊂ Ων , pour tout ν ≥ N1. Dès lors, on a

sup
ν≥N1

sup
z∈K

|φν(z)| ≤ sup
ν≥N1

sup
z∈K

eγ|y| = sup
z∈K

eγ|y| = CK .

Vu le théorème de Montel 2.2.16, il existe donc une sous-suite de (φν)ν≥N1
qui converge

dans O(Ω1). Soit (φk1(ν))ν≥N1
cette sous-suite et soit F1 sa limite. Soit m = 2. Alors il existe

N2 ∈ N0 tel que pour tout ν ≥ N2, la fonction φν est holomorphe dans l’ouvert Ω2. De la
même manière que dans le cas m = 1, la suite

(
φk1(ν)

)
ν≥N2

est bornée dans O(Ω2). Dès
lors, vu le théorème de Montel, on peut en extraire une sous-suite convergente dans O(Ω2).
Soit (φk2(ν))ν≥N2

cette sous-suite et soit F2 sa limite. Par unicité de la limite, on a F2 = F1

dans Ω1. Soit m = 3. Alors il existe N3 ∈ N0 tel que pour tout ν ≥ N3, la fonction φν

soit holomorphe dans l’ouvert Ω3. De la même manière que dans les cas précédents, la
suite

(
φk2(ν)

)
ν≥N3

est bornée dans O(Ω3). Dès lors, vu le théorème de Montel, on peut en
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extraire une sous-suite convergente dans O(Ω3). Soit (φk3(ν))ν≥N3
cette sous-suite et soit F3

sa limite. Par unicité de la limite, on a F3 = F2 dans Ω2. En continuant de cette manière,
on construit une suite de fonctions (Fm)m∈N0 telles que

Fm ∈ O(Ωm),

Fm+1 = Fm dans Ωm.

Définissons alors la fonction ϕ dans C par

ϕ := Fm dans Ωm.

Vu ce qui précède, cette définition a un sens et ϕ est une fonction entière. De plus, vu les
inégalités (2.27) et (2.28), par passage à la limite, on a

|ϕ(z)| ≤ eγ|y|, z ∈ C, (2.30)
sup

x∈[0,1]

|ϕ(x)| = 1. (2.31)

Par ailleurs, quitte à passer à une sous-suite, on peut supposer que pour tout n ∈ Z,
(µ

(ν)
n )ν∈N0 est une suite convergente. En effet, on a

|µ(ν)
n − n| = |λ(ν)

n+[xν ] − (n + [xν ])| ≤ L, n > L− [xν ], (2.32)

et comme pour tout n fixé, il existe ν ∈ N0 tel que n > L − [xν ], la suite (µ
(ν)
n )ν∈N0 est

bornée. Notons µn sa limite. Ainsi, vu l’inégalité (2.29), par passage à la limite, on a

ϕ(µn) = 0 ∀n ∈ Z. (2.33)

De plus, comme pour tout ν ∈ N0, on a (2.32) et

|µ(ν)
n − µ(ν)

m | = |λ(ν)
n+[xν ] − λ

(ν)
m+[xν ]| ≥ δ, ∀n,m > L− [xν ], n 6= m,

par passage à la limite, la suite (µn)n∈Z vérifie

|µn − n| ≤ L, n ∈ Z, (2.34)
|µn − µm| ≥ δ, n 6= m, (2.35)

d’où elle est de densité uniforme 1.
Ensuite, d’une part, comme ϕ est une fonction entière non nulle vu (2.31), la formule de
Jensen 2.2.11 appliquée à la fonction ϕ donne

∫ R

1

τ(x)

x
dx =

∫ R

0

τ(x)

x
dx−

∫ 1

0

τ(x)

x
dx

=
1

2π

∫ 2π

0

ln |ϕ(Reiθ)|dθ −m ln R− 1

2π

∫ 2π

0

ln |ϕ(eiθ)|dθ, (2.36)
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pour tout R > 0, où m est l’ordre de 0 comme zéro de ϕ et τ(x) est le nombre de zéros de ϕ
dans le disque fermé de centre 0 et de rayon x privé du point 0. Ensuite, vu l’inégalité (2.30),
on a

1

2π

∫ 2π

0

ln |ϕ(Reiθ)|dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

γR| sin θ|dθ =
γR

π

∫ π

0

sin θ dθ =
2γR

π
, ∀R > 0.

On a donc obtenu que

1

R

∫ R

1

τ(x)

x
dx ≤ 2γ

π
−m

ln R

R
− 1

2πR

∫ 2π

0

ln |ϕ(eiθ)|dθ, ∀R > 0.

Dès lors, il vient

lim sup
R→+∞

1

R

∫ R

0

τ(x)

x
dx ≤ 2γ

π
< 2. (2.37)

car γ < π.
D’autre part, vu (2.34), si x > L, on a

|µ0| = |µ0 − 0| ≤ L < x,

|µi| = |µi − i|+ i ≤ L + i ≤ x

|µ−i| = |µ−i + i|+ i ≤ L + i ≤ x,

pour 0 < i ≤ [x− L]. Vu (2.33) et vu (2.35), il s’ensuit que

τ(x) ≥ 2[x− L] + 1− 1 > 2(x− L− 1) si x > L,

en tenant compte du fait qu’on a peut-être un des µn, n = −[x−L], . . . , 0, . . . , [x−L], qui
vaut zéro. Dès lors, si R > L, on obtient

∫ R

1

τ(x)

x
dx =

∫ L

0

τ(x)

x
dx +

∫ R

L

τ(x)

x
dx−

∫ 1

0

τ(x)

x
dx

≥
∫ R

L

τ(x)

x
dx−

∫ 1

0

τ(x)

x
dx

≥
∫ R

L

2(x− L− 1)

x
dx−

∫ 1

0

τ(x)

x
dx

= 2(R− L)− 2(L + 1)(ln R− ln L)−
∫ 1

0

τ(x)

x
dx,

donc

lim sup
R→+∞

1

R

∫ R

1

τ(x)

x
dx ≥ lim sup

R→+∞

(
2− 2(L + 1)

ln R

R

)
= 2,

ce qui nous amène à une contradiction vu (2.37) et le théorème est ainsi établi.
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Rappelons les résultats suivants. Ils nous serons utiles dans la preuve du théorème 2.2.5.

Proposition 2.2.19. Si (rm)m∈N est une suite de nombres réels, alors

lim inf
m→+∞

rm ≤ lim sup
m→+∞

rm.

Proposition 2.2.20. Soit (rm)m∈N une suite de nombres réels. Si

lim inf
m→+∞

rm = lim sup
m→+∞

rm = R ∈ R ∪ {−∞, +∞},

alors limm→+∞ rm existe et vaut R.

A présent, nous pouvons passer à la démonstration du théorème 2.2.5 dont l’énoncé est
rappelé ici : Soient L > 0, δ > 0 et γ ∈]0, π[. Alors il existe une constante M strictement
positive telle que

|f(z)| ≤ Meγ|y|, <z ≥ 0,

pour toute suite de nombres complexes (λn)n>L vérifiant (2.11) et (2.12) et pour toute
fonction f holomorphe dans un ouvert contenant le demi-plan {z ∈ C : <z ≥ 0} et
vérifiant

|f(z)| ≤ eγ|z|, γ < π, (2.38)
|f(λn)| ≤ 1, n > L. (2.39)

Démonstration du théorème 2.2.5. Soit f une fonction vérifiant les conditions de l’énoncé.
Posons ρ := lim supx→+∞

ln |f(x)|
x

. Si f(x) = 0, on convient de poser ln |f(x)| = −∞.
Montrons qu’on peut supposer que ρ est un nombre réel. En effet, premièrement, supposons
que ρ = +∞. Par conséquent, comme

(
supx≥M

ln |f(x)|
x

)
M∈N0

est une suite décroissante, on
aurait

sup
x≥M

ln |f(x)|
x

= +∞, pour tout M ≥ 0.

Comme, par hypothèse, on a |f(z)| ≤ eγ|z| pour tout z ∈ C, on aurait également

γ = sup
x≥M

ln(eγ|x|)
x

= +∞,

ce qui impossible. Deuxièmement, supposons que ρ = −∞. Par conséquent, vu les propo-
sitions 2.2.19 et 2.2.20, on aurait

lim
x→+∞

ln |f(x)|
x

= −∞

donc nécessairement
lim

x→+∞
|f(x)| = 0.
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Dès lors, les hypothèses du théorème 2.2.18 sont vérifiées et celui-ci donne

|f(x)| ≤ M, x ≥ 0,

où la constante M peut être choisie indépendamment de la fonction f. Dès lors, la première
partie du lemme 2.2.6 montre que

|f(z)| ≤ sup{M, 1} eγ|y|, <z ≥ 0.

Comme la constante M est indépendante de la fonction f, on a la thèse. Nous pouvons
donc maintenant supposer que ρ est un nombre réel.
Soit a > ρ+|ρ|

2
et soit ε > 0 tel que ε < a et ε < π−γ

2
. Considérons les fonctions

gν(z) := f(z)e−az

ν∑
p=0

(εz)p

p!
, ν ∈ N0

définies et holomorphes dans un ouvert contenant {z ∈ C : <z ≥ 0}. Pour tout ν ∈ N0,
on a ∣∣∣∣∣

ν∑
p=0

(εz)p

p!

∣∣∣∣∣ ≤
ν∑

p=0

εp|z|p
p!

≤ eε|z|.

Il s’ensuit alors que

|gν(z)| ≤ |f(z)e−az| eε|z| ≤ eγ|z|e−a<zeε|z| ≤ e(γ+ε)|z| ≤ eκ|z|, <z ≥ 0,

où κ := γ+π
2

< π, vu l’hypothèse (2.38) et la définition de ε. Si on pose <λn = αn et
=λn = βn, alors

|gν(λn)| ≤ |f(λn)| e−aαneε|λn| ≤ eε|βn| ≤ eεL, n > L,

vu l’hypothèse (2.39) et vu que ε|λn| − aαn ≤ ε(αn + |βn|)− εαn = ε|βn| ≤ εL, si n > L.
En effet, si n > L, on a αn = <λn ≥ 0 vu la condition (2.11) et

|βn| = |=λn| = |=(λn − n)| ≤ |λn − n| ≤ L,

également vu (2.11). De plus, gν(x) → 0 si x → +∞ avec a, ε et ν fixés. En effet, comme
on a toujours a > ρ, quel que soit 0 < δ < a− ρ, il existe M ∈ N0 tel que

ρ < sup
x≥M

ln |f(x)|
x

< a− δ,

donc tel que
ln |f(x)|

x
< a− δ, ∀x ≥ M.

Par conséquent, on a
|f(x)| ≤ exae−xδ, ∀x ≥ M.
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Dès lors, il vient

|gν(x)| ≤ |f(x)|e−ax

∣∣∣∣∣
ν∑

p=0

(εx)p

p!

∣∣∣∣∣ ≤ e−δx

∣∣∣∣∣
ν∑

p=0

(εx)p

p!

∣∣∣∣∣ , ∀x ≥ M, ∀ν ∈ N0

et comme le second membre de cette inégalité tend vers 0 lorsque x tend vers +∞, on a
bien gν(x) → 0 si x → +∞, pour tout ν ∈ N0. En particulier, comme, quel que soit ν ∈ N0,
gν est une fonction continue, elle est bornée sur le demi axe réel positif.
Les fonctions e−εLgν satisfont donc les conditions du théorème 2.2.18 si on remplace γ par
κ. Il s’ensuit que

e−εL|gν(x)| ≤ M, x ≥ 0,

où la constante M est indépendante de f, L, ν, ε et a. Dès lors,

e−εL|f(x)|e−axeεx ≤ M, x ≥ 0,

car gν(z) → f(z)e−azeεz si ν → +∞. Donc

|f(x)| ≤ e(a−ε)xeεLM, x ≥ 0.

Deux cas sont alors possibles : ρ > 0 et ρ ≤ 0. Supposons que ρ > 0. Il n’y a pas de
restriction à supposer avoir 0 < ε < ρ. Si on laisse tendre a vers ρ, on obtient

|f(x)| ≤ e(ρ−ε)xeεLM, x ≥ 0.

Il s’ensuit que

ρ = lim sup
x→+∞

ln |f(x)|
x

≤ lim sup
x→+∞

(ρ− ε)x + εL + ln M

x
= ρ− ε,

ce qui est absurde car on a ε > 0. On a donc montré que ρ ≤ 0. On peut donc laisser
tendre a et ε vers 0, ce qui donne

|f(x)| ≤ M, x ≥ 0.

Dès lors, la première partie du lemme 2.2.6 appliquée à la fonction f avec A = 1 et B = M
montre que

|f(z)| ≤ M ′eγ|y|, <z ≥ 0 où M ′ := sup{M, 1},
c’est-à-dire la thèse.

Le résultat suivant est un corollaire du théorème 2.2.5. Ce résultat est très proche
du premier théorème de Duffin-Schaeffer. C’est à lui seul que nous ferons appel dans la
démonstration de celui-ci.
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Corollaire 2.2.21. Soient L > 0, δ > 0, A > 0 et 0 < γ < π. Alors il existe une constante
strictement positive N telle que

|f(x)| ≤ N si x ≥ A2

π − γ
,

pour toute suite de nombres complexes (λn)n>L vérifiant (2.11) et (2.12) et pour toute
fonction f holomorphe dans un ouvert contenant {z ∈ C : <z ≥ 0} vérifiant

|f(z)| ≤ Aeγ|z|, <z ≥ 0, (2.40)
|f(λn)| ≤ 1, n > L. (2.41)

Démonstration. Si A ≤ 1, le résultat est immédiat par application du théorème 2.2.5.
Supposons donc que A > 1. Soient β := 2 ln A

π−γ
et τ := βA. Montrons que la fonction g

définie dans {z ∈ C : <z ≥ 0} par

g(z) :=
z

z + τ
f(z)

vérifie les hypothèses du théorème 2.2.5. Premièrement,

|g(z)| ≤ β
1

τ
|f(z)| ≤ A−1Aeγ|z| = eγ|z| si |z| ≤ β, <z ≥ 0.

vu l’hypothèse (2.40). Deuxièmement,

|g(z)| ≤ |f(z)| ≤ Aeγ|z| ≤ eκ|z|, si |z| ≥ β, <z ≥ 0,

où κ := π+γ
2

< π. Nous avons utilisé ici le fait que |z| ≥ β implique que A ≤ e
π−γ

2
|z| vu la

définition de β. Comme γ < κ, on a bien les hypothèses du théorème 2.2.5 à condition de
remplacer γ par κ. Il s’ensuit que

|g(z)| ≤ Meγ|y|, <z ≥ 0,

où la constante M ne dépend pas de g donc pas de f , et il vient

|g(x)| ≤ M, x ≥ 0.

Comme f(x) = x+τ
x

g(x) pour x 6= 0, on a

|f(x)| ≤ x + τ

x
M ≤ 2M si x ≥ τ = βA =

2A ln A

π − γ
> 0

Montrons qu’on a 2 ln A < A. On aura alors la conclusion en notant N = 2M. Considérons
la fonction h définie sur R+

0 par

h(x) := 2 ln x− x.

La dérivée de celle-ci est alors la fonction Dh(x) = 2
x
− 1. Celle-ci s’annule uniquement en

x = 2, prend des valeurs positives pour des valeurs de x inférieures à 2 et prend des valeurs
négatives pour des valeurs positives de x supérieures à 2. Ceci montre que la fonction h
admet un maximum en x = 2. Comme h(2) = −0, 61 . . . , il s’ensuit que h(x)<0 pour tout
x ∈ R+

0 , c’est-à-dire 2 ln x < x pour tout x ∈ R+
0 , ce qu’il nous fallait.
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2.2.3 Premier théorème de Duffin et Schaeffer

Dans ce paragraphe, nous démontrons le premier théorème de Duffin et Schaeffer,
comme annoncé plus haut. Remarquons que l’hypothèse γ < π dont nous avions besoin
plus haut avec une suite de densité uniforme 1 devient γ < πd lorsqu’on travaille avec une
suite de densité uniforme d > 0.

Théorème 2.2.22 (Duffin-Schaeffer 1). Soit γ > 0 et soit (λn)n∈Z une suite séparée de
densité uniforme d avec d > γ

π
. Alors il existe une constante strictement positive N telle

que
|f(z)| ≤ Neγ|y| sup

n∈Z
|f(λn)|, z ∈ C,

pour toute fonction f entière de type exponentiel γ.

Démonstration. Séparons la rédaction de la démonstration en les deux cas suivants.
• Cas d = 1.

Soit une suite (λn)n∈Z et une fonction f vérifiant les conditions du théorème. Si
l’ensemble {f(λn) : n ∈ Z} n’est pas borné, alors le résultat est immédiat. Sinon, on
peut supposer avoir |f(λn)| ≤ 1, ∀n ∈ Z. En effet, si R := supn∈Z |f(λn)| = 0, alors
c’est immédiat. Sinon, il suffit de considérer la fonction 1

R
f . La thèse devient alors

|f(z)| ≤ Neγ|y|,

avec N une constante indépendante de f.
Par définition d’une suite de densité uniforme 1, il existe L > 0 et δ > 0 tels que

|λn − n| ≤ L,∀n ∈ Z (2.42)
|λn − λm| ≥ δ, ∀n,m ∈ Z, n 6= m. (2.43)

En particulier, la suite (λn)n>L vérifie les conditions (2.11) et (2.12).
Définissons la fonction f̃ sur C par

f̃(z) := f(−z), z ∈ C.

Montrons que les fonctions f et f̃ satisfont aux hypothèses du corollaire 2.2.21 avec
respectivement les suites (λn)n>L et (µn)n>L, avec αn := −λ−n, pour tout n > L. Par
hypothèse, f est de type exponentiel γ donc par définition, il existe une constante
strictement positive A telle que

|f(z)| ≤ Aeγ|z|, z ∈ C,

et on a aussitôt
|f̃(z)| = |f(−z)| ≤ Aeγ|−z| = Aeγ|z|, z ∈ C.
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D’où l’hypothèse (2.40) est vérifiée. L’ hypothèse (2.41) est vérifiée également vu ce
qui précède, à condition que la suite (αn)n>L vérifie (2.11) et (2.12). C’est le cas
puisque

|αn − n| = | − λ−n − n| = |λ−n + n| ≤ L, n > L,

|αn − αm| = | − λ−n + λ−m| ≥ δ, n, m > L, n 6= m,

vu (2.42) et (2.43). Dès lors, on déduit du corollaire 2.2.21 qu’il existe des constantes
strictement positives N ′ et N ′′ telles que

|f(x)| ≤ N ′ et |f̃(x)| ≤ N ′′ si x ≥ A2

π − γ
.

Il s’ensuit que

|f(x)| ≤ sup{N ′, N ′′}, |x| ≥ A2

π − γ
.

Comme f est une fonction entière, sa restriction à R est une fonction continue et on
en déduit finalement qu’il existe une constante C telle que

|f(x)| ≤ C, x ∈ R.

La seconde partie du lemme 2.2.6 montre alors que

|f(z)| ≤ Ceγ|y|, z ∈ C.

Dès lors, tout revient à montrer que la constante C peut être choisie indépendamment
de la fonction f. Si m ∈ N0, la fonction z 7→ gm(z) := f(z −m) satisfait à l’inégalité

|gm(z)| = |f(z −m)| ≤ Ceγ|y| ≤ Ceγ|z|, z ∈ C.

Comme elle vérifie aussi

|gm(µn)| = |f(λn)| ≤ 1, ∀n ∈ Z
en les points de la suite µn := λn−m + m, n ∈ Z, et comme

|µn − n| = |λn−m − (n−m)| ≤ L, n ∈ Z,

|µn − µ′n| = |λn−m − λn′−m| ≥ δ, n 6= n′,

le corollaire 2.2.21 montre que

|gm(x)| ≤ N, x ≥ C2

π − γ
,

où la constante N est indépendante de gm, c’est à dire de f et de m. On en déduit
que

|f(x)| = |gm(x + m)| ≤ N, x ≥ −m +
C2

π − γ
.

38



Chapitre 2. Suites de densité uniforme, fonctions entières de type exponentiel
et frames d’exponentielles

Comme m a été choisi arbitrairement, il vient

|f(x)| ≤ N, ∀x ∈ R.

La conclusion découle alors d’une seconde application de la deuxième partie du lemme
2.2.6 à la fonction f .

• Cas d 6= 1.
Soit une suite (λn)n∈Z et une fonction f vérifiant les conditions du théorème. Alors
la suite (dλn)n∈Z est de densité uniforme 1. Considérons la fonction F définie dans C
par

F (z) := f
(z

d

)
.

Comme f est une fonction entière de type exponentiel γ, il existe une constante A
strictement positive telle que

|f(z)| ≤ Aeγ|z|, z ∈ Z.

Il s’ensuit que la fonction F est entière et vérifie

|F (z)| = |f
(z

d

)
| ≤ Aeγ

|z|
d = Aeγ′|z|, z ∈ Z.

où γ′ = γ
d

< π. De plus, on a

|F (dλn)| = |f(λn)|.

Comme dans le premier cas, quitte à travailler avec la fonction 1
R
F, avec R :=

supn∈Z |f(λn)|, on peut supposer avoir |F (dλn)| ≤ 1. Vu le cas d = 1, il existe
une constante strictement positive N indépendante de F donc de f telle que

|F (z)| ≤ Neγ′|y|, z ∈ C,

donc telle que
|f

(z

d

)
| ≤ Neγ′|y|, z ∈ C.

En écrivant z′ = z
d
, =z′ = y′ = y

d
, on obtient

|f(z′)| ≤ Neγ′d|y′| = Neγ|y′|, z′ ∈ C.

ce qui permet de conclure.
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2.3 Lien avec les frames d’exponentielles

Comme la suite
(

1√
2π

eint
)

n∈Z
est orthonormée totale dans L2(] − π, π[), la suite de

fonctions (eint)n∈Z est une frame sur L2(] − π, π[) de bornes A = B = 2π. En effet, vu la
formule de Parseval pour les suites orthonormées totales, on a

‖f‖2
L2(]−π,π[) =

∑

n∈Z
|〈f, eint〉L2(]−π,π[)|

2
=

∑

n∈Z

∣∣∣∣
∫ π

−π

f(t)
e−int

√
2π

dt

∣∣∣∣
2

(2.44)

=
1

2π

∑

n∈Z

∣∣∣∣
∫ π

−π

f(t)eintdt

∣∣∣∣
2

, ∀f ∈ L2(]− π, π[).

Plus généralement, étant donné un intervalle I de R et une suite (λn)n∈Z de nombres
complexes, une frame sur L2(I) de la forme (eiλnt)n∈Z est appelée une frame d’exponentielles
ou une frame de Fourier. On dit que la suite (λn)n∈Z génère la frame (eiλnt)n∈Z sur L2(I).
Remarquons que comme les exponentielles ne sont pas de carré intégrable, l’intervalle I est
nécessairement borné.

Dans leur article "A class of nonharmonic Fourier series" ([7]) de 1952, Duffin et Schaef-
fer proposent d’abord la définition d’une frame d’exponentielles et ensuite seulement la
définition d’une frame dans un espace de Hilbert quelconque telle que nous l’avons donnée
plus haut. Duffin et Schaeffer font une légère distinction entre ces définitions, sans doute
pour faciliter les notations. Voici la définition qu’ils donnent des frames d’exponentielles :

Définition 2.3.1. Soit (λn)n∈Z une suite de nombres complexes et soit γ > 0. La famille
de fonctions (eiλnt)n∈Z est une frame sur L2(]− γ, γ[) s’il existe des constantes strictement
positives A et B telles que

A

∫ γ

−γ

|g(t)|2dt ≤ 1

2π

∑

n∈Z

∣∣∣∣
∫ γ

−γ

g(t)eiλntdt

∣∣∣∣
2

≤ B

∫ γ

−γ

|g(t)|2dt, ∀g ∈ L2(]− γ, γ[).

Les constantes A et B sont les bornes de la frame.

Dans cette troisième partie, nous utiliserons exceptionnellement cette définition. Néan-
moins, nous ferons ponctuellement remarquer les nuances à apporter à chacun des résultats
établis pous les raccorder à la définition générale d’une frame dans un espace de Hilbert.

2.3.1 Equivalence de deux versions du deuxième théorème de Duf-
fin et Schaeffer

Le but de cette partie est de démontrer le deuxième théorème de Duffin-Schaeffer. Dans
ce paragraphe sont données deux versions de ce théorème dont nous allons immédiatement
prouver l’équivalence. La première d’entre elles est relative aux frames d’exponentielles,
la seconde aux fonctions entières de type exponentiel dont la restriction à R appartient
à L2(R), parfois plus simplement appelées fonctions de Paley-Wiener. Ceci montre donc
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comme la théorie des frames d’exponentielles et celle des fonctions entières de type expo-
nentiel dont la restriction à R appartient à L2(R) sont liées.

Théorème 2.3.2 (Duffin-Schaeffer 2). Soit d > 0. Si (λn)n∈Z est une suite séparée de
densité uniforme d, alors la suite de fonctions (eiλnt)n∈Z est une frame sur L2(]−γ, γ[), où
0 < γ < πd.

Théorème 2.3.3 (Duffin-Schaeffer 2’). Soit d > 0 et soit 0 < γ < πd. Si (λn)n∈Z est
une suite séparée de densité uniforme d, alors il existe des constantes strictement positives
A et B telles que

A

∫

R
|f(x)|2dx ≤

∑

n∈Z
|f(λn)|2 ≤ B

∫

R
|f(x)|2dx,

pour toute fonction f entière de type exponentiel γ dont la restriction à R appartient
à L2(R).

Remarque 2.3.4. Les théorèmes 2.3.2 et 2.3.3 sont équivalents et si les constantes A
et B conviennent pour l’un, elles conviennent aussi pour l’autre. En effet, c’est direct vu
le théorème de Paley-Wiener 2.1.4 et la définition d’une frame.

Plus généralement, nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.3.5. Soient γ > 0, A > 0, B > 0 et soit (λn)n∈Z une suite de nombre
complexes. Alors la famille de fonctions (eiλnt)n∈Z est une frame sur L2(]−γ, γ[) de bornes
A et B si et seulement si

A

∫

R
|f(x)|2dx ≤

∑

n∈Z
|f(λn)|2 ≤ B

∫

R
|f(x)|2dx, (2.45)

pour toute fonction f entière de type exponentiel γ dont la restriction à R appartient
à L2(R).

Démonstration. Supposons que (eiλnt)n∈Z soit une frame sur L2(]−γ, γ[) de bornes A et B.
Alors, par définition, on a

A

∫ γ

−γ

|g(t)|2dt ≤ 1

2π

∑

n∈Z

∣∣∣∣
∫ γ

−γ

g(t)eiλntdt

∣∣∣∣
2

≤ B

∫ γ

−γ

|g(t)|2dt, ∀g ∈ L2(]− γ, γ[).

Soit f une fonction entière de type exponentiel γ dont la restriction à R appartient à L2(R).
Alors, vu le le théorème de Paley-Wiener 2.1.4, il existe une fonction g0 ∈ L2(]−γ, γ[) telle
que

f(z) =

∫ γ

−γ

g0(t)e
iztdt, z ∈ C. (2.46)
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Dès lors, vu ce qui précède, on a

A

∫ γ

−γ

|g0(t)|2dt ≤ 1

2π

∑

n∈Z

∣∣∣∣
∫ γ

−γ

g0(t)e
iλntdt

∣∣∣∣
2

≤ B

∫ γ

−γ

|g0(t)|2dt,

donc
A

∫

R
|f(x)|2dx ≤

∑

n∈Z
|f(λn)|2 ≤ B

∫

R
|f(x)|2dx,

vu 2.47 et vu le théorème de Plancherel.
Montrons la réciproque. Soit g ∈ L2(] − γ, γ[). Vu le théorème de Paley-Wiener 2.1.4,

la fonction f définie sur C par

f(z) :=

∫ γ

−γ

g(t)eiztdt (2.47)

est une fonction entière de type exponentiel γ dont la restriction à l’axe réel appartient à
L2(R). Par conséquent, vu l’hypothèse, on a

A

∫

R
|f(x)|2dx ≤

∑

n∈Z
|f(λn)|2 ≤ B

∫

R
|f(x)|2dx,

donc

2πA

∫ γ

−γ

|g(t)|2dt ≤
∑

n∈Z

∣∣∣∣
∫ γ

−γ

g(t)eiλntdt

∣∣∣∣
2

≤ 2πB

∫ γ

−γ

|g(t)|2dt,

vu (2.47) et vu le théorème de Plancherel, ce qui permet de conclure.

Remarque 2.3.6. Dans cette proposition, comme signalé plus haut, la définition des
frames d’exponentielles utilisée est celle de Duffin et Schaeffer. Cela permet de faire cor-
respondre les constantes A et B du théorème 2.3.2 avec celles du théorème 2.3.3, ce qui
facilite grandement les notations des démonstrations qui suivront dans ce paragraphe. Re-
marquons ici que si nous avions choisi la définition générale des frames dans un espace de
Hilbert, les constantes A et B de ces deux théorèmes se seraient correspondues seulement
à un facteur 2π près.

Remarque 2.3.7. Comme nous ne travaillons qu’avec des séries absolument convergentes,
dans le théorème 2.3.2, il suffit en fait de supposer qu’une permutation de la suite (λn)n∈Z
soit de densité uniforme. Ceci écarte le problème soulevé dans la remarque 2.2.3, pour ce
qui nous concerne tout au moins.

Pour faciliter la démonstration du deuxième théorème de Duffin et Schaeffer, nous avons
besoin de plusieurs résultats auxiliaires.
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2.3.2 Résultats auxiliaires

Lemme 2.3.8. Soit γ > 0 et soit (eiλnt)n∈Z une frame sur L2(] − γ, γ[). Si M est une
constante positive et (µn)n∈Z une suite telle que |µn − λn| ≤ M, pour tout n ∈ Z, alors il
existe une constante strictement positive C telle que

∑

n∈Z
|f(µn)|2 ≤ C

∑

n∈Z
|f(λn)|2,

pour toute fonction f entière de type exponentiel γ dont la restriction à R appartient
à L2(R).

Démonstration. Désignons par A et B les bornes de la frame (eiλnt)n∈Z. La proposition
2.3.5 montre alors que

A

∫

R
|f(x)|2dx ≤

∑

n∈Z
|f(λn)|2 ≤ B

∫

R
|f(x)|2dx, (2.48)

pour toute fonction f entière de type exponentiel γ dont la restriction à R appartient
à L2(R).
Montrons que si f est une fonction entière de type exponentiel γ dont la restriction à R
appartient à L2(R) et si ρ est un nombre strictement positif donné, alors

∑

n∈Z
|f(µn)− f(λn)|2 ≤ T

∑

n∈Z
|f(λn)|2, (2.49)

où T := B
A
(e

γ2

ρ2 − 1)(eM2ρ2 − 1).
Supposons que f soit une fonction satisfaisant ces conditions. Le théorème de Taylor montre
alors que

f(µn)− f(λn) =
+∞∑

k=1

Dkf(λn)

k!
(µn − λn)k, ∀n ∈ Z.

En multipliant haut et bas par ρk dans le second membre, l’inégalité de Cauchy-Schwarz
donne

|f(µn)− f(λn)|2 ≤
(

+∞∑

k=1

|Dkf(λn)|2
k!ρ2k

)(
+∞∑

k=1

|µn − λn|2kρ2k

k!

)

≤
(

+∞∑

k=1

|Dkf(λn)|2
k!ρ2k

)(
+∞∑

k=1

(Mρ)2k

k!

)

=

(
+∞∑

k=1

|Dkf(λn)|2
k!ρ2k

)
(eM2ρ2 − 1), ∀n ∈ Z, (2.50)

vu que |µn − λn| ≤ M pour tout n ∈ Z par hypothèse. Ensuite, vu la proposition 2.1.7,
la fonction Dkf est une fonction entière de type exponentiel γ et sa restriction à l’axe réel
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appartient à L2(R). Ainsi, vu ce qui précède, la fonction Dkf satisfait l’inégalité (2.48)
quel que soit k ∈ N, c’est-à-dire

A

∫

R
|Dkf(x)|2dx ≤

∑

n∈Z
|Dkf(λn)|2 ≤ B

∫

R
|Dkf(x)|2dx, ∀k ∈ N.

Dès lors, on a
∑

n∈Z
|Dkf(λn)|2 ≤ B

∫

R
|Dkf(x)|2dx ≤ Bγ2k

∫

R
|f(x)|2dx, ∀k ∈ N,

en utilisant l’inégalité (2.6) de la proposition 2.1.7. Comme la fonction f satisfait (2.48)
également, il est clair que

∑

n∈Z
|Dkf(λn)|2 ≤ Bγ2k

A

∑

n∈Z
|f(λn)|2, ∀k ∈ N. (2.51)

En rassemblant les inégalités (2.50) et (2.51), on obtient

∑

n∈Z
|f(µn)− f(λn)|2 ≤

∑

n∈Z

(
+∞∑

k=1

|Dkf(λn)|2
k!ρ2k

)
(eM2ρ2 − 1)

≤
+∞∑

k=1

Bγ2k

Ak!ρ2k

∑

n∈Z
|f(λn)|2(eM2ρ2 − 1)

=
B

A
(e

γ2

ρ2 − 1)(eM2ρ2 − 1)
∑

n∈Z
|f(λn)|2,

ce qu’il nous fallait.
Dès lors, on a

√∑

n∈Z
|f(µn)|2 ≤

√∑

n∈Z
(|f(µn)− f(λn)|+ |f(λn)|)2

≤
√∑

n∈Z
|f(µn)− f(λn)|2 +

√∑

n∈Z
|f(λn)|2

≤
√

T
∑

n∈Z
|f(λn)|2 +

√∑

n∈Z
|f(λn)|2 =

(√
T + 1

) √∑

n∈Z
|f(λn)|2,

pour tout ρ > 0 et pour toute fonction f entière de type exponentiel γ dont la restriction à
R appartient à L2(R), où on a utilisé successivement l’inégalité de Minkowski et l’inégalité
(2.49). On a donc obtenu que

∑

n∈Z
|f(µn)|2 ≤ C

∑

n∈Z
|f(λn)|2,
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avec C :=
(√

T + 1
)2

, pour tout ρ > 0 et pour toute fonction entière de type exponentiel γ
dont la restriction à R appartient à L2(R). D’où la conclusion.

Le lemme 2.3.8 montre l’existence de la constante B du théorème de Duffin et Schaeffer.
Nous détaillerons ceci plus loin.

Le résultat suivant montre que la classe des frames d’exponentielles est stable pour des
"petits" déplacements des λn.

Lemme 2.3.9. Soit γ > 0 et soit (eiλnt)n∈Z une frame sur L2(] − γ, γ[). Alors il existe
η > 0 tel que (eiµnt)n∈Z soit une frame sur L2(] − γ, γ[) lorsque |µn − λn| ≤ η, pour tout
n ∈ Z.

Démonstration. Vu la démonstration du lemme 2.3.8, on sait que, pour tout M > 0 tel
que |µn − λn| ≤ M pour tout n ∈ Z, pour tout ρ > 0 et pour toute fonction f entière de
type exponentiel γ dont la restricion à R appartient à L2(R), on a

∑

n∈Z
|f(µn)− f(λn)|2 ≤ T

∑

n∈Z
|f(λn)|2,

avec
T =

B

A
(e

γ2

ρ2 − 1)(eM2ρ2 − 1),

où A et B sont les bornes de la frame (eiλnt)n∈Z. Dès lors, dans les mêmes conditions, grâce
aux inégalités de Minkowski et de Cauchy-Schwarz, on obtient

√∑

n∈Z
|f(λn)|2 ≤

√
T

∑

n∈Z
|f(λn)|2 +

√∑

n∈Z
|f(µn)|2. (2.52)

Soit maintenant η = M = 1
ρ
. Dans ce cas, on a

T =
B

A
(e

γ2

ρ2 − 1)(eM2ρ2 − 1) =
B

A
(e

γ2

ρ2 − 1)(e− 1),

donc T → 0 quand ρ → +∞. Choisissons ρ assez grand pour avoir T < 1
4
. Dans ce cas, on

a
∑

n∈Z
|f(λn)|2 ≤ 4

∑

n∈Z
|f(µn)|2.

vu l’inégalité (2.52). Dès lors, la proposition 2.3.5 montre que

A

4

∫

R
|f(x)|2dx ≤

∑

n∈Z
|f(µn)|2. (2.53)

Ensuite, le lemme 2.3.8 nous donne une constante C > 0 telle que
∑

n∈Z
|f(µn)|2 ≤ C

∑

n∈Z
|f(λn)|2,
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et donc, vu l’inégalité (2.45) de la proposition 2.3.5, on a

∑

n∈Z
|f(µn)|2 ≤ CB

∫ +∞

−∞
|f(x)|2dx. (2.54)

En rassemblant les inégalités (2.53) et (2.54), on a obtenu que

A

4

∫

R
|f(x)|2dx ≤

∑

n∈Z
|f(µn)|2 ≤ CB

∫ +∞

−∞
|f(x)|2dx,

pour toute fonction entière de type exponentiel γ dont la restriction à R appartient à
L2(R), lorsque |µn − λn| ≤ η, pour η suffisamment petit. La conclusion découle alors de la
proposition 2.3.5.

La preuve de l’existence de la constante A dans les théorèmes 2.3.2 et 2.3.3 dépend de
plusieurs résultats. Le premier n’est autre que le premier théorème de Duffin et Schaeffer
démontré dans la section précédente.

Le lemme suivant est donné sous une forme plus forte que nécessaire pour la suite de ce
texte car il présente un intérêt qui lui est propre. Pour démontrer ce résultat, nous aurons
besoin du premier théorème de Duffin et Schaeffer établi précédemment. Remarquons que
celui-ci impose l’hypothèse γ ∈]0, πd[.

Lemme 2.3.10. Soit A2 = 〉{1, eiθ, e2iθ, . . .}〈L
2(]−π,π[)

et soit γ > 0. Si f est une fonction
entière de type exponentiel γ telle que Dkf(0) 6= 0 ∀k ∈ N et si la suite (λn)n∈Z est de
densité uniforme d, avec d > γ

π
, alors l’ensemble de fonctions {f(λneiθ) : n ∈ Z} est

d’enveloppe linéaire dense dans A2.

Démonstration. Soit g ∈ A2 tel que

〈f(λne
iθ), g〉L2(]−π,π[) = 0 ∀n ∈ Z. (2.55)

La démonstration consiste à montrer que g = 0 presque partout dans ]− π, π[.
Comme la suite

(
1√
2π

eikt
)

k∈Z
est orthonormée totale dans L2(] − π, π[), la fonction g,

appartenant à L2(] − π, π[), se développe en série trigonométrique de Fourier dans cet
espace :

g(θ) =
+∞∑

k=−∞
cke

ikθ avec ck =
1

2π
〈g, eikθ〉L2(]−π,π[) ∀k ∈ Z.

Par ailleurs, par définition de l’ensemble A2, il existe des coefficients dk, k ∈ Z, tels que

N∑
ν=0

dke
ikθ −−−−−−→

L2(]−π,π[)
g(θ) si N → +∞,
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avec
∑+∞

ν=0 |dk|2 < ∞. On en tire que ck = 0 pour tout k < 0. Il reste donc à montrer que
ck = 0 pour tout k ≥ 0. Soit F une fonction définie dans le plan complexe par

F (z) :=

∫ π

−π

f(zeiθ)ḡ(θ)dθ. (2.56)

Comme f est une fonction entière de type exponentiel γ, il en est de même pour F . De
fait,

|F (z)| ≤
∫ π

−π

|f (
zeiθ

) | |ḡ(θ)| dx ≤ A

∫ π

−π

|ḡ(θ)| dθ eγ|z|.

De plus, on a

F (λn) =

∫ π

−π

f(λne
iθ)ḡ(θ)dθ = 〈f(λne

iθ), g〉L2(]−π,π[) = 0 ∀n ∈ Z,

vu (2.55) et il s’ensuit que la fonction F est identiquement nulle par le premier théorème
de Duffin et Schaeffer 2.2.22. Par conséquent, en dérivant les deux membres de l’égalité
(2.56), on obtient

DkF (0) =

∫ π

−π

Dkf(0)eikθḡ(θ)dθ = 0, ∀k ∈ N,

vu le théorème de dérivation des intégrales paramétriques. Et comme Dkf(0) 6= 0 ∀k ∈ N
par hypothèse, on obtient

ck =
1

2π
〈g, eikθ〉 =

1

2π

∫ π

−π

eikθḡ(θ)dθ = 0, ∀k ≥ 0,

d’où la conclusion.

Voici le dernier résultat dont nous aurons besoin pour la preuve de l’existence de la
constante A du deuxième théorème de Duffin et Schaeffer. C’est à lui seul que nous ferons
appel dans la démonstration de ce théorème.

Lemme 2.3.11. Soit R tel que 0 < R < π, soit p une fonction holomorphe dans un ouvert
contenant le disque fermé D(0, R) = {z ∈ C : |z| ≤ R} et soit (λn)n∈Z une suite séparée
de densité uniforme 1. Pour tout nombre strictement positif h, il existe un entier N et des
nombres a−N , ..., a0, ..., aN tels que

p(z)−
N∑

n=−N

aneiλnz =
∑

k∈N
bkz

k, si |z| ≤ R (2.57)

|bk| ≤ h

Rk
, |an| ≤ N. (2.58)

De plus, étant donnés h, R, p, L, δ, le même N convient pour toutes les suites (λn)n∈Z
satisfaisant à

|λn − n| ≤ L, ∀n ∈ Z, (2.59)
|λn − λm| ≥ δ, ∀n,m ∈ Z, n 6= m. (2.60)
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Démonstration. Montrons la première partie. Fixons h > 0. La fonction f définie dans le
plan complexe par f(z) := eiRz est entière de type exponentiel R. En effet, on a

|f(z)| = |eiRz| = e−Ry ≤ eR|y| ≤ eR|z|, z ∈ C.

Comme on a aussi Dkf(0) = (iR)k 6= 0 ∀k ∈ N, la fonction f vérifie les hypothèses du
lemme 2.3.10 en remplaçant γ par R et donc, par application de celui-ci, l’ensemble de
fonctions

{f(λneiθ) : n ∈ Z} = {eiRλneiθ

: n ∈ Z}
est d’enveloppe linéaire dense dans A2 = 〉{1, eiθ, e2iθ, . . .}〈L

2(]−π,π[)
.

Par ailleurs, la fonction θ 7→ p(Reiθ) définie dans ] − π, π[ appartient à A2. En effet, le
développement de Taylor appliqué à la fonction p en 0 donne

p(z) =
+∞∑
m=0

zm

m!
(Dmp)(0), z ∈ D(0, R)

et comme Reiθ ∈ D(0, R) si θ ∈]− π, π[, on a

p(Reiθ) =
+∞∑
m=0

Rmeimθ

m!
(Dmp)(0), θ ∈]− π, π[.

Par conséquent, vu ce qui précède, il existe un entier M et des nombres a−M , . . . , a0, . . . , aM

tels que si

τ(Reiθ) = p(Reiθ)−
M∑

n=−M

aneiλnReiθ

,

alors √∫ π

−π

|τ(Reiθ)|2dθ ≤ h. (2.61)

Ensuite, comme la fonction z → τ(z) = p(z) − ∑M
n=−M ane

iλnz est holomorphe dans un
ouvert contenant le disque D(0, R), le théorème de Taylor pour les fonctions holomorphes
affirme que la série de Taylor de τ en l’origine

τ(z) = p(z)−
M∑

n=−M

aneiλnz =
∑

k∈N
bkz

k

converge dans le disque fermé D(0, R). Ainsi, en utilisant la formule intégrale de Cauchy,
on a

|bk| =

∣∣∣∣
(Dkτ)(0)

k!

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

2iπ

∫

|z|=R

τ(z)

zk+1
dz

∣∣∣∣ =
1

2π

∣∣∣∣
∫ π

−π

τ(Reiθ)

(Reiθ)k+1
iReiθdθ

∣∣∣∣

≤ 1

2π

1

Rk

∫ π

−π

|τ(Reiθ)|dθ ≤ 1√
2π

1

Rk

√∫ π

−π

|τ(Reiθ)|2dθ ≤ 1√
2π

1

Rk
h ≤ h

Rk
,
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vu l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité (2.61). En posant an = 0 pour M < |n| ≤ N
et en choisissant N assez grand, on a la conclusion de la première partie.

La preuve de la seconde partie se fait par l’absurde. Soient h, R, p, L, δ fixés et
supposons qu’il n’existe pas de N qui convienne pour toute suite (λn)n∈Z satisfaisant à
(2.59) et (2.60). Alors ∀j ∈ N0, il existe une suite (λ

(j)
n )n∈Z satisfaisant à (2.59) et (2.60)

telle que le plus petit entier N = N(j) pour lequel on a (2.57) et (2.58) pour certains a
(j)
n

et b
(j)
k satisfait

N(j) > j. (2.62)

Comme on a
|λ(j)

n − n| ≤ L, ∀n ∈ N, ∀j ∈ N0,

la suite (λ
(j)
n )j∈N0

est une suite bornée. On peut donc en extraire une sous-suite convergente.
Pour faciliter les notations, on note encore cette sous-suite (λ

(j)
n )j∈N0

. Désignons par λ
(0)
n

sa limite. La suite (λ
(0)
n )n∈Z vérifie bien sûr (2.59) et (2.60), ce qui implique qu’elle est de

densité uniforme 1. Dès lors, vu la preuve de la première partie, il existe N0 et des nombres
a

(0)
−N0

, . . . , a
(0)
0 , . . . , a

(0)
N0

tels que
√√√√

∫ π

−π

∣∣∣∣∣p(Reiθ)−
N0∑

n=−N0

a
(0)
n eiλ

(0)
n Reiθ

∣∣∣∣∣

2

dθ ≤ h,

avec
|a(0)

n | ≤ N0, n = 0,±1,±2, ...,±N0.

La somme finie
N0∑

n=−N0

a(0)
n eiλnReiθ

est une fonction continue en les 2N0 + 1 variables λn donc il existe J ∈ N0 tel que
√√√√

∫ π

−π

∣∣∣∣∣p(Reiθ)−
N0∑

n=−N0

a
(0)
n eiλ

(j)
n Reiθ

∣∣∣∣∣

2

dθ ≤ h,

pour tout j ≥ J. Mais alors, vu la preuve de la première partie, on a N0(j) = N0 < j
lorsque j ≥ J , ce qui contredit l’inégalité (2.62). D’où la thèse.

2.3.3 Deuxième théorème de Duffin et Schaeffer

Nous allons à présent passer à la démonstration du deuxième théorème de Duffin et
Schaeffer annoncée au début de ce paragraphe. Nous rappelons ici l’énoncé de ce théorème
afin de faciliter la lecture : Si d > 0 et si (λn)n∈Z est une séparée suite de densité uniforme d,
alors la suite de fonctions (eiλnt)n∈Z est une frame sur L2(]− γ, γ[), où 0 < γ < πd.
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Démonstration du deuxième théorème de Duffin et Schaeffer 2.3.2. Séparons la rédaction
de la démonstration en deux parties distinctes : la preuve de l’existence de la constante B
et ensuite celle de la constante A.
-Montrons l’existence de la constante B.
Soit (λn)n∈Z une suite de densité uniforme d > 0. Soit 0 < γ < πd.

• Cas d = 1.
Comme on sait, vu plus haut, que la suite de fonctions (eint)n∈Z est une frame sur
L2(] − π, π[), cet ensemble est aussi une frame sur L2(] − γ, γ[). Ensuite, comme on
a |λn − n| ≤ L pour un certain L strictement positif par définition d’une suite de
densité uniforme 1, le lemme 2.3.8 nous donne une constante C > 0 telle que

∑

n∈Z
|f(λn)|2 ≤ C

∑

n∈Z
|f(n)|2,

pour toute fonction f entière de type exponentiel γ dont la restriction à R appartient
à L2(R). La conclusion découle alors directement de la proposition 2.3.5.

• Cas d 6= 1.
En fait, nous allons montrer un résultat plus fort, c’est-à-dire que si les théorèmes
2.3.2 et 2.3.3 sont vrais pour d = 1, alors ils le sont aussi pour d 6= 1. Il suffit bien
sûr de le montrer pour le théorème 2.3.2.
Comme (λn)n∈Z est une suite de densité uniforme d > 0, il est clair que la suite
(dλn)n∈Z est de densité uniforme 1.
Posons γ′ = γ

d
. Ainsi, on a 0 < γ′ < π. Par hypothèse, (eidλnt)n∈Z est une frame sur

L2(]− γ′, γ′[), c’est à dire qu’il existe A et B tels que

A

∫ γ′

−γ′
|g(t)|2dt ≤ 1

2π

∑

n∈Z

∣∣∣∣∣
∫ γ′

−γ′
g(t)eidλntdt

∣∣∣∣∣

2

≤ B

∫ γ′

−γ′
|g(t)|2dt, ∀g ∈ L2(]− γ′, γ′[).

Soit h ∈ L2(]− γ, γ[). En considérant le changement de variables t = dx, on a
∫ γ

−γ

h(t)eiλntdt =

∫ γ′

−γ′
h(dx)eidλnxd dx

et ∫ γ

−γ

|h(t)|2dt =

∫ γ′

−γ′
|h(dx)|2d dx.

La fonction g définie dans ]− γ′, γ′[ par g(x) = h(dx) appartient à L2(]− γ′, γ′[). Vu
ce qui précède, on a alors

A

∫ γ′

−γ′
|g(t)|2dt ≤ 1

2π

∑

n∈Z

∣∣∣∣∣
∫ γ′

−γ′
g(t)eidλntdt

∣∣∣∣∣

2

≤ B

∫ γ′

−γ′
|g(t)|2dt,

c’est-à-dire

A

∫ γ

−γ

|h(t)|2dt ≤ 1

2πd

∑

n∈Z

∣∣∣∣
∫ γ

−γ

h(t)eiλntdt

∣∣∣∣
2

≤ B

∫ γ

−γ

|h(t)|2dt,
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ce qui conclut la preuve.
-Montrons l’existence de la constante A.
Vu la première partie de la démonstration, il suffit de faire la preuve pour le cas d = 1.
Etant donné une suite (λn)n∈Z de densité uniforme 1, considérons

λ(ν)
n = λn+ν − ν, n, ν ∈ Z.

Ainsi, ∀ν ∈ Z, la suite (λ
(ν)
n )n∈Z vérifie

|λ(ν)
n − n| = |λn+ν − ν − n| ≤ L,

|λ(ν)
n − λ(ν)

m | = |λn+ν − λm+ν | ≥ δ > 0, n 6= m.

La suite (λ
(ν)
n )n∈Z est donc aussi de densité uniforme 1, quel que soit ν ∈ Z. Définissons les

p, R, h provenant du lemme 2.3.11 par

p(z) := 1; R :=
1

2
(γ + π); h :=

1

2R
(R− γ).

Ainsi, la deuxième partie du lemme 2.3.11 affirme que pour des a
(ν)
n , b

(ν)
k et N convenables,

nous avons

1−
N∑

n=−N

a(ν)
n eiλ

(ν)
n x =

∑

k∈N
b
(ν)
k xk, |x| ≤ R; |b(ν)

k | ≤ h

Rk
; |a(ν)

n | ≤ N,

et la même constante N convient pour toutes les suites (λ
(ν)
n )n∈Z, ν ∈ Z. Si on considère

les fonctions ψν , ν ∈ Z, définies sur le disque ouvert D(0, R) par

ψν(x) = eiνx − eiνx
∑

k∈N
b
(ν)
k xk, |x| < R,

on a, vu ce qui précède,

ψν(x) =
N∑

n=−N

a(ν)
n eiνx+iλ

(ν)
n x =

N∑
n=−N

a(ν)
n eiλn+νx, ∀ν ∈ Z. (2.63)

pour |x| < R. Par ailleurs, si quel que soit ν ∈ Z, on définit

ξν(x) := eiνx
∑

k∈N
b
(ν)
k xk, |x| < R,

on obtient
ψν(x) = eiνx − ξν(x), ∀ν ∈ Z.

Pour faciliter la lecture du reste de cette démonstration, on utilisera les notations suivantes,
pour φ, g ∈ L2(]− γ, γ[) :

(φ, g) =
1

2π

∫ γ

−γ

φ(x)g(x)dx et ‖g‖ =

√
1

2π

∫ γ

−γ

|g(x)|2dx.
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Etant donnée une fonction g ∈ L2(] − γ, γ[), on étend la définition de g dans ] − π, π[ en
la supposant nulle en dehors de ] − γ, γ[. Dès lors, la relation de Parseval (2.45) prend la
forme

‖g‖2 =
∑

ν∈Z
|(eiνx, g)|2. (2.64)

Ensuite, comme R > γ et |b(ν)
k | ≤ h

Rk , pour tout ν ∈ Z, la série

ξν(x) := eiνx
∑

k∈N
b
(ν)
k xk

converge uniformément sur [−γ, γ]. Il s’ensuit que ξν est continu sur [−γ, γ] donc appartient
à L2(]− γ, γ[). Dès lors, on a

∫ γ

−γ

ξ(ν)(x)g(x)dx =

∫ γ

−γ

eiνx

(∑

k∈N
b
(ν)
k xk

)
g(x)dx =

∑

k∈N
b
(ν)
k

∫ γ

−γ

eiνxxkg(x)dx, ∀ν ∈ Z,

vu la définition de ξν et vu le théorème de la convergence majorée avec
∣∣∣∣∣e

iνx

(
m∑

k=0

b
(ν)
k xk

)
g(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑

k=0

b
(ν)
k xk

∣∣∣∣∣ |g(x)| ≤ h
∑

k∈N

( |x|
R

)k

|g(x)| ∈ L1(]− γ, γ[)

comme fonction intégrable fixe, où on a utilisé l’inégalité |b(ν)
k | ≤ h

Rk , pour tout ν ∈ Z. En
effet, la série

∑

k∈N

( |x|
R

)k

=
1

1− |x|
R

, |x| < γ,

est continue sur [−γ, γ] donc appartient à L2(]− γ, γ[). Ainsi,

(ξν , g) =
∑

k∈N
b
(ν)
k (eiνx, xkg), ∀ν ∈ Z.

En multipliant et en divisant cette série terme à terme par (Rγ)
k
2 , on obtient

(ξ(ν), g) =
∑

k∈N

(
b
(ν)
k (Rγ)

k
2

) (
(eiνx, xkg)

(Rγ)
k
2

)
, ∀ν ∈ Z,

et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

|(ξ(ν), g)|2 ≤
(∑

k∈N

∣∣∣b(ν)
k

∣∣∣
2

(Rγ)k

)(∑

k∈N

|(eiνx, xkg)|2
(Rγ)k

)

≤ h2

(∑

k∈N

( γ

R

)k
)(∑

k∈N

|(eiνx, xkg)|2
(Rγ)k

)

=
h2R

R− γ

∑

k∈N

|(eiνx, xkg)|2
(Rγ)k

, ∀ν ∈ Z,
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où on a utilisé l’inégalité |b(ν)
k | ≤ h

Rk . Remarquons que

‖xkg‖2
=

1

2π

∫ γ

−γ

|xkg(x)|2dx ≤ γ2k 1

2π

∫ γ

−γ

|g(x)|2dx = γ2k‖g‖2. (2.65)

Dès lors, en utilisant successivement la relation de Parseval (2.64), l’inégalité (2.65) et la
définition de h, on a

∑

ν∈Z
|(ξ(ν), g)|2 ≤ h2R

R− γ

∑

ν∈Z

∑

k∈N

|(eiνx, xkg)|2
(Rγ)k

=
h2R

R− γ

∑

k∈N

‖xkg‖2

(Rγ)k

≤ h2R

R− γ

∑

k∈N

γ2k‖g‖2

(Rγ)k
=

h2R

R− γ
‖g‖2

∑

k∈N

( γ

R

)k

= h2

(
R

R− γ

)2

‖g‖2 =
‖g‖2

4
. (2.66)

Comme
eiνx = ψν(x) + ξ(ν)(x), ∀ν ∈ Z,

on a
(eiνx, g) = (ψν , g) + (ξ(ν), g), ∀ν ∈ Z,

et en utilisant les inégalités de Minkowski et de Cauchy-Schwarz, on obtient
√∑

ν∈Z
|(eiνx, g)|2 ≤

√∑

ν∈Z
|(ψν , g)|2 +

√∑

ν∈Z
|(ξ(ν), g)|2,

c’est à dire

‖g‖ ≤
√∑

ν∈Z
|(ψν , g)|2 +

√∑

ν∈Z
|(ξ(ν), g)|2,

vu la relation de Parseval (2.64). Vu l’inégalité (2.66), il vient

‖g‖
2
≤

√∑

ν∈Z
|(ψν , g)|2,

et finalement

‖g‖2

4
≤

∑

ν∈Z
|(ψν , g)|2. (2.67)

Ensuite, vu (2.63), on obtient

(ψν , g) =
N∑

n=−N

a(ν)
n (eiλn+νx, g), ∀ν ∈ Z.
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Les inégalités de Minkowski et de Cauchy-Schwarz et l’estimation des a
(ν)
n montrent alors

que

|(ψν , g)|2 ≤
(

N∑
n=−N

|a(ν)
n ||(eiλn+νx, g)|

)2

≤
N∑

n=−N

N2 .
N∑

n=−N

|(eiλn+νx, g)|2

= (2N + 1)N2

N∑
n=−N

|(eiλn+νx, g)|2.

En sommant, on obtient

∑

ν∈Z
|(ψν , g)|2 ≤ (2N + 1)N2

∑

ν∈Z

N∑
n=−N

|(eiλn+νx, g)|2 = (2N + 1)2N2
∑

k∈Z
|(eiλkx, g)|2

car dans la double somme, la somme n + ν parcourt les entiers précisément 2N + 1 fois.
Finalement, vu (2.67), il vient

‖g‖2 ≤ 4N2(2N + 1)2
∑

k∈Z
|(eiλkx, g)|2,

c’est-à-dire
1

2π

∫ γ

−γ

|g(x)|2dx ≤ 4N2(2N + 1)2

(2π)2

∑

k∈Z

∣∣∣∣
∫ γ

−γ

g(x)eiλkxdx

∣∣∣∣
2

,

où N est indépendant du choix la fonction g ∈ L2(]− γ, γ[). Ceci achève la démonstration.

2.3.4 Compléments au sujet du deuxième théorème de Duffin et
Schaeffer

Une question se pose naturellement après la démonstration du deuxième théorème de
Duffin et Schaeffer : pourquoi est-on limité dans le choix de γ ? En effet, l’hypothèse γ < π
nous est imposée par le premier théorème de Duffin et Schaeffer. Celui-ci étant relatif à
la théorie des fonctions holomorphes, ceci peut paraître étonnant au premier abord. Mais
nous avons montré l’équivalence entre les théorèmes 2.3.2 et 2.3.3, ce qui explique le lien
étroit existant entre les frames d’exponentielles et les fonctions entières de type exponentiel.
Dans cette dernière partie du deuxième chapitre, nous allons montrer qu’en fait, de ce point
de vue, le deuxième théorème de Duffin-Schaeffer ne peut être amélioré. En effet, on peut
trouver des suites (λn)n∈Z de densité uniforme d, d > 0, qui ne génèrent pas de frame sur
L2(]− γ, γ[), γ > π. L’exemple suivant est significatif à ce sujet.

Exemple 2.3.12. La suite (λn)n∈Z := (n)n∈Z est séparée de densité uniforme 1 mais ne
génère pas de frame sur L2(]− γ, γ[), quel que soit γ > π.

On a même la proposition suivante.

54



Chapitre 2. Suites de densité uniforme, fonctions entières de type exponentiel
et frames d’exponentielles

Proposition 2.3.13. Soit d > 0. Alors (e
int
d )n∈Z est une frame sur L2(] − γ, γ[) si et

seulement si γ ∈]0, πd].

Démonstration. La condition est suffisante vu le deuxième théorème de Duffin et Schaeffer.
Montrons la réciproque. Séparons la preuve en les deux cas suivants.

• Cas d = 1.
Soit γ > π. Il existe ε > 0 tel que γ > π + ε. Considérons la fonction φε définie sur
l’intervalle ]− π − ε, π + ε[ par

φε(t) :=




−1 si t < −π + ε
0 si |t| ≤ π − ε
1 si t > π − ε.

Bien sûr, la fonction φε appartient à L2(]− π − ε, π + ε[) et vérifie
∫ π+ε

−π−ε

φε(t)dt = 0.

Montrons qu’elle vérifie également
∫ π+ε

−π−ε

φε(t)e
iztdt =

4i

z
sin(πz) sin(εz), z ∈ C0.

En effet,
∫ π+ε

−π−ε

φε(t)e
iztdt = −

∫ −π+ε

−π−ε

eiztdt +

∫ π+ε

π−ε

eiztdt

=
−eiz(−π+ε) + eiz(−π−ε) + eiz(π+ε) − eiz(π−ε)

iz

= −eiz(π−ε) + e−iz(π−ε)

iz
+

eiz(π+ε) + e−iz(π+ε)

iz

= −2 cos (z(π − ε))

iz
+

2 cos (z(π + ε))

iz

=
4

iz
sin(πz) sin(−εz) =

4i

z
sin(πz) sin(εz), z ∈ C0.

Dès lors, il vient ∫ π+ε

−π−ε

φε(t)e
intdt = 0, pour tout n ∈ Z.

Comme on a également
∫ π+ε

−π−ε

|φε(t)|2dt =

∫ −π+ε

−π−ε

dt +

∫ π+ε

π−ε

dt = 4ε > 0,

la fonction φε ne satisfait pas la condition inférieure des frames.
On a donc montré que la suite (eint)n∈Z n’est pas une frame sur L2(]− π− ε, π + ε[).
Comme γ > π + ε, on a la conclusion.
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• Cas d 6= 1.
Soit γ > πd. Procédons par l’absurde et supposons que (e

int
d )n∈Z soit une frame sur

L2(]− γ, γ[). Il existe donc une constante strictement positive A telle que

A

∫ γ

−γ

|f(t)|2dt ≤
∑

n∈Z

∣∣∣∣
∫ γ

−γ

f(t) e
int
d dt

∣∣∣∣
2

, ∀f ∈ L2(]− γ, γ[).

En utilisant le changement de variable t = dx et en posant g(x) := f(dx) et γ′ := γ
d
,

on obtient

dA

∫ γ′

−γ′
|g(x)|2dx ≤ d2

∑

n∈Z

∣∣∣∣∣
∫ γ′

−γ′
g(x)einxdx

∣∣∣∣∣

2

, ∀g ∈ L2(]− γ′, γ′[),

ce qui est impossible vu la première partie.

En fait, dans la littérature parcourue, nous n’avons rencontré aucun exemple de frame
d’exponentielles sur L2(] − γ, γ[) avec γ > πd, générée par une suite séparée de densité
uniforme d, d > 0. Il est donc légitime de penser que si (λn)n∈Z est une suite séparée de
densité uniforme d, d > 0, et si γ > πd, alors la suite de fonctions (eiλnt)n∈Z n’est pas une
frame sur L2(]− γ, γ[). Mais ceci reste à confirmer ou à infirmer, bien entendu.

Le cas γ = π est discutable. Tout dépend alors de la suite (λn)n∈Z. En effet, les deux
exemples suivants sont assez parlants. Le premier d’entre eux est un résultat maintenant
bien connu.

Exemple 2.3.14. La suite (λn)n∈Z := (n)n∈Z est séparée de densité uniforme 1 et génère
une frame sur L2(]− π, π[).

Le contre-exemple suivant est du à Kadec. Nous n’en ferons pas ici la démonstration.
Pour établir ceci, on peut se référer par exemple au livre "An introduction to nonharmonic
Fourier series" [17] de R.M. Young.

Exemple 2.3.15 (Kadec). La suite (λn)n∈Z définie par

λn :=





n− 1
4
si n > 0

0 si n = 0
n + 1

4
si n < 0

est séparée de densité uniforme 1 mais ne génère pas de frame sur L2(]− π, π[).
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Chapitre 3

Caractérisation d’une classe de frames
d’exponentielles

Nous avons déjà abordé la définition des frames d’exponentielles dans le dernier para-
graphe du chapitre précédent dans le contexte du deuxième théorème de Duffin et Schaeffer.
Rappelons qu’il s’agit d’une frame sur l’espace de Hilbert L2(I) de la forme (eiλnt)n∈Z où
I est un intervalle borné de R et (λn)n∈Z est une suite de nombres complexes.

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’aller plus loin dans le cas d’une suite (λn)n∈Z
de nombres réels. Nous présentons la condition nécessaire et suffisante obtenue par Jaffard
pour qu’une suite d’exponentielles générée par une suite réelle soit une frame.

3.1 Résultats généraux
Vu sa vérification immédiate, nous avons déjà utilisé implicitement la proposition sui-

vante dans le chapitre précédent. Il est bon cependant de l’établir une fois dans ce texte
afin de clarifier les esprits à ce sujet. En outre, nous allons souvent y faire référence dans
ce chapitre.

Proposition 3.1.1. Soient une suite (λn)n∈Z de nombres complexes et γ > 0. Si (eiλnt)n∈Z
est une frame sur L2(]− γ, γ[), alors (eiλnt)n∈Z est aussi une frame sur L2(]− γ′, γ′[) pour
tout γ′ ∈]0, γ].

Démonstration. Soit γ′ ∈]0, γ]. Pour toute fonction f appartenant à L2(] − γ′, γ′[), la
fonction g := fχ]−γ′,γ′[ appartient à L2(]−γ, γ[). Dès lors, en gardant ces notations, comme
par hypothèse, il existe des constantes A et B strictement positives telles que

A

∫ γ

−γ

|g(t)|2dt ≤ 1

2π

∑

n∈Z

∣∣∣∣
∫ γ

−γ

g(t)eiλntdt

∣∣∣∣
2

≤ B

∫ γ

−γ

|g(t)|2dt,

on a

A

∫ γ′

−γ′
|f(t)|2dt ≤

∑

n∈Z

∣∣∣∣∣
∫ γ′

−γ′
f(t)eiλntdt

∣∣∣∣∣

2

≤ B

∫ γ′

−γ′
|f(t)|2dt, ,
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d’où la conclusion.

Remarque 3.1.2. Nous allons nous intéresser uniquement à des suites (λn)n∈Z de nombres
réels distincts. En effet, la discussion suivante règle le cas général. L’intervalle de définition
de la frame correspondante ne change pas si l’on répète un nombre fini de fois le même λn.
Ceci est immédiat. Par contre, si le nombre de répétitions n’est pas fini, alors l’ensemble
de fonctions (eiλnt)n∈Z ne pourra être une frame sur L2(I) pour aucun intervalle I de R.
La proposition suivante démontre cette affirmation.

Proposition 3.1.3. Soit (λn)n∈Z une suite de nombres complexes et soit un intervalle I
de R. Si (eiλnt)n∈Z est une frame sur L2(I), alors la suite (λn)n∈Z contient au plus un
nombre fini de fois le même élément.

Démonstration. Procédons par l’asburde et supposons que la suite (λn)n∈Z contienne une
infinité de fois l’élément λ. Bien sûr, il existe une fonction f appartenant à L2(I), telle que

|〈f, eiλt〉L2(I)|
soit un nombre strictement positif. Ceci implique que la série

∑

n∈J
|〈f, eiλnt〉L2(I)|

2
=

∑

λn 6=λ

|〈f, eiλnt〉L2(I)|
2
+

∑

λn=λ

|〈f, eiλnt〉L2(I)|
2

est non bornée. Or par définition d’une frame, on a également
∑

n∈J
|〈g, eiλnt〉L2(I)|

2 ≤ B‖g‖2
L2(I), ∀g ∈ L2(I),

avec B > 0. D’où on a une contradiction en prenant g = f.

Introduisons ici une notation.

Notation 3.1.4. Soit un intervalle I de R. On désigne par |I| la mesure de I.

Les deux résultats suivants seront utiles pour la suite.

Proposition 3.1.5. Soit une suite (λn)n∈Z de nombres réels. Si (eiλnt)n∈Z est une frame
sur L2(I) pour un intervalle I de R, alors (eiλnt)n∈Z est aussi une frame sur L2(J) pour
tout intervalle J de R vérifiant |J | ≤ |I|.
Démonstration. Vu la proposition 3.1.1, il est clair qu’il suffit de faire la démonstration
pour un intervalle J de R tel que |J | = |I|. Soit J un tel intervalle. Considérons une fonction
g ∈ L2(J). Comme I et J sont des intervalles bornés de R tels que |J | = |I|, J s’écrit

J = I + a

pour un certain réel a. Considérons alors la fonction f définie sur I par

f(x) := g(x + a).
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La fonction f appartient à L2(I) et donc par hypothèse, on a

A

∫

I

|f(x)|2dx ≤
∑

n∈Z

∣∣∣∣
∫

I

f(x)e−iλnxdx

∣∣∣∣
2

≤ B

∫

I

|f(x)|2dx,

où A et B sont des bornes de la frame (eiλnt)n∈Z. Il s’ensuit que

A

∫

I

|g(x + a)|2dx ≤
∑

n∈J

∣∣∣∣
∫

I

g(x + a)e−iλnxdx

∣∣∣∣
2

≤ B

∫

I

|g(x + a)|2dx,

et vu le changement de variables y = x + a, on a

A

∫

J

|g(y)|2dy ≤
∑

n∈J

∣∣∣∣
∫

J

g(y)e−iλn(y−a)dy

∣∣∣∣
2

≤ B

∫

J

|g(y)|2dy,

c’est-à-dire

A

∫

J

|g(y)|2dy ≤
∑

n∈J

∣∣∣∣
∫

J

g(y)e−iλnydy

∣∣∣∣
2

≤ B

∫

J

|g(y)|2dy,

vu que (λn)n∈Z est une suite réelle. La proposition est démontrée.

Proposition 3.1.6. Soient (λn)n∈Z une suite de nombres complexes et I un intervalle
de R. Si a ∈ R0 et si (eiλnt)n∈Z est une frame sur L2(I), alors {ei λn

a
t : n ∈ Z} est une

frame sur L2(aI).

Démonstration. Soit f ∈ L2(aI). La fonction g définie dans I par

g(x) := f(ax)

appartient à L2(I). Dès lors, vu l’hypothèse, on a

A

∫

I

|f(ax)|2dx ≤
∑

n∈J

∣∣∣∣
∫

I

f(ax)e−iλnxdx

∣∣∣∣
2

≤ B

∫

I

|f(ax)|2dx,

où A et B sont des bornes de la frame (eiλnt)n∈Z. Vu le changement de variables t = ax, il
vient

A

a

∫

aI

|f(t)|2dt ≤ 1

a2

∑

n∈J

∣∣∣∣
∫

aI

f(t)e−i λn
a

tdt

∣∣∣∣
2

≤ B

a

∫

aI

|f(t)|2dt,

d’où la conclusion.

Voisi un résultat général relatif aux suites de Bessel d’exponentielles. Il nous servira
par la suite.

Proposition 3.1.7. Soient I et J deux intervalles bornés de R et soit (λn)n∈Z une suite de
nombres réels. Alors (eiλnt)n∈Z est une suite de Bessel sur L2(I) si et seulement si (eiλnt)n∈Z
est une suite de Bessel sur L2(J).
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Démonstration. Vu la symétrie du problème, il suffit évidemment de prouver que la condi-
tion est nécessaire. Supposons donc que (eiλnt)n∈Z est une suite de Bessel sur L2(I). Le cas
|J | ≤ |I| est règlé par la proposition 3.1.5. Plaçons-nous dans le cas |J | > |I|.
Montrons que (eiλnt)n∈Z est une suite de Bessel dans L2(I ∪ (a + I)), quel que soit a ∈ R.
Soit a ∈ R et soit f ∈ L2(I ∪ (a + I)). On a I ∪ (a + I) = (I \ (a + I))∪ (a + I), où l’union
du second membre est une union disjointe. Dès lors, il vient

∑

n∈J

∣∣∣∣
∫

I∪(a+I)

f(x)eiλnxdx

∣∣∣∣
2

=
∑

n∈J

∣∣∣∣
∫

I\(a+I)

f(x)eiλnxdx +

∫

a+I

f(x)eiλnxdx

∣∣∣∣
2

≤ 2
∑

n∈J

(∣∣∣∣
∫

I\(a+I)

f(x)eiλnxdx

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∫

a+I

f(x)eiλnxdx

∣∣∣∣
2
)

≤ 2B1

∫

I\(a+I)

|f(x)|2dx + 2B2

∫

a+I

|f(x)|2dx

≤ 2 sup{B1, B2}
∫

I∪(a+I)

|f(x)|2dx,

où on a utilisé le fait que (eiλnt)n∈Z est une suite de Bessel dans L2(I) donc aussi dans
L2(I \ (a+ I)) et dans L2(a+ I), vu la proposition 3.1.5. D’où (eiλnt)n∈Z est bien une suite
de Bessel dans L2(I ∪ (a + I)).
Pour conclure, il suffit de prendre un recouvrement de J par des intervalles translatés
de I.

3.2 Caractérisation des frames d’exponentielles : la ré-
ponse de Jaffard

Ce paragraphe est consacré à la démonstration du résultat obtenu par Jaffard concer-
nant la caractérisation des frames d’exponentielles générées par une suite réelle.

3.2.1 Résultats auxiliaires

Afin de ne pas surcharger la démonstration du théorème de Jaffard, nous démontrons
tout d’abord les deux résultats suivants.

Le premier de ces résultats est une conséquence du deuxième théorème de Duffin et
Schaeffer 2.3.2. Il possède un intérêt propre dans la théorie des frames d’exponentielles.

Lemme 3.2.1. Pour toute suite réelle (λn)n∈Z séparée et pour tout intervalle I de R,
l’ensemble de fonctions (eiλnt)n∈Z est une suite de Bessel sur L2(I).

Démonstration. Quitte à renuméroter la suite (λn)n∈Z, on peut supposer qu’elle satisfait à

λn+1 − λn > 0, ∀n ∈ Z.
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En effet, nous ne travaillons ici qu’avec des séries absolument convergentes. L’hypothèse
de séparabilité devient alors

λn+1 − λn ≥ δ, ∀n ∈ Z,

pour un certain δ > 0. De là, on a

λn+1

δ
− λn

δ
≥ 1, ∀n ∈ Z. (3.1)

Ensuite, on peut construire une suite (µk)k∈Z telle que
∣∣∣µk

δ
− k

∣∣∣ ≤ 1, ∀k ∈ Z, (3.2)

µk+1

δ
− µk

δ
≥ 1

2
,∀k ∈ Z, (3.3)

(λn)n∈Z est une sous-suite de (µk)k∈Z, (3.4)

en renumérotant (λn)n∈Z de manière adéquate. En effet, pour chaque entier k, s’il existe
un λn tel que |λn

δ
− k| ≤ 1

2
(il y en a au maximum deux vu (3.1)), on note µk = λn. Si il

n’y a pas de tel λn (ou plus s’ils ont déjà été tous choisis lors d’une étape précédente), on
note µk = k. On initialise cette procédure avec k = 0 par exemple. Il est clair que la suite
(µk)k∈Z ainsi construite vérifie (3.2) et (3.4). Comme la suite (λn)n∈Z vérifie les inégalités
(3.1), la suite (µk)k∈Z satisfait également la condition (3.3).
En particulier, la suite (µk

δ
)k∈Z est de densité uniforme 1 et donc le deuxième théorème de

Duffin et Schaeffer 2.3.2 et la proposition 3.1.5 affirment que {ei
µk
δ

t : k ∈ Z} est une frame
sur L2(I), pour tout intervalle I de R tel que |I| < π. Ensuite la proposition 3.1.6 montre
que {eiµkt : k ∈ Z} est une frame sur L2(I), pour tout intervalle I de R tel que |I| < π

δ
.

Comme (λn)n∈Z est une sous-suite de (µk)k∈Z, on a bien sûr
∑

n∈J
|〈f, eiλnt〉L2(I)|

2 ≤
∑

k∈Z
|〈f, eiµkt〉L2(I)|

2
, ∀f ∈ L2(I),

quel que soit l’intervalle I de R, ce qui nous permet de conclure, vu la proposition 3.1.7.

Voici le second résultat dont nous aurons besoin dans la démonstration du théorème de
Jaffard.

Lemme 3.2.2. Soit I un intervalle de R et soit une suite (λn)n∈Z de nombres réels. Si
(eiλnt)n∈Z est une frame sur L2(I), alors il existe une constante strictement positive C telle
que pour tout intervalle J de R de longueur 1, le nombre d’éléments de la suite (λn)n∈Z
contenu dans J est inférieur à C.

Démonstration. Vu la proposition 3.1.5, on peut supposer que l’intervalle I est de la forme
I =]− a, a[ avec a > 0. Soit maintenant ε > 0 tel que pour tout η > 0 tel que |η| ≤ ε, on
ait

∣∣∣∣
1

2a

∫ a

−a

eiηtdt

∣∣∣∣
2

≥ 1

2
. (3.5)

61



Chapitre 3. Caractérisation d’une classe de frames d’exponentielles

Ceci est possible car

1

2a

∫ a

−a

eiηtdt =
1

2a

(
eiηa − e−iηa

iη

)
=

sin(ηa)

ηa
,

ce qui tend vers 1 losrque η tend vers 0.
Cela étant, montrons qu’il existe une constante strictement positive c telle que pour tout
intervalle J de R de longueur 2ε, le nombre d’éléments de la suite (λn)n∈Z contenu dans J
est inférieur à c. Procédons par l’absurde et supposons que pour tout k ∈ N0, il existe un
intervalle Jk de longueur 2ε tel que le nombre d’éléments de la suite (λn)n∈Z contenu dans
Jk est supérieur à k. Dès lors, la suite (µk)k∈N0 définie par

µk := le centre de l’intervalle Jk

est telle que le nombre d’éléments de la suite (λn)n∈Z contenu dans l’intervalle [µk−ε, µk+ε]
est au moins k, pour tout k ∈ N0. Définissons maintenant les fonctions fk sur I par

fk(t) := eiµkt, k ∈ N0.

Les fonctions fk ainsi définies appartiennent à L2(I). Dès lors, vu l’inégalité (3.5), on a

∑

n∈J
|〈fk, e

iλnt〉L2(I)|
2

=
∑

n∈J

∣∣∣∣
∫ a

−a

ei(µk−λn)tdt

∣∣∣∣
2

≥ k

2
, pour tout k ∈ N0, (3.6)

car, pour tout k ∈ N0, on a |µk − λn| ≤ ε pour au moins k entiers n. Mais par définition
d’une frame, il existe aussi une constante strictement positive B telle que

∑

n∈J
|〈fk, e

iλnt〉L2(I)|
2 ≤ B‖fk‖2

L2(I) = B|I|, ∀k ∈ Z,

où |I| = 2a est la longueur de l’intervalle I, ce qui contredit l’inégalité (3.6).
Comme tout intervalle de longueur 1 peut être recouvert par au plus

[
1
2ε

]
+ 2 intervalles

de longueur 2ε, où
[

1
2ε

]
désigne la partie entière de 1

2ε
, la constante

C :=

([
1

2ε

]
+ 2

)
c

convient pour la thèse. Le lemme est ainsi démontré.

Corollaire 3.2.3. Soit I un intervalle de R et soit une suite (λn)n∈Z de nombres réels.
Si (eiλnt)n∈Z est une frame sur L2(I), alors pour tout N > 0, il existe une constante
strictement positive CN telle que pour tout intervalle J de R de longueur N, le nombre
d’éléments de la suite (λn)n∈Z contenu dans J est inférieur à CN .

Démonstration. Vu le lemme 3.2.2, il existe une constante strictement positive C telle que
pour tout intervalle J de R de longueur 1, le nombre d’éléments de la suite (λn)n∈Z contenu
dans J est inférieur à C. Comme tout intervalle de longueur N > 0 peut être recouvert par
au plus [N ] + 2 intervalles de longueur 1, où [N ] est la partie entière de N, la constante
CN := ([N ] + 2)C convient pour la thèse.
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Voici maintenant un calcul qui nous servira dans la démonstration du théorème de
Jaffard.

Lemme 3.2.4. Soit un intervalle borné ]b, c[ de R. Alors pour tout a 6= 0, on a
∣∣∣∣
∫ c

b

eiaxdx

∣∣∣∣ =
2

|a|

∣∣∣∣sin
(

a(c− b)

2

)∣∣∣∣ .

Démonstration. Soit a 6= 0. Alors

∫ c

b

eiaxdx =

[
eiax

ia

]c

b

=
eiac − eiab

ia
= e

iac
2

+ iab
2

(
e

iac
2
− iab

2 − e
iab
2
− iac

2

ia

)
= e

ia(b+c)
2

2 sin a(c−b)
2

a
,

d’où la conclusion.

3.2.2 Théorème de Jaffard

Démontrons à présent le théorème de Jaffard. Celui-ci donne la structure de toutes
les suites réelles (λn)n∈Z telles que (eiλnt)n∈Z soit une frame sur L2(I) pour un certain
intervalle I de R.

Théorème 3.2.5 (Jaffard). Soient Λ = (λn)n∈Z une suite de nombres réels. Alors les
propositions suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe un intervalle I de R tel que (eiλnt)n∈Z soit une frame sur L2(I).
(ii)La suite Λ peut être divisée en une suite séparée de densité uniforme d, d > 0, et un

nombre fini de suites séparées, éventuellement finies.
De plus, si (ii) est vrai, alors (eiλnt)n∈Z est une frame sur L2(I) pour tout intervalle I tel
que |I| < 2πd.

Démonstration. Prouvons (ii)⇒(i). Supposons que la suite Λ peut être divisée en p suites
Λ1, . . . , Λp, où Λ1 est une suite séparée de densité uniforme d, d > 0, et Λ2, . . . , Λp sont des
suites séparées. Soit I un intervalle de R tel que |I| < 2πd. Vu le deuxième théorème de
Duffin-Schaeffer 2.3.2 et la proposition 3.1.1, la suite de fonctions (eiλt)λ∈Λ1 est une frame
sur L2(I). Dès lors, il existe des constantes strictement positives A et B telles que

A‖f‖2
L2(I) ≤

∑

λ∈Λ1

|〈f, eiλt〉L2(I)|
2 ≤ B‖f‖2

L2(I), ∀f ∈ L2(I). (3.7)

Ensuite, comme les suites Λj sont séparées pour j = 2, . . . , p, le lemme 3.2.1 affirme que les
suites de fonctions (ejλt)λ∈Λj , j = 2, . . . , p, sont des suites de Bessel sur L2(I), c’est-à-dire
qu’il existe des constantes strictement positives Cj, j = 2, ..., p, telles que

∑

λ∈Λj

|〈f, eiλt〉L2(I)|
2 ≤ Cj ‖f‖2

L2(I), ∀f ∈ L2(I). (3.8)
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En rassemblant les inégalités (3.7) et (3.8), on obtient

A‖f‖2
L2(I) ≤

∑

λ∈Λ

|〈f, eiλt〉L2(I)|
2 ≤ B′‖f‖2

L2(I), ∀f ∈ L2(I).

avec B′ = p sup{B, C2, . . . , Cp}. Dès lors, l’ensemble de fonctions (eiλt)λ∈Λ est une frame
sur L2(I) et (i) est vérifié.

Nous avons également montré la deuxième partie de l’énoncé.
Prouvons (i)⇒(ii). Il suffit en fait de prouver qu’il existe N ∈ N0 et CN un entier

supérieur ou égal à 1 tels que pour tout k ∈ Z, le nombre Ak
N d’éléments de la suite Λ dans

le semi-intervalle [kN, (k + 1)N [ est tel que

1 ≤ Ak
N ≤ CN .

En effet, si on a cela, on peut définir une sous-suite (µk)k∈Z de la suite Λ en sélectionnant
un élément de la suite Λ dans chaque semi-intervalle [2kN, (2k + 1)N [. La suite (µk)k∈Z
vérifie alors

|µk+1 − µk| = µk+1 − µk > 2(k + 1)N − (2k + 1)N = N

|µk − 2kN | ≤ N

pour tout k ∈ Z. Donc (µk)k∈Z est une suite séparée de densité uniforme 1
2N

. Dès lors, la
suite (λn)n∈Z privée des µk (renumérotée de manière convenable) peut être divisée en au
maximum 2CN −1 suites séparées en sélectionnant au plus un des λn restants dans chaque
semi-intervalle de la forme [2kN, (2k + 1)N [ (au plus CN − 1 éléments) ou de la forme
[(2k + 1)N, (2k + 2)N [ (au plus CN éléments). D’où on a (ii).
Montrons l’existence d’un tel N. Vu le corollaire 3.2.3, pour tout nombre N > 0, il existe
un nombre CN > 0 tel que le nombre Ak

N d’éléments de la suite Λ dans le semi-intervalle
[kN, (k +1)N [ vérifie Ak

N ≤ CN , pour tout k ∈ Z. Ainsi, il nous reste à montrer qu’il existe
N ∈ N0 tel que Ak

N ≥ 1, pour tout k ∈ Z. Procédons par l’absurde et supposons que pour
tout N ∈ N0, il existe k ∈ Z tel que le semi-intervalle [kN, (k + 1)N [ ne contient aucun
élément de la suite Λ. Soit µN le centre de cet intervalle. Considérons les fonctions fN

définies sur R par fN(t) := eiµN t. Alors, vu le lemme 3.2.4, on a

∣∣〈fN , eiλnt〉
∣∣2 =

∣∣∣∣
∫

I

eiµN te−iλnt

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
∫

I

ei(µN−λn)t)

∣∣∣∣
2

=
4

|µN − λn|2
∣∣∣∣sin

(
(µN − λn)|I|

2

)∣∣∣∣
2

≤ 4

|µN − λn|2
, ∀n ∈ Z. (3.9)

Considérons à présent les semi-intervalles [m,m+1[, m ∈ Z. Si m et n sont des entiers tels
que λn ∈ [m, m + 1[, alors on a

|λn − µN | = |m− µN − (m− λn)| ≥ |m− µN | − |m− λn| ≥ |m− µN | − 1,
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vu l’inégalité triangulaire. D’autre part, il y a au plus C1 éléments de la suite Λ appartenant
au semi-intervalle [m,m + 1[ et il n’y en a aucun si |m − µN | < N

4
avec N > 4. En effet,

dans ce cas, on a [m,m + 1[⊆ [kN, (k + 1)N [ et donc, vu ce qui précède, le semi-intervalle
[m,m + 1[ ne contient aucun élément de Λ. Dès lors, pour N > 4, vu l’inégalité (3.9), on
obtient

∑
n

|〈fN , eiλnt〉|2 =
∑
m

∑

n: λn∈[m,m+1[

|〈fN , eiλnt〉|2

=
∑

m: |m−µN |≥N
4

∑

n: λn∈[m,m+1[

|〈fN , eiλnt〉|2

≤
∑

m: |m−µN |≥N
4

∑

n: λn∈[m,m+1[

4

|µN − λn|2

≤
∑

m: |m−µN |≥N
4

4C1

(|m− µN | − 1)2 .

Ainsi pour N > 8, on a

∑
n

|〈fN , eiλnt〉|2 ≤
∑

l: |l|≥N
4

4C1

(|l| − 3
2
)
2 −→ 0 si N −→ +∞. (3.10)

Si N est un entier pair, ceci est immédiat car alors µN est un entier. Supposons donc que
N est un entier impair. On peut alors écrire µN sous la forme µN = M + 1

2
. Distinguons

ensuite les deux cas suivants.
Premièrement, supposons que m− µN = m−M − 1

2
≥ 0. On a alors

(|m− µN | − 1)2 =

(
m−M − 1

2
− 1

)2

=

(
m−M − 3

2

)2

,

où m−M est un entier tel que m−M ≥ m−M − 1
2
donc tel que

|m−M | ≥ N

4
lorsque |m− µN | ≥ N

4
.

Deuxièmement, supposons que m− µN = m−M − 1
2

< 0. On a alors

(|m− µN | − 1)2 =

(
M +

1

2
−m− 1

)2

=

(
M −m− 1

2

)2

=

(
M −m + 1− 3

2

)2

,

où M −m + 1 est un entier tel que M −m + 1 ≥ M + 1
2
−m donc tel que

|M −m + 1| ≥ N

4
lorsque |m− µN | ≥ N

4
.
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L’inégalité (3.10) est ainsi établie.
Mais comme ‖fN‖2 = |I| pour tout N > 0, on a également par hypothèse

A |I| ≤
∑

n

|〈fN , eiλnt〉|2, ∀N > 0,

ce qui nous amène à une contradiction vu (3.10). Ceci clôture la preuve de la première
partie du théorème.

3.3 Remarques sur le cas complexe
Dans le cas d’une suite (λn)n∈Z de nombres complexes, nous n’avons pas de résultat

similaire au théorème de Jaffard. A ce jour, une caractérisation complète des frames d’ex-
ponentielles reste encore à trouver. Nous avons cependant le résultat suivant, obtenu par
Duffin et Schaeffer en 1952 dans leur article "A class of nonharmonic Fourier series" ([7]).
Celui-ci est un théorème de stabilité des frames d’exponentielles engendrées par une suite
complexe se situant dans une bande parallèle à l’axe réel.

Théorème 3.3.1 (Duffin-Schaeffer 3). Soient γ > 0, β > 0 et (λn)n∈Z une suite de
nombres complexes vérifiant |=λn| ≤ β, pour tout n ∈ Z. Si la suite de fonctions (ei<λnt)n∈Z
est une frame sur L2(]− γ, γ[), alors il en est de même pour la suite (eiλnt)n∈Z.

La preuve de ce théorème proposée par Duffin et Schaeffer dans [7] est assez longue.
La difficulté provient du fait que ce théorème demande que (eiλnt)n∈Z soit une frame sur
le même espace que (ei<λnt)n∈Z. Nous donnons ici preuve d’une version plus faible de ce
théorème, considérablement simplifiée grâce au théorème de Jaffard.

Théorème 3.3.2. Soit (λn)n∈Z une suite de nombres complexes vérifiant |=λn| ≤ β, pour
tout n ∈ Z. S’il existe un intervalle I de R tel que la suite de fonctions (ei<λnt)n∈Z soit une
frame sur L2(I), alors il existe d > 0 tel que la suite (eiλnt)n∈Z soit une frame sur L2(J),
pour tout intervalle J de R tel que |J | ≤ 2πd.

Démonstration. Posons Λ := (<λn)n∈Z. Comme par hypothèse, la suite (ei<λnt)n∈Z est
une frame sur L2(] − γ, γ[), vu le théorème de Jaffard, la suite Λ peut être divisée en
une suite Λ1 séparée de densité uniforme d > 0 et en un nombre fini de suites séparées
Λ2, . . . , Λp. Notons alors ∆1 la suite formée des éléments de (λn)n∈Z tels que <λn ∈ Λ1. Il
s’agit d’une suite séparée de densité uniforme d puisque par hypothèse, on a |=λn| ≤ β,
pour tout n ∈ Z. De même, notons ∆2, . . . , ∆p les suites formées des éléments de (λn)n∈Z
tels que <λn ∈ Λ2, . . . , Λp respectivement. Ce sont des suites séparées. Dès lors, de la même
manière que dans la première partie de la preuve du théorème de Jaffard, vu le deuxième
théorème de Duffin-Schaeffer et le lemme 3.2.1, on obtient que la suite (λn)n∈Z est une
frame sur L2(]− πd, πd[). D’où la conclusion vu la proposition 3.1.5.
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