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Introduction

Actuellement, la théorie des frames est utilisée principalement en analyse du signal. La
découverte du lien entre les frames et les ondelelettes et les bases de Riesz a marqué le
point de départ de I'essor de la théorie des frames dans ce domaine.

C’est dans le contexte de I’étude des séries nonharmoniques de Fourier que les frames ont
été introduites par R.J. Duffin et A.C. Schaeffer en 1952 dans leur article intitulé "A class
of nonharmonic Fourier series" (|7]). Bien que la définition générale d’une frame sur un
espace de Hilbert soit déja donnée dans cet article et qu'une théorie des frames en elle-
méme y soit déja développée, les auteurs, concernés surtout par I’analyse nonharmonique
de Fourier, y développent essentiellement la notion de frames d’exponentielles dans 1’espace
L3(I), on I est un intervalle borné de R.

Si (An)nez est une suite de nombres complexes, on dit que la suite (e**f) _, est une
frame d’exponentielles sur L?(I) s’il existe des constantes strictement positives A et B
telles que

2
< B [ |f(@)d, ¥f € (1)
I

A 1@l <3

ne”L

/f(x)e_i’\"xdx
I

On dit alors que la suite (A,)nez génere la frame d’exponentielles (e*f) .

Le résultat principal obtenu par R.J. Duffin et A.C. Schaeffer dans [7] est une condition
suffisante pour qu’une suite de nombres complexes génére une frame d’exponentielles. Ce
résultat est basé sur un résultat reliant les suites de densité uniforme et les fonctions entiéres
de type exponentiel. Dans [7], les auteurs ne présentent qu’'une condition suffisante, ils
laissent donc la un probléme ouvert : la caractérisation des frames d’exponentielles.

Une résolution partielle de ce probléme n’a été donnée que bien plus tard par S. Jaf-
fard. En effet, en 1991, dans son article "A density criterion for frames of complex expo-
nentials" (|10]), S. Jaffard propose une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite
réelle génére une frame d’exponentielles.

Le but de ce mémoire est de présenter ces résultats.

Tout d’abord, nous commencgons par une bréve présentation des suites de Bessel et des
frames sur un espace de Hilbert en toute généralité.

Ensuite, le second chapitre est consacré a la démonstration du résultat obtenu par R.J.
Duffin et A.C. Schaeffer donnant une condition suffisante pour qu’une suite de nombres
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complexes génére une frame d’exponentielles. Un point clé est le lien entre les frames
d’exponentielles et ’espace de Paley-Wiener des fonctions entiéres de type exponentiel
dont la restriction a axe réel appartient a L?(IR). Nous détaillons donc également la preuve
d’une version du théoréme de Paley-Wiener. A la fin de ce chapitre sont donnés quelques
exemples destinés & montrer que le résultat de Duffin-Schaeffer ne peut étre amélioré en
terme de longueur de 'intervalle I de définition de la frame d’exponentielles.

Dans le troisiéme chapitre, nous donnons une démonstration de la caractérisation des
frames d’exponentielles obtenue par S. Jaffard. Nous terminons par une preuve d’un résultat
partiel de Duffin et Schaeffer concernant le cas complexe.
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Chapitre 1

Introduction aux frames

1.1 Premiéres définitions

1.1.1 Définition d’une frame sur un espace de Hilbert

Convention 1.1.1. Dans l'entiéreté de ce texte, J désigne un sous-ensemble (fini ou non)
de Z.

Définition 1.1.2. Soit H un espace de Hilbert. Une suite d’éléments (p;),.; de H est
appelée une frame sur H s’il existe des constantes A et B strictement positives telles que

2 2 2
Allelly, < ) e, oi)pl” < Bllelly, Ye € M.
j€T
Les constantes A et B sont appelées bornes de la frame ((pj)jej'
Remarque 1.1.3. Une frame n’est pas nécessairement une base de Hamel. Pour s’en
convaincre, il suffit de remarquer qu’en ajoutant I’élément 0 & la frame (¢;) on garde
une frame.

Jje

1.1.2 Définition d’une suite de Bessel sur un espace de Hilbert

La condition pour qu’une suite (¢;)._, de H soit une frame peut-étre séparée en une

condition supérieure, a savoir

S e oi)nl” < Bllely, Ve € M.

jel

Jjel

et une condition inférieure, a savoir
Allellze < D le, i)y l* Ve e H
elly < e, 0j)pls Ve .
j€T
Il est souvent intéressant de regarder ces deux conditions séparément. C’est pourquoi nous
introduisons la définition suivante.
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Définition 1.1.4. Soit 1 un espace de Hilbert. Une suite d’¢léments (p;),.; de H est
appelée une suite de Bessel sur H s’il existe une constante B strictement positive telle que

Z |<€7()0j>7-[‘2 < BHeH’?-U Ve € 'H.

Jjel

La constante B est appelée borne de la suite de Bessel (), ;-

1.2 Opérateurs associés a une frame

1.2.1 Deéfinition de 'opérateur pré-frame
Soit ‘H un espace de Hilbert.

Définition 1.2.1. Considérons une suite (¢;);; de H. Nous définissons l'opérateur pré-
frame associé F par
F:H—wer Fe:=({e,9))y)

ou w désigne I'ensemble des suites de J.

Je’

Il s’agit de déterminer les suites de H pour lesquelles I'opérateur pré-frame est défini
de ‘H dans I*(J), ou [*(J) est le sous-ensemble de w défini par

2 2
= E lc;|” < o0
12(I)

Jjel

et muni du produit scalaire
72 2 -
() PO X PO = € (0,0 [)er) = S e
j€l
1.2.2 Suites de Bessel et opérateur pré-frame
Les suites de Bessel peuvent étre caractérisées grace a I'opérateur pré-frame associé.

Proposition 1.2.2. La suite (goj)jEJ de H est une suite de Bessel sur H si et seulement
si lopérateur pré-frame associé

F:H—1PJ) e ((67%>H)jeﬂ

est défini et continu de H dans 1>(J), Dans ce cas, on a méme | F|| < VB, pour toute
borne B de la suite de Bessel (p;) ;-
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Démonstration. La premiére partie de la proposition résulte directement de la définition
d’une suite de Bessel. En effet, 'opérateur pré-frame F est continu de H dans [?(J) si et
seulement si il existe une constante C' > 0 telle que

[Fellzg) < Cllelly, Ve €™,

c’est-a-dire si et seulement si

Z ‘<€7@j>7_(’2 < C||€HH7 Ve € 'H.
Jjel

En élévant les deux membres au carré, on a la conclusion.
La seconde partie de la proposition est immédiate, vu ce qui précéde. O

Corollaire 1.2.3. Soit (goj)jejI une suite de Bessel sur H. L’opérateur préframe associé F
a un adjoint F* : 1*(J) — H tel que | F*|| = | F|| < VB et donné par

F* ((Cj)jej> = ¢
Jjel
avec la convergence dans H, pour toute suite (Cj)jeJ e 1*(]).

Démonstration. La premiére partie est immédiate vu la proposition 1.2.2. Montrons la
seconde partie. L’opérateur F* doit satisfaire ’égalité suivante :

<e,f* ((cj)jeﬂ)%{ - <fe, (cj)jeﬂ>m),ve € H,V(¢;)jes € 2(D),

par définition de l'opérateur adjoint. Nous obtenons alors

<€,7:* <(Cj)jeﬂ> >H = <(<6, i) e (Cj)j€J>ZQ(J) =Y e iyt = <e7zcﬂ%> ’
7

Jjel Jjel
pour tout e € H et pour toute suite (¢;);ey € [*(J). La conclusion s’ensuit directement. [J
On a méme le résultat suivant.

Proposition 1.2.4. Les propositions suivantes sont équivalentes.
(i) La suite (p;);c; de H est une suite de Bessel sur 'H.
(ii) L’opérateur pré-frame F est défini de H dans [*(J).
(iii) L opérateur pré-frame adjoint F* est défini de 1*(J) dans H.

Démonstration. L’équivalence (ii) <> (iii) est connue vu les propriétés des espaces de Hilbert
(voir par exemple [15]). L'implication (i) = (ii) est directe vu la proposition 1.2.2. Il reste
donc & établir I'implication (ii) = (i). Vu la proposition 1.2.2, il suffit de montrer que
I'opérateur F est continu de H dans [?(J]). En fait, nous allons montrer que l'opérateur F*

6
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est continu de [*(J) dans H, ce qui est équivalent vu les propriétés des espaces de Hilbert.
Si I'ensemble des indices J est fini, c’est immédiat. Sinon, il n’y a pas de restriction a
supposer que J = Z. Le théoréme de Banach-Steinhauss (voir par exemple [13]) appliqué
a la suite (F*)men, de L(I*(Z), H) définie par

Fr i P(Z) = H: (¢ Y ¢
j=—m

affirme alors que si opérateur F* est bien défini de [?(Z) dans H, alors celui-ci est continu
de [?(Z) dans H. Ceci achéve la démonstration. O

1.2.3 Définition de 'opérateur frame
Définition 1.2.5. Soit (¢;),.; une frame sur H. Nous définissons l'opérateur frame associé
S:H—H

par
S :=FF.

Explicitement, nous avons

Se = F'Fe=F(({e,9i)3);01) = D (€ @i)pspss Ve € H.

Jjel

1.2.4 Propriétés de opérateur frame

Proposition 1.2.6. Soit (goj)jej une frame sur H. L’opérateur frame associé

S:H—H el—>z<e,<pj>Hg0j

Jjel

est un isomorphisme vérifiant
(i) Allel, < (Se. )y, < Bllell?, Ve € H,
(i) A<|| S[< B,

(i) Allelly, < |Sell < Bllelly Ve € .

Démonstration. Bien sir, S est un opérateur linéaire. L’opérateur S est continu, comme
composition de deux opérateurs continus. Remarquons ensuite que

D He oyl =D e o)yl psiedy = <Z (e,%>Hs&j,e> = (Se, e}y
H

JjeJ Jjel S
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Le point (i) s’ensuit directement, vu la définition d’une frame dans H.
On obtient ensuite que, Ve € H, e #£ 0,

2 [
Allel[3, < (Se,e)y = H€HH<56, —> <llelly; sup  [(Se, f)u] = llellxlISell
lellz / % FEM NI =1

et donc que

1
lelly < S 1Sell, Ve € .

On en tire que S est injectif et relativement ouvert. On déduit alors que im(S) est un fermé
de ‘H puisqu’il est isomorphe & 'espace H de départ. De plus, 'image de S est dense dans
H car si g est un ¢lément de H tel qu'on a (Se, g),, = 0 Ve € 'H, alors en particulier, on
a (S9,9)3 = 0, donc g = 0 car A||g||${ < (S¢,9)5 vu (i). La surjectivité de S s’ensuit
puisque im(.S) est fermé. On a donc montré que S est un isomorphisme vérifiant (i).

A présent, montrons les points (ii) et (iii).

Premiérement, on a

Allel, < (Se. )y < I1Sellglelly <II S I el Ve € .

et donc

AL S .

De plus,
IS =l FF <l F Il F =l F < B,

vu la proposition 1.2.2. D’oti on a bien (ii).
Deuxiémement, on sait, vu ce qui précede, que

Allelly, < [1Selly Ve € H.

D’autre part, on a
[Sell;, <1 S llelly, < Bllelly,, Ve e M.

D’ott on a bien (iii). O



Chapitre 2

Suites de densité uniforme, fonctions
entiéres de type exponentiel et frames
d’exponentielles

Les frames sont apparues dans le contexte de 1’étude des séries de Fourier non har-
moniques. R.J. Duffin et A.C. Schaeffer furent les premiers & donner la définition actuelle
des frames dans leur arcticle "A Class of Nonharmonic Fourier Series" en 1952 (|7]). Dans
ce chapitre, nous allons démontrer un des résultats principaux de cet article dont voici
I'énoncé : Si on dispose d’une suite (A\,)nez S€parée de densité uniforme d, d > 0, alors la
suite de fonctions ("), . est une frame sur L*(] —~,7[), ou 0 < y < md.

2.1 Caractérisation d’une classe de fonctions entiéres

Cette premiére partie est consacrée a la démonstration d’une version du théoréme de
Paley-Wiener, celle-ci intervenant de maniére cruciale dans la démonstration du deuxiéme
théoréme de Duffin et Schaeffer, une des clés de ce chapitre.

Nous utiliserons les définitions suivantes pour les transformations de Fourier dans
L'(R™) et pour le produit scalaire dans L*(R™).

Définition 2.1.1. La transformation de Fourier positive 7 et la transformation de Fourier
négative F~ dans L'(R") sont les applications

Fr LY R™) — L®(R") f— [ @) f(z)dx

R"

F~: LYR") — L®R") fr [ '@ f(x)de.

Rn

Définition 2.1.2. Soit E une partie de R". Le produit scalaire dans L?(E) est application
() LA(B) X PH(E) > C (g)~ [ fw)gla)da,
E

9
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et frames d’exponentielles

On note la norme dans L?(E) associée a ce produit scalaire
2= [ 15@)Pds, 1 € 22(E),
E

2.1.1 Définition d’une fonction entiére de type exponentiel

Définition 2.1.3. Soit v > 0. Une fonction entiere f est dite de type exponentiel v s’il
existe une constante strictement positive A telle que |f(2)| < A, 2z € C.

2.1.2 Théoréme de Paley-Wiener

Théoréme 2.1.4 (Paley-Wiener). Soit v > 0 et soit f une fonction définie dans le plan
complexe. Alors [ est enticre de type exponentiel v et sa restriction a R appartient a L*(R)
si et seulement s’il existe une fonction g appartenant a L*(] —~y,v[) telle que

PY .
f(2) :/ g(t)e*'dt, z € C.
-
Pour faciliter la preuve de ce théoréme, nous avons besoin d’un résultat auxiliaire qui
posséde un intérét propre pour la suite de ce texte.

Lemme 2.1.5 (Principe de Phragmén-Lindel6f). Soit f une fonction holomorphe
dans un ouvert contenant un angle fermé F de sommet zy et d’ouverture A < w. Si cette
fonction f vérifie

\f| < M dans F (2.1)
1f(2)] < Ce™” dans F (2.2)
avec M >0, C >0,c>0 et 0<a <%, alors elle vérifie
|f| < M dans F.
F
y
A Zy
0‘ >x

Démonstration. Quitte a effectuer une translation, on peut supposer que zy = 0 et quitte a
effectuer une rotation, on peut supposer que la bissectrice de 'angle F' considéré coincide
avec la demi-droite réelle positive.

10
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Considérons la fonction )
g(z) = e f(2)
avec € > 0 et @ <6 < %. On a choisi ici la définition classique pour 'argument de z dans
Pouvert R?\ (] — o0, 0] x {0}).
Il est clair que nous avons

66

lg(2)] = | e | | p(z)] = ool 0] (),

ou 0 = arg(z).
D’une part, sur les cotés de 'angle, on a 6 € {é, —%}. Par conséquent, vu I'hypothése (2.1),
on a 5 A .

9(2)] = e == f) < | f()| < M, z € F,

car 0 < 5% < 3.
D’autre part, sur l'arc |z| = R > 0 de l'angle F, vu '’hypothése (2.2), on a
‘g<z)| — e—scR‘s Cos(59)|f(z)| < Cec(Ro‘—aR5 cos(60))

et le second membre tend vers 0 si R tend vers +oo car

T A A 7
— — —— < < )— —.
0> aet 2< (52_59_52<2

Par conséquent, il existe Ry > 0 tel que pour tout z de I'angle fermé F' tel que |z| > Ry,
on ait

l9(2)] < M.

Cela étant, par le principe du maximum, il vient
lg| < M dans l'angle F.

Il s’ensuit que
8
1f(2)| < Me=*" dans I'angle F,

d’ott la conclusion en faisant tendre € vers 0. ]

11
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Voici & présent un petit résultat dont nous aurons besoin dans la démonstration du
théoréeme de Paley-Wiener. Une démonstration de celui-ci se trouve par exemple dans [1].

Lemme 2.1.6. Pour tout r > 0, on a

T
/ e’ sin@de <
0

Démontrons & présent le théoreme de Paley-Wiener 2.1.4.

=13

Démonstration du théoreme de Paley-Wiener. La condition est suffisante. Soit g une fonc-
tion appartenant a L*(] — ~,~[).
- Vérifions que la fonction f définie dans C par

ol
£ = [ gt
-

est enticre.

Tout d’abord, cette définition a un sens car e ¥ g(t) est intégrable sur | — v, 7[.

Ensuite, la fonction f(z,y) := f(z) = f(x + iy) apppartient a C;(R?) par application du
théoreme de dérivation des intégrales paramétriques a la fonction g, (t) := g(t)e”*'. Cela
étant, il vient

DL () = / it g(t)edt et Dyf(z) = / (—t) g(t)e™dt,
- -
d’ou D, f(z) +iD,f(z) = 0,Vz € C, c'est-a-dire f € O(C), vu le théoréme de Cauchy-
Riemann.
- Vu que
[ v
£ < [ gwlar < [ lg(olar, va e c
- -

la fonction f est de type exponentiel ~.
- 1 reste & montrer que la restriction de la fonction f a la droite réelle appartient a L*(R),
ce qui est évident puisque

fm:xwﬂmszwww

-

est la transformée de Fourier positive de la fonction

IX]—v D>

laquelle appartient a L'(R) () L*(R).
La condition est nécessaire. Soit f une fonction entiére de type exponentiel ~, dont la
restriction a la droite réelle appartient a L?(R). La fonction g définie dans R par

o) = 5 f

12
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appartient aussi & L?(R) et on a bien sfir

f(x) =pp Flg, z € R,

vu le théoréme de Fourier dans L?(IR). Nous allons montrer que g(x) = 0 pour presque tout
x tel que || > 7, ce qui sera suffisant pour conclure. En effet, f est une fonction entiére
et vu la premiére partie, il en est de méme pour la fonction

’y .
/ g(t)e*'dt.
—

Comme toute fonction holomorphe est continue et comme deux fonctions entieres égales
sur un ouvert non vide de C sont égales partout, on aura la conclusion.
On définit la fonction A dans C par

hz) = [ f(€— 2)de,

N

ce qui a un sens car toute fonction holomorphe est continue. La fonction h est entiére de type
exponentiel 7. En effet, f est une fonction entiére, et comme f est de type exponentiel 7,
il existe une constante B > 0 telle que Vz € C,

h(2)] < /_2 (e — 2)|de < B/_i (416D gg — B/“’1 SMelde M = gl (2.3)

2

N

ou B':=B f e”'ﬂdf La fonction h appartient a L*(R) (| L°(R), si on la restreint a axe

réel. De fait, on a

h=xX 1% f

1
2’

1

2
oll Xj-1,1) € LY(R)N L*(R) N L*=(R) et fe L3 (R).
Montrons que g(z) = 0 pour presque tout z tel que z > =, le cas x < =y s’obtenant de
maniére analogue.
Soit A > 7. Définissons la fonction H dans C par

H(z) == e"*h(2).

La fonction H est entiére comme produit de deux fonctions entiéres et est de type expo-

nentiel A + v puisque
[H(2)] < e"¥|n(2)]

et que la fonction h est de type exponentiel 7.

De plus,
e siz =u € R, alors |H(z)| = |H(x)| = |h(z)|. Comme h € L*(R), H est borné sur
I’axe réel ;

13
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e si z =1y avec y > 0, alors
[H(2)] = |H(iy)| = e~ V|h(iy)| < e WB'eW = B'eb™ D < B,

vu l'inégalité (2.3) et vu que v — A < 0. Ceci montre que H est borné sur le demi-axe
imaginaire positif.
Cela étant, la fonction H vérifie les hypothéses du principe de Phragmén-Lindelof 2.1.5
dans les angles

Fi={zeC:argz € [O,g]}

et
Fob={2ecC:argz € [g,ﬂ']},

avec les constantes C' = B, c = A+ >0et 0 < a =1 < & = 2. On obtient ainsi
2

I’existence de constantes strictement positives C et Cf telles que
|H(z)| < Cy dans F et |H(2)| < Cy dans F,
c’est-a-dire, vu la définition de H,
|h(2)| < C1e™%Y dans F et |h(z)| < Cpe™Y dans Fy,
En posant C' := sup{C}, Cs}, il vient
|h(2)| < Ce?¥% dans {z € C: 3z > 0}. (2.4)

Fixons L > 0 et prenons R > % Considérons l'intégrale

67,1’2
h(z)d A

sur le contour C suivant :

Comme la fonction
e

")

est holomorphe sur 'ouvert C\{Z} et comme le chemin C est homotope & un chemin
constant dans cet ouvert, on a

e R gixg T gieRe? i9\; Ret® 40

14
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Deés lors, vu (2.4), il vient
U ei:cRew
————h(Re"™)iRe™db
/0 1 Ligen fie")ifke

R eix§
[arsrere] -
CR

< " —:cRsinO—i—ARsinOde
= IR-1 /0 c
— CR / 6(A—:E)Rsin 6d9

0

LR -1

car |1 — LiRe?| > |1 — LR| = LR — 1. On obtient ainsi, pour z > A,

R €
/—R 1 i ngh(g)dg — 0 IOI‘Sque R — 400

en utilisant le lemme 2.1.6.
Définissons les fonctions h_p(x), L >0, x € R par

h(x)
h_ = .
o(z) 1— Lix
Vu que h et 1_1Ll.x appartiennent a L?(R) () L>®(R), il est clair que ces fonctions appar-

tiennent a L'(R) () L*(R). Par ce qui précéde, on a
Ffh_ =0, Vo> A, VL > 0. (2.5)
De plus, par application du théoréme de la convergence majorée, on a

/fwszg—ma

o0

2

d¢ -0t si L — 0t

puisque
2
L2 2
MOF = 1o
1+ L2¢?

‘M

2 Li¢
=g MO = ‘

T lic RO < R

ot |h(€)|* est une fonction intégrable fixe. D’ou ||h_y, — hll; — 07 lorsque L — 0T, et on a
bien str [|[Fth_p —F*hljy — 0% lorsque L — 07. Dés lors, vu (2.5), il vient

Fih =, 0 pour z > A.

15
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Cela étant, on a

ma) = [ st = [ re—a) p a0

_1
2

- o [re-aF (Smé(5>) s =5 | 1O F, <81”§(5)> at
= [ 1O Fre bt = (1T gy = (L F Py = (F ) ng

= /Ft_f o(t) dt = i F, f e_imt%dt — %F; (F_f Sin.(§>) ’
R

- F;<gm>,xel&
2

2
ou 'on a utilisé successivement la relation

r
—e

le théoréme de transfert dans L*(R) et la définition de la fonction g.
On en déduit que
sin(%)

z
2

Fth =,, 27g(x)

’

vu le théoréme de Fourier. On a donc obtenu, vu ce qui précéde, que, VA > v, g(x) = 0
pour presque tout x > A. D’out la conclusion. [

Voici maintenant une conséquence intéressante du théoréeme de Paley-Wiener. Nous y
aurons recours plusieurs fois dans la suite de ce texte.

Proposition 2.1.7. Soit v > 0. Si une fonction f est entiére de type exponentiel v et si sa
restriction a l'aze réel appartient a L*(R), alors il en est de méme pour la fonction D*f,
quel que soit k € N.

De plus, dans ces conditions, on a ["inégalité suivante :

2
1D* fll,™ < ™I 1" (2.6)
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Démonstration. Montrons la premiére partie. Vu le théoréme de Paley-Wiener 2.1.4, il
existe une fonction g appartenant a L?(] — ~,~[) telle que

’Y .
f(2) :/ g(t)e*'dt, z € C. (2.7)
-
Il est clair qu’alors la restriction de f a R est la transformation de Fourier positive de la
fonction gxj_,, et donc le théoréme de Plancherel affirme que

[1r@ras =2 [ l9(z)Pdz. (2.8)

Ensuite, en dérivant 'expression (2.7) k fois, on obtient

.
DFf(z) = / g(t)(it)*e*dt, z € C, (2.9)
-
vu le théoréeme de dérivation des intégrales paramétriques.

On en tire immédiatement que la restriction de la fonction D*f a R est la transformation
de Fourier positive dans L?(R) de la fonction ¢ g(t)x}_,m[(t)(it)k appartenant a L?(R).
Il s’ensuit que la restriction de la fonction D*f a R appartient a L?(R).

Ensuite, vu le théoréme de dérivation des intégrales paramétriques, on obtient que la fonc-
tion D¥ f vérifie I'équation de Cauchy-Riemann dans C. De fait, on a

v Y

g(®) (i) " (it)e dt + i / g(t)(it)* (=t)e™dt = 0,

-

D,(D*f) +iD,(D"f) = /

—
dans C. Par conséquent, comme f est une fonction appartenant a C°*°(R?), la fonction D f
est une fonction entiére.

Il reste & montrer que la fonction D* f est de type exponentiel v, ce qui résulte également
de l'égalité (2.9). En effet, on a

il ) ~y N
|DFf(z)| = ‘/ g(t)(z't)kemdt’ g/ g(t)[t[Fe 3D at
¥ . (\ oy )
< ,Yk/ g(t)dt e’Yld(z)| < ,Yk/ g(t)dt e'y\z|’ 5 e C.
oy ,

Montrons la seconde partie. Comme on a D*f = F*(gx}_%v[(it)k) vu (2.9), le théoréme de
Plancherel donne

Y v
/ \D¥ (o) dz = 2 / 1g(8) 22 dt < 22k / (1) 2dt.
R - -y
Finalement, vu (2.8), il vient
2
[0 s < [ 1@fa,
R R
ce qu’il nous fallait. ]
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2.2 Suites de densité uniforme et fonctions entiéres de
type exponentiel

Dans cette deuxiéme partie, nous allons démontrer le premier théoréme de Duffin-
Schaeffer dont voici I’énoncé : Soit v > 0 et soit (A\,)nez une suite séparée de densité
uniforme d avec d > 1. Alors il eviste une constante strictement positive N telle que

[f(2)] < Ne'¥sup|f(Aa),

nez

pour toute fonction f entiére de type exponentiel .

Celui-ci a été proposé par R.J. Duffin et A.C. Schaeffer en 1945 dans leur article in-
titulé "Power series with bounded coefficients" ([6]). Ce résultat est étroitement lié¢ avec
la théorie des frames que les auteurs allaient introduire quelques années plus tard dans
leur article intitulé "A Class of Nonharmonic Fourier Series" ([7]) déja évoqué plus haut.
Nous utiliserons le premier théoréeme de Duffin et Schaeffer dans un des lemmes destiné a
faciliter la démonstration du deuxiéme théoréme de Duffin et Schaeffer.

Dans ce paragraphe, nous considérons que si z est un nombre complexe, x est sa partie
réelle et y sa partie imaginaire, soit z = x + 1y, avec x,y € R.

2.2.1 Définition d’une suite de densité uniforme

Définition 2.2.1. Une suite (\,;),ey de nombres complexes est dite séparée s’il existe une
constante strictement positive § telle que

A — Am| =6, Vn,m € J, n#m. (2.10)

Si 0 est une constante strictement positive vérifiant 2.10, on dit que la suite (\,),ey est
0—séparée.

Définition 2.2.2. Une suite (\,)nez de nombres complexes est dite de densité uniforme d,
d > 0, s’il existe une constante strictement positive L telle que

|An—§\ <L\VneZ.

Remarque 2.2.3. Notons que 'ensemble des indices d’une suite de densité uniforme est
toujours Z. En effet, ceci est clair, vu la définition de la densité uniforme.

De plus, remarquons que si (A,)nez est une suite de densité uniforme d, d > 0, une suite
définie par une permutation de la suite (A, ),ez n’est, en général, pas de densité uniforme d.
Pour s’en convaincre, il suffit par exemple de considérer la permutation qui consiste a
remplacer chaque A\, par A_,. En effet, sinon, dans ce cas, il existerait des constantes
L > 0et G > 0 vérifiant

|)\n—§| <L et |)\_n—g| <G.Vnel
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et on aurait donc également

n n n n
2l =AM — =+ A <A\ —= A —| <L

ce qui est impossible car toute suite de densité uniforme est non bornée.

Exemple 2.2.4. Pour tout réel non nul z, la suite (n|z|),ez est |z|—séparée de densité
uniforme ‘%'

Pour faciliter la démonstration du premier théoréme de Duffin et Schaeffer, nous éta-
blissons d’abord quelques résultats auxiliaires.

2.2.2 Reésultats auxiliaires

Considérons une suite de points (A, ),~y vérifiant

|An —n| < L, ¥n> L, (2.11)
A — Am| =6, Vn,m > L, n # m, (2.12)

ou L et § sont des constantes strictement positives. On suppose donc que A\, est défini
uniquement pour des entiers n > L. Par conséquent, on a A\, € {z € C : Rz > 0} pour
tout n > L.

Théoréme 2.2.5. Soient L > 0, 6 > 0 et v €]|0,n[. Alors il existe une constante M
strictement positive telle que

1f(2)] < M Rz >0,

pour toute suite de nombres complexes (An)n>1, vérifiant les conditions (2.11) et (2.12) et
pour toute fonction f holomorphe dans un ouvert contenant le demi-plan {z € C: Rz > 0}
et vérifiant

[f(z)] < M, Rz >0,
FOW) <1, n> L.

Pour rendre la lecture de la démonstration du théoréeme 2.2.5 plus agréable, nous allons
considérer trois lemmes.

Comme nous aurons souvent besoin du principe de Phragmén-Lindelof 2.1.5 dans la
preuve du théoréme 2.2.5, nous commengons par démontrer un résultat qui englobe tous
les cas utiles pour cette démonstration.

Lemme 2.2.6. a) Soient A >0, B> A ety > 0. Si f est une fonction holomorphe dans
un ouvert contenant {z € C: Rz > 0} vérifiant

f(2)] < AP Rz >0, (2.13)
|f(@)| < B, x>0, (2.14)
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alors
[f(2)] < B, Rz > 0.

b) Soient B > 0 ety > 0. Si f est une fonction entiere de type exponentiel y vérifiant
|f(z)| < B, v €R, (2.15)

alors
If(2)] < BeW!, 2 ecC.

Démonstration. Montrons la premiére partie du lemme. Si f est une fonction vérifiant les
conditions de a), alors la fonction ¢g; définie dans {z € C : Rz > 0} par

g1(2) = f(2)e"?

est bornée par B sur le demi-axe réel positif et sur le demi-axe imaginaire positif. De fait,
e siz=ua2>0,alors |¢g1(x)| = |f(x)] < B vu 'hypotése (2.14);
e si z =iy avec y > 0, alors |g1(iy)| = |f(iy)|e " < AeWe ¥ = A < B vu I'hypo-
these (2.13).
Comme on a aussi, vu I'’hypothése (2.13),

191(2)| = |f(2)e™?| = |f(2)| e < Ae*! dans le premier quadrant,
le principe de Phragmén-Lindel6f 2.1.5 appliqué a la fonction g; dans le premier quadrant
avecM::B>0,C’::A>0,c::7>0et0<a::1<%:2donne
l91(2)| = | f(2)e"*| < B dans le premier quadrant,
c’est-a-dire
|f(2)| < Be" = Be"¥! dans le premier quadrant. (2.16)

Considérons maintenant la fonction go définie dans {z € C: Rz > 0} par

g2(2) = f(z)e” "

Celle-ci est bornée par B sur le demi-axe réel positif et sur le demi-axe imaginaire négatif.
De fait,
e siz=ua2>0,alors |g1(x)| = |f(z)| < B vu 'hypothése (2.14);
e si z =iy avec y < 0, alors |g(iy)| = |f(iy)]e?? < AeWlew = A < B vu I'hypo-
thése (2.13).
Comme on a aussi, vu ’hypothése (2.13),

192(2)| = |f(2)e™*| = |f(2)| e < Ae"* dans le quatriéme quadrant,

le principe de Phragmén-Lindelof 2.1.5 appliqué a la fonction g, dans le quatriéme quadrant
avec M :=B>0,C:=A>0,c:=7y>0et0<a:=1< F =2 donne
2

l92(2)] = | f(2)e”*| < B dans le quatriéme quadrant,
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c’est-a-dire
|f(2)| < Be™" = B! dans le quatriéme quadrant. (2.17)

En rassemblant (2.16) et (2.17), on a la premiére partie.
Montrons la seconde partie du lemme. Si f est une fonction vérifiant les conditions
de b), alors la fonction g; définie dans C par

g1(2) == f(2)e"*

est bornée par B sur le demi-axe réel positif et par une constante C' sur le demi-axe
imaginaire positif. De fait, f étant de type exponentiel v par hypothése, il existe une
constante C' strictement positive telle que

f(z)] < Ce, zeC. (2.18)

Deés lors, on a
e siz=ux >0, alors |g1(z)| = | f(z)e"*| = | f(x)| < B vu 'hypothése (2.15);
e siz =iy avecy > 0, alors |g1(iy)| = |f(iy)e Y| < Cee W = C vu (2.18).
Comme on a aussi, vu (2.18),

191(2)| = |f(2)e™?| = |f(2)| e < Ce*! dans le premier quadrant,

le principe de Phragmén-Lindeldf 2.1.5 appliqué a la fonction g; dans le premier quadrant
affirme que celle-ci est bornée dans le premier quadrant. De la méme maniére, on obtient
que la fonction g; est bornée dans le deuxiéme quadrant. Il s’ensuit que

lg1(2)] < C" dans {z € C: 3z > 0},

pour une certaine constante C’ strictement positive. Dés lors, comme la fonction g; est
bornée par B sur I'axe réel, le principe de Phragmén-Lindel6f 2.1.5 appliqué a la fonction
g1 dans {z € C: 3z > 0} montre que

lg1(z)] < B dans {z € C: Sz > 0},
c’est-a-dire
|£(2)| < Be = Be' dans {z € C: 3z > 0},

vu la définition de g;. En procédant de maniére analogue avec la fonction gy définie dans C
par go(2) := f(2)e™* pour {z € C: Iz < 0}, on obtient la thése. O

Démontrons a présent un résultat de la théorie des fonctions holomorphes qui nous sera
utile dans la démonstration du lemme 2.2.18. Il est di & J. Jensen.

Juste pour le plaisir, nous commencgons par démontrer 'inégalité de Jensen dont nous
ne nous servirons pas dans ce texte.
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Proposition 2.2.7 (Inégalité de Jensen). a) Soit D(0, R) le disque ouvert de centre
0 et de rayon R et soit f une fonction non nulle holomorphe dans un ouvert contenant
D(0, R). Soient N € Ny et z1, za,...,2n les zéros de f dans D(0, R) répétés selon leur
multiplicité. Alors

FO)] < sup |£(2) H’Z"’

|z|=R

b) Supposons de plus que f(0) # 0. Alors on trouve aussi couramment l’inégalité de Jensen

sous la forme
R
/ Mdm <In (sup |f(z)|> —In|f(0)],
. _

ot 7(x) est le nombre de zéros de f comptés avec leur multiplicité dans le disque fermé de
centre 0 et de rayon x.

Démonstration. Montrons la premiére partie. Considérons les fonctions

_RNTT » "~
H R? — 7%,z
et
F(z) = M
9(2)
Comme on a R? —Z,z =0 & 2z = f—j siz, # 0 et |z] = ‘—‘ > R puisque |Z,| < R,

la fonction g est définie et holomorphe sur un ouvert contenant D(0, R). De plus, comme
les fonctions f et g ont les mémes zéros avec la méme multiplicité dans D(0, R), la fonc-
tion F' est elle aussi définie et holomorphe sur un ouvert contenant le disque fermé D(0, R).
Ensuite, on a

[F(2)] = |f(2)] si |z] =

En effet, si on écrit z sous la forme z = Re, on a
o) = H Rz, — H |z, — Re®®|
|R2—z z| |R—z e

car 2z, — Re?® =z, — Re™™ = —e (R — z,¢). Le principe du maximum implique alors
que
[F(2)] < sup |F(z)| = sup [F(2)| = sup |f(2)] si |2] < R.

|z|I<R |z|=R |z|=R

En particulier, en z = 0, ceci donne

[F(0)] < sup |f(2)]-

lz|=R
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Donc, vu la définition de F,

FO)] < sup |£(2)] [a(0)] = sup [£(2) H%

|2l=R |zI=R

c’est-a-dire la thése.
Passons maintenant a la seconde partie. Si 7(x) est le nombre de zéros de f dans le disque
fermé de centre 0 et de rayon x, alors on a

Zl“(w) Z/ - [

la derniére égalité ayant été obtenue comme suit. Quitte a les renuméroter, on peut supposer
que les zéros z1,...,z, de f dans D(0, R) soient ordonnés de la maniére suivante :

0<|z| <z < ... <|2n| < R.

On a alors
N

N-1 |Zn+1] d R 4
B R B S
ENIRY n—=1 \

n= zn| len| ¥

d \Zn+1\d
S [

ot zg := 0 et zy.1 = R. Nous remplagons alors cette derniére somme par la fonction 7(z)
sous l'intégrale, exprimant ainsi qu’on intégre autant de fois sur U'intervalle |z, 2,41 qu’il
y a de zéros dans le disque {z € C : |z| < z} quel que soit = dans Uintervalle |z, 2,41/,
c’est-a-dire n fois. On a donc obtenu

Zln <|Zn|) = /OR %dm, (2.19)

ce qu’on peut réécrire

ce qu’il nous fallait.
Dés lors, vu la premiére partie, on obtient

In|f(0)] < 1n<SUp |f(z)|H%> In (sup If(z )+Z] <|Z"|)

zI=R 2=

= In <|§|upR|f(z)|> — zN:hl <w) =In (iF%U(Z)l) B /OR %dw,

n=1

d’ou la conclusion. ]
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Rappelons maintenant une conséquence de la formule intégrale de Cauchy qui nous
servira dans la preuve de la formule de Jensen. Pour plus de détail & ce propos, voir par
exemple [1].

Proposition 2.2.8 (Propriété de la moyenne). Si f est une fonction holomorphe sur
un ouvert Q de C, si zg € Q et si 0 < r < d(z,C\ Q), alors

27
Fz0) = % /0 F(z0+ rei®)do.

Voici un calcul qui nous servira par la suite.
Lemme 2.2.9. On a W
3
/ In(sin z)dx = o
0 2

Démonstration. Notons I = fog In(sinz)dz. On a

I= /0 : ln(cos(g —y)dy = / " In(cos z)dz

0
vu le changement de variable y = 7 — 1 et

[ /0 * n(sin(r — 1))y — / " n(sin 2)da

™

2

vu le changement de variable y = 7 — . Dés lors, on a

1 [2 T 1 ("
I= 5 (/ In(sin z)dx +/ In(sin x)da:) = 5/ In(sin z)dx
0 z 0

et
3 3
2] = / In(sin z)dz + / In(cos x)dx
0 0
3 . 3 sin 2x
= In(sin z cos x)dx = In dx
0 0 2
3 1 [
= / In(sin 2z)dx — T2 = —/ In(sin y)dy — Tmo=1-"12
; 2 2 J; 2 2
vu ce qui précéde et le changement de variable z = ¥. On conclut aussitot. O

Le résultat suivant est également tiré de la théorie des fonctions de variables complexes.
Celui-ci justifie entre autre l’existence de l'intégrale fo% In | f(Re)|dd lorsque la fonction

f est holomorphe sur un ouvert contenant le disque fermé D(0, R) et qu’elle ne s’annule
pas sur le disque ouvert D(0, R).
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Lemme 2.2.10. Soit R > 0 et soit D(0, R) le disque ouvert de centre 0 et de rayon R.
Si f est une fonction holomorphe dans un ouvert £ contenant D(0, R) ne s’annulant pas
sur D(0, R), alors

2
/O] = - [ wls(Re)jdo.
2m J,

Démonstration. Si f ne s’annule pas sur le cercle C(0, R) = 0D(0, R), le résultat découle
directement de la propriété de la moyenne 2.2.8 appliquée a la fonction In |f| en 0.
Supposons maintenant que f a exactement un zéro simple a = Re™ sur C(0, R). Alors il
existe une fonction g holomorphe sur 2 telle que g(a) # 0 et f(z) = (2 — a)g(z) sur .
Dés lors, la fonction g ne s’annule pas sur D(0, R) et vu la propriété de la moyenne 2.2.8
appliquée a la fonction In|g| en 0, on a

1 s ) 1 2m ) ) )
mmw:%Ahmw%WZ%o (In]f(Re”)| — In|Re® — Re™|) do.

La fonction In |Re® — Re'@| est intégrable sur |0, 27| car si r €]0, 1], on a

In ’Rei(e%‘l) (ei(e_Ta) — ei(aT_e)> H

0 — «
2R si =0.
Rsm( 5 )H 0

Comme la fonction In |g(Re)| = In|f(Re?)| — In|Re? — Re'| est aussi intégrable sur
I'intervalle ]0, 27|, il s’ensuit que la fonction In | f(Re')| est intégrable sur |0, 27| et on peut
écrire

gim 60 — o [In|R(e” — e)|| = gim 10— «|

In

= lim |0 —af

0—a

1 27 ) 1 2 ) )
mmwzﬁlhwm%w—%Lhmw—Mw&

Dés lors, comme on a

I |g(0)] = In [ £(0)] — In |a] = In| f(0)] — n R,

si on montre que

1 27 ' '
o In ‘Rew — Re'*|df = In R,
21 Jo
alors on a la conclusion.
Tout d’abord, on a
1 2w . X 1 27 ' '
oy In|Re®” — Re'®|df = In R + _/ In|e — e™|df.
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Ensuite,

2m—a

2m 2m
/ In e — e |dg = / In e’ (1 — ¢ @=)|dh = / In |1 — e“|dx
0 0

—

2m 2m ) Cim i
= / ln|1—e”|dmz/ Inle (e —e?)|de
0 0

27 T 2 T
= / ln‘?sin—’da::27rln2+/ 1n(sin—> dx
0 2 0 2

= 27T1n2+2/ In (sin%) dx:27rln2+4/2ln(siny)dy
0 0
- 27rln2—|—4(—gln2):0,

ol on a successivement fait le changement de variable § = x + «, utilisé le fait que la
fonction In |1 — €| est 2m-périodique, fait le changement de variable z = 2y et utilisé le
lemme 2.2.9.

Montrons le cas général. Comme f est holomorphe sur un ouvert contenant D(0, R) ne
s’annulant pas sur D(0, R), la fonction a au plus un nombre fini de zéros sur C(0, R). En
effet, sinon il existe une suite (z,)nen, de C(0, R) telle que f(z,) = 0 pour tout n € Ny
et telle que z, # 2z, si n # m. Comme il s’agit d’'une suite bornée, par le théoréme
de Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite convergente vers un point de
C(0, R), ce qui est impossible car la fonction f serait alors identiquement nulle sur 2. Notons
a; = Re"™ ... ay = Re™¥ les zéros de f dans C(0, R) répétés selon leur multiplicité. 1
existe alors une fonction h holomorphe sur 'ouvert €2 de f telle que

h(a;) #0 pouri=1,...,N
fz)=(z—ay)...(z —an)g(z) sur Q.

Deés lors, de la méme maniére que dans la premiére partie, on obtient

do.

L[ i0 1 i0 i
ln]f(O)\—NlnR:%/o In|f(Re )]d@—;%/o In|Re"” — Re

On peut montrer de maniére analogue a la premiére partie que

1 2 ) )
— In|Re” — Re™|df =InR, pouri=1,...,N.
2m J,
D’ou la these. 0
Voici maintenant la formule de Jensen dont nous nous servirons par la suite.
Proposition 2.2.11 (Formule de Jensen). Soit R > 0 et soit D(0, R) le disque ouvert
de centre O et de rayon R. Si f une fonction non nulle holomorphe dans un ouvert contenant
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D(0, R), alors

pDm 0 R 1 21 )
ln' f(>‘+mlnR:—/0 der%/o In | f(Re™)|db,

m)! T

ot m est l'ordre de O comme zéro de f et T(x) est le nombre de zéros de f comptés avec
leur multiplicité dans le disque fermé de centre 0 et de rayon x privé du point 0.

Démonstration. Comme la fonction f est non nulle et holomorphe sur D(0, R), elle ne
posséde qu'un nombre fini de zéros dans D(0, R). Soient alors zy,...,zy les zéros de f
dans D(0, R) \ {0} répétés selon leur multiplicité. Considérons les fonctions

Rm vt R?2 -7,z
“ /)
z

Par le méme argument que dans la preuve de l'inégalité de Jensen, la fonction F' est
holomorphe sur un ouvert contenant D(0, R) et ne posséde pas de zéros dans D(0, R). Dés
lors, vu le lemme 2.2.10 appliqué a la fonction In |F(2)| en 0, on a

1 2w )
In|F(0)] = %/O In|F(Re™)|do. (2.20)

De plus, de la méme maniére que dans la preuve de 'inégalité de Jensen, on a

|F(2)] = |f(2)] st |2] = R. (2.21)
Ensuite, si I'on écrit )
NE
arEres

avec
z—zn m
01(z) = RmH et ga(2) = (=)™,

on obtient que

In|F(0)| =In

(é) (0>‘ —In|g;(0)] = In

() “))’ *”“““Zln (i)

Deés lors, vu I'égalité (2.19) obtenue dans la preuve de 'inégalité de Jensen et vu (2.20) et

(2.21), on a
R 1 2 .
(D)o +minr=- [ L [Tiisreoyan

g2 x

In
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ou 7(x) est le nombre de zéros de f dans le disque fermé de centre 0 et de rayon x privé
du point 0. De 1a, si on montre que

(L) =1,

92 m!

la démonstration est finie. En fait ceci résulte directement de la formule de Taylor. En
effet, celle-ci donne

+oo +oo
z z .
fl2) =2 5 D'f(0) = > 5 D'f(0) si 2 € D0, R)
=0 l=m
en tenant compte du fait que 0 est un zéro de f de multiplicité m. D’ou

(f> ()= L&) _ Z’"l;!lef(O) siz e D0, R).

92 zm

l=m
En prenant cette égalité en z = 0, on a la conclusion. O

Rappelons ici une conséquence importante du théoréme d’Arzela-Ascoli concernant les
fonctions holomorphes : le théoréme de Montel. Tout d’abord, voici quelques définitions
pour mettre les choses au point.

Définition 2.2.12. Si 2 est un ouvert de R, un sous-ensemble F de Cy(12) est dit borné
si pour tout compact K de €2, il existe une constante strictement positive C telle que

sup sup |f] < Ck.

feF K
Définition 2.2.13. Si Q est un ouvert de C, un sous-ensemble F de Cy(2) est dit borné
s'il est borné comme sous-ensemble de Cy(€2).
Définition 2.2.14. Une suite de O(2) est dite bornée si 'ensemble de ses éléments est.

Définition 2.2.15. Une suite (f,)nez de O(QQ) converge dans O(Q2) vers un élément f de
O(Q) si les fonctions f, convergent uniformément vers f sur tout compact de €.

Théoréme 2.2.16 (Montel). Si ) est un ouvert de C, toute suite bornée de O(S2) posséde
une sous-suite convergente dans O(S2).

Nous ne donnons pas ici la démonstration de ce résultat. Elle se trouve par exemple
dans [14].

Rappelons la définition des limites supérieures et inférieures d’une suite de nombres
réels.

Définition 2.2.17. Si (7,,),,cy est une suite de nombres réels, alors

limsupr, := lim sup ry,
m—-+o00 M—+00 m>M
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et

liminfr,, := 1l inf 7,,.

ot = Jig o

Le résultat suivant, bien que plus faible que le théoréeme 2.2.5, contient ’essentiel de

la démonstration de ce théoréme. Nous faisons remarquer que c’est ici qu’apparait pour la
premiére fois I'hypothése v €]0, w[. Nous l'utilisons une seule fois, a la fin de la démons-
tration, apres l'application de la formule de Jensen. Cette hypothése nous suivra tout au
long des résultats postérieurs.

Théoréme 2.2.18. Soient L > 0, 6 > 0 et 0 < v < w. Alors il existe une constante
strictement positive M telle que

|f(z)] <M, = >0,

pour toute suite de nombres complexes (N\,)n>p vérifiant (2.11) et (2.12) et pour toute
fonction f holomorphe dans un ouvert contenant {z € C: Rz > 0} et vérifiant

f(2) <P Rz >0, (2.22)
fOW) <1 n> L, (2.23)
flr(z) = O(1), z — +oo. (2.24)

Démonstration. Soient L, o, v fixés. On doit montrer qu’il existe une constante M telle
que |f(z)] < M, x > 0, pour toute suite (\,),~r vérifiant (2.11) et (2.12) et pour toute
fonction f holomorphe dans un ouvert contenant {z € C: Rz > 0} vérifiant (2.22), (2.23)
et (2.24). Procédons par I’absurde et supposons que pour tout v € Ny, il existe une suite

(>\7({'))n> ; vérifiant (2.11) et (2.12) et une fonction f, vérifiant les conditions de I’énoncé
telles que

¢, == sup |f,(x)] > v.
x>0

Comme pour tout v € Ny, on a
1£,(2)] < el Rz >0t |fo(x)] < e, x>0,
avec ¢, > 1, la premiére partie du lemme 2.2.6 affirme que pour tout v € Ny, on a
1£,(2)] < e Rz >0. (2.25)

Ensuite, par définition de la borne supérieure, pour tout v € Ny, il existe x, > 0 tel que

Cy
|fl/(mu)| > ¢y — ; (2.26)
Il s’ensuit que f,(z,) — 400 si ¥ — 400 et par conséquent, vu 'hypothése (2.22), que

xr, — 400 si v — +00. Cela étant, pour tout v € Ny, définissons la fonction ¢, par

_ fulz + [2])

. , ol [x,] désigne la partie entiére de z,.
v

Pu(2) :
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Cette fonction est définie et holomorphe dans un ouvert contenant {z € C : Rz > —|z,]}.
Montrons qu’elle vérifie

|60 (2)] < P, Rz > —[2,]; (2.27)
1— < s [6,(0)] < 1 (228)
4 z€[0,1]
1
16, (1) < o n> L —[z,], ou pu¥ /\onV] [z,]. (2.29)

14

L’inégalité 2.27 est immeédiate vu I'inégalité (2.25) et la définition de ¢,. Ensuite, vu 'in-
égalité (2.26) et les définitions de ¢, et de ¢, on a

1 1
sup |¢V(ZL‘)| = — Sup |fV(m + [:)Zy])’ > —|fy(l’u)| >1--
z€[0,1] Cv z€l0,1] v’

6u(x)| < 1, 2 >0,

d’out la double inégalité 2.28. Enfin, vu ’hypothése (2.23), on a

v 1 v 1
8, = A+ )] = )] <
sin > L — [z,] et I'inégalité (2.29) est vérifiée.
Pour tout m € Ny, considérons maintenant 1’ouvert

Qn={2€C: Rz >—m}.

Soit m = 1. Alors il existe N; € Ny tel que pour tout v > Ny, on a Q; C €, donc tel que
la fonction ¢, soit holomorphe dans I'ouvert €2; pour tout v > N;. La suite (gbl,)y2 N, st
bornée dans O(£2). En effet, si K est un compact fixé de €2y, par I'inégalité (2.27), on a

o (2)| < W Yo > Ny, Vze K
vu que K C € C €, pour tout v > Nj. Dés lors, on a

sup sup |¢,(2)| < sup sup e’ = sup e’ = Ck.
v>Ny zeK v>N1 zeK zeK

Vu le théoréme de Montel 2.2.16, il existe donc une sous-suite de (¢,),>y, qui converge
dans O(€21). Soit (¢r, (1)), , cette sous-suite et soit /7 sa limite. Soit m = 2. Alors il existe
Ny € Ny tel que pour tout v > Ns, la fonction ¢, est holomorphe dans I'ouvert 25. De la
méme maniére que dans le cas m = 1, la suite (¢k1(y))y> N, st bornée dans O(£2). Dés
lors, vu le théoréme de Montel, on peut en extraire une sous-suite convergente dans O ().
Soit (Pry(1)) N, Cette sous-suite et soit F5 sa limite. Par unicité de la limite, on a F = Fy
dans €. 8011: m = 3. Alors il existe N3 € Ny tel que pour tout v > N3, la fonction ¢,
soit holomorphe dans I'ouvert 23. De la méme maniére que dans les cas précédents, la
suite (¢k2(y))y> N, €st bornée dans O(23). Dés lors, vu le théoréme de Montel, on peut en
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extraire une sous-suite convergente dans O({s). Soit (P, (1)), y, cette sous-suite et soit F3
sa limite. Par unicité de la limite, on a F3 = F, dans 5. En continuant de cette maniére,
on construit une suite de fonctions (F,)men, telles que

F,, € O(Qn),
F,.1 = F, dans ),

Définissons alors la fonction ¢ dans C par
= F,, dans §2,,.

Vu ce qui précede, cette définition a un sens et ¢ est une fonction entiére. De plus, vu les
inégalités (2.27) et (2.28), par passage a la limite, on a

lp(z)| <M, zeC, (2.30)
sup |p(z)| = 1. (2.31)
z€[0,1]

Par ailleurs, quitte & passer a une sous-suite, on peut supposer que pour tout n € Z,
(,ugf))l,eNo est une suite convergente. En effet, on a

i =l = Wy = (4 D < Lon> L= [, (2:52)

et comme pour tout n fixé, il existe v € Ny tel que n > L — [z, ], la suite (,LL%V))VGNO est
bornée. Notons p, sa limite. Ainsi, vu I'inégalité (2.29), par passage a la limite, on a

o(uy) =0Vn € Z. (2.33)

De plus, comme pour tout v € Ny, on a (2.32) et

1) = 1 = Ny = A 2 6 ¥nom > L= (), n #m,

n—l— a:u

par passage a la limite, la suite (p,)nez vérifie

lpn —n| < L, n € Z, (2.34)
|Hn — fim| > 0, n # m, (2.35)
d’ou elle est de densité uniforme 1.

Ensuite, d'une part, comme ¢ est une fonction entiére non nulle vu (2.31), la formule de
Jensen 2.2.11 appliquée a la fonction ¢ donne

/R@dx — /Rﬂd:p—/lﬁdm

1 2m ) 1 2m )
= %/o In |p(Re®)|dd — mIn R — %/0 In|p(e®)|do,  (2.36)
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pour tout R > 0, ot m est 'ordre de 0 comme zéro de ¢ et 7(x) est le nombre de zéros de ¢
dans le disque fermé de centre 0 et de rayon z privé du point 0. Ensuite, vu I'inégalité (2.30),
on a

1 2 ) 1 2 R s 27R
—/ In |p(Re?)|df < —/ ~YR|sin0|do = L/ sinf do = 21 , VR > 0.
2m Jo 2m Jo T Jo T

On a donc obtenu que

7 InR 1 m 0
—_— 1 “NNdo, VR > 0.
A L e
Deés lors, il vient
1 [ 2
lim sup — Mda: < <o (2.37)
Rotoo R Jy @ T

car v < .
D’autre part, vu (2.34), si z > L, on a

ol = [no — 0| < L <z,
il = |pi —i|+i<L+i<z
il = [p—i +i[+i < L+i<u,

pour 0 < i < [z — L]. Vu (2.33) et vu (2.35), il s’ensuit que
m(x) >2[x—L]+1—-1>2(x—L—1)siz> L,

en tenant compte du fait qu'on a peut-étre un des y,, n = =[x — L|,...,0,... [x — L], qui
vaut zéro. Dés lors, si R > L, on obtient

/RZQLm - /Lﬂi- /Rﬂx /qﬁfhx

/R 7(z) /1 T
> 7
L T o 7T
R 1
> / 20z~ 1)da:—/ ﬂdx
L o 7T
(@)
= 2(R-L)-2(L+1)(nR—InL)— / —dx,
0
donc
InR
lim sup — / dm > lim sup (2 —2(L+1)— - ) =2,
R——+o0 R—+o0 R
ce qui nous ameéne & une contradiction vu (2.37) et le théoréme est ainsi établi. ]
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Rappelons les résultats suivants. Ils nous serons utiles dans la preuve du théoréeme 2.2.5.

Proposition 2.2.19. Si (7,,),,cy €st une suite de nombres réels, alors

liminf r,, <limsupr,,.
m—+o0 m—+00

Proposition 2.2.20. Soit (ry,),,cy une suite de nombres réels. Si

liminf r,, = limsupr,, = R € RU{—o00, +0},

m—+00 m—+o00
alors lim,, o 1y, existe et vaut R.

A présent, nous pouvons passer a la démonstration du théoréme 2.2.5 dont 1’énoncé est
rappelé ici : Soient L > 0, § > 0 et v €]0,w[. Alors il existe une constante M strictement

positive telle que
[f(2)] < M, Rz >0,

pour toute suite de mnombres complexes (\,)n>p vérifiant (2.11) et (2.12) et pour toute
fonction f holomorphe dans un ouvert contenant le demi-plan {z € C : Rz > 0} et
vérifiant

1f(2) < ey <, (2.38)
lfO)] <1, n> L. (2.39)
Démonstration du théoreme 2.2.5. Soit f une fonction vérifiant les conditions de I’énoncé.
Posons p := thUPx—wwW- Si f(z) = 0, on convient de poser In|f(z)] = —oc.
Montrons qu’on peut supposer que p est un nombre réel. En effet, premiérement, supposons
que p = +o00. Par conséquent, comme (supm> M W) est une suite décroissante, on
= MeN,
aurait | ’
n|f(x
sup M = +o00, pour tout M > 0.
z>M X

Comme, par hypothése, on a |f(z)| < e"?l pour tout z € C, on aurait également

hl(evlﬂ»‘\)
¥ = sup —— = +oo,
z>M x

ce qui impossible. Deuxiémement, supposons que p = —oo. Par conséquent, vu les propo-
sitions 2.2.19 et 2.2.20, on aurait

g W@l
Tr—-+00 €T

donc nécessairement

lim |f(x)] =0.

T——+00
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Dés lors, les hypothéses du théoréme 2.2.18 sont vérifiées et celui-ci donne
[f(@)| <M, x>0,

ou la constante M peut étre choisie indépendamment de la fonction f. Dés lors, la premiére
partie du lemme 2.2.6 montre que

1f(2)| < sup{M,1} ¥ Rz >0.

Comme la constante M est indépendante de la fonction f, on a la thése. Nous pouvons
donc maintenant supposer que p est un nombre réel.
Soit a > %'pl et soit € > 0 tel que ¢ < a et ¢ < 1. Considérons les fonctions

(e2)"

gu(2) = f(z)e_azz P v eNp

p=0

définies et holomorphes dans un ouvert contenant {z € C : Rz > 0}. Pour tout v € Ny,

on a
~ (2)"
>

p=0

v

ePlzl” _ oy
= ZT < e

p=0

Il s’ensuit alors que

|gy(2)] < |f<z)€faz’ es\z| < e’y|z|efa§Rz€s|z\ < e('y+s)\z| < en\z|’ R > 07

ol Kk = WT” < 7, vu 'hypothése (2.38) et la définition de . Si on pose R\, = «, et

SN\, = Ba, alors
gu(An)| < An et el < eelbnl < el > L
| ( ) )

vu I’hypothése (2.39) et vu que €|\, | — ac, < e(ay, + |Bn]) — e, = €|B,| < eL,sin > L.
En effet, sin > L, on a «,, = R\, > 0 vu la condition (2.11) et

1Bnl = |SAa| = SN —n)| < Ay —n| < L,

également vu (2.11). De plus, g,(z) — 0 si £ — 400 avec a, € et v fixés. En effet, comme
on a toujours a > p, quel que soit 0 < § < a — p, il existe M € Ny tel que

1
xz>M X
donc tel que
In|f(z)|

——=<a-90, Yz > M.
x

Par conséquent, on a
|f(2)] < e e ™, Vo > M.
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Deés lors, il vient

— (e2)’

p!

S eféac

|90 ()] < [f(x)]e* , Vo> M, Vv €Ny

p=0 p=0

et comme le second membre de cette inégalité tend vers 0 lorsque x tend vers +oc0, on a
bien g,(z) — 0 si 2 — 400, pour tout v € Ny. En particulier, comme, quel que soit v € Ny,
g, est une fonction continue, elle est bornée sur le demi axe réel positif.
Les fonctions e %, satisfont donc les conditions du théoréme 2.2.18 si on remplace v par
k. Il s’ensuit que

e g, (x)| < M, x>0,

ou la constante M est indépendante de f, L, v, € et a. Dés lors,
e | f(a)|e™ e < M, 2 >0,
car g,(z) — f(z)e"**€** si v — +00. Donc
|f(x)] < el ®2esbM, o > 0.

Deux cas sont alors possibles : p > 0 et p < 0. Supposons que p > 0. Il n’y a pas de
restriction & supposer avoir 0 < € < p. Si on laisse tendre a vers p, on obtient

|f(x)] < P&l M, 2 > 0.
Il s’ensuit que

1 — L+InM
pzlimsupmglimsup(p eJrtel+ln =p—c,

T—+00 x T—+00 x

ce qui est absurde car on a € > 0. On a donc montré que p < 0. On peut donc laisser
tendre a et € vers 0, ce qui donne

|f(z)| < M, z>0.

Dés lors, la premiére partie du lemme 2.2.6 appliquée a la fonction f avec A=1et B=M
montre que

1£(2)] < M Rz >0 ou M’ := sup{M, 1},
c’est-a-dire la thése. O]

Le résultat suivant est un corollaire du théoréme 2.2.5. Ce résultat est trés proche
du premier théoréme de Duffin-Schaeffer. C’est a lui seul que nous ferons appel dans la
démonstration de celui-ci.
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Corollaire 2.2.21. Soient L > 0,6 >0, A >0 et 0 < v < mw. Alors il existe une constante
strictement positive N telle que

A2
[f(@)] < N siz > :
=7
pour toute suite de mombres complexes (An)n>r vérifiant (2.11) et (2.12) et pour toute
fonction f holomorphe dans un ouvert contenant {z € C : Rz > 0} vérifiant

1f(2)] < A Rz >0, (2.40)
fA)| <1, n> L. (2.41)
Démonstration. Si A < 1, le résultat est immédiat par application du théoréme 2.2.5.
Supposons donc que A > 1. Soient [ := % et 7 := BA. Montrons que la fonction g
définie dans {z € C : Rz > 0} par
z
9(2) = ——1(2)

vérifie les hypothéses du théoréme 2.2.5. Premiérement,
1
l9(2)| < B-1f(2)] < ATH A = el si 2] < 8, Rz > 0.
T

vu 'hypothése (2.40). Deuxiémement,
9(2)] < |f(2)] < Al < el si |2 > 8, Re >0,

ol K := % < . Nous avons utilisé ici le fait que |z| > 8 implique que A < ezl vu la
définition de 3. Comme 7 < k, on a bien les hypothéses du théoréme 2.2.5 & condition de
remplacer v par x. Il s’ensuit que

l9(2)| < M, Rz > 0,
ou la constante M ne dépend pas de g donc pas de f, et il vient
lg(z)| < M, = =>0.
T+T

Comme f(z) = ZTg(x) pour z # 0, on a

24Tn A
T T M <oMsiz>r=pA= 20
m—7

Montrons qu’on a 2In A < A. On aura alors la conclusion en notant N = 2M. Considérons
la fonction h définie sur R par

>0

[f(2)] <

h(z) :==2Inz — .

La dérivée de celle-ci est alors la fonction Dh(z) = % — 1. Celle-ci s’annule uniquement en
x = 2, prend des valeurs positives pour des valeurs de x inférieures a 2 et prend des valeurs
négatives pour des valeurs positives de x supérieures a 2. Ceci montre que la fonction h
admet un maximum en z = 2. Comme h(2) = —0,61..., il s’ensuit que h(x)<0 pour tout
r € R, c’est-a-dire 2Inx <  pour tout z € RY, ce qu’il nous fallait. O
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2.2.3 Premier théoréme de Duffin et Schaeffer

Dans ce paragraphe, nous démontrons le premier théoréme de Duffin et Schaeffer,
comme annoncé plus haut. Remarquons que 'hypothéese v < m dont nous avions besoin
plus haut avec une suite de densité uniforme 1 devient v < wd lorsqu’on travaille avec une
suite de densité uniforme d > 0.

Théoréme 2.2.22 (Duffin-Schaeffer 1). Soit v > 0 et soit (A\,)nez une suite séparée de
densité uniforme d avec d > L. Alors il existe une constante strictement positive N telle
que

1f(2)] < Ne'W sup lf(An)], z €C,

neL

pour toute fonction f entiére de type exponentiel .

Démonstration. Séparons la rédaction de la démonstration en les deux cas suivants.
e Casd=1.
Soit une suite (A,)nez et une fonction f vérifiant les conditions du théoréme. Si
I'ensemble {f(\,) : n € Z} n’est pas borné, alors le résultat est immédiat. Sinon, on
peut supposer avoir |f(A,)| < 1, Vn € Z. En effet, si R := sup,,c; | f(A\,)| = 0, alors
c’est immédiat. Sinon, il suffit de considérer la fonction % f. La thése devient alors

()] < Ne,

avec N une constante indépendante de f.
Par définition d’une suite de densité uniforme 1, il existe L > 0 et § > 0 tels que

IAn —n| < L,VneZ (2.42)
A — Am| > 6, Yn,m € Z, n # m. (2.43)
En particulier, la suite (\,),~y vérifie les conditions (2.11) et (2.12).

Définissons la fonction f sur C par

f(z):=f(-=2), zeC.

Montrons que les fonctions f et f satisfont aux hypothéses du corollaire 2.2.21 avec
respectivement les suites (\,)n>r1 €t (fin)n>1, avec oy, := —A_,, pour tout n > L. Par
hypothese, f est de type exponentiel v donc par définition, il existe une constante
strictement positive A telle que

lf(2)| < Ae”‘zl, z € C,

et on a aussitot 3
1f(2)] = f(=2)| < A’ = A"l 2 € C.
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D’ou I'hypothése (2.40) est veérifiée. L’ hypothése (2.41) est vérifice également vu ce
qui précede, a condition que la suite (ov,)n>z vérifie (2.11) et (2.12). C’est le cas
puisque
la, —n|=|—-Ap—n|=|A_pn+n| <L, n>L,
|y —am| = = A+ A =6, nym > L, n#m,
vu (2.42) et (2.43). Dés lors, on déduit du corollaire 2.2.21 qu'il existe des constantes
strictement positives N’ et N” telles que

(@) < N'et |[f(z) < N"sia> i

7T—’y'

Il s’ensuit que
2

|f(@)| < sup{N',N"}, |a| > -
="
Comme f est une fonction entiére, sa restriction & R est une fonction continue et on
en déduit finalement qu’il existe une constante C' telle que

f(x)| <C, xR
La seconde partie du lemme 2.2.6 montre alors que
1f(2)] < Cel 2 e C.

Dés lors, tout revient & montrer que la constante C' peut étre choisie indépendamment
de la fonction f. Si m € Ny, la fonction z — ¢,,(2) := f(z —m) satisfait a I'inégalité

lgm(2)] = | f(z —m)| < CeMl < Cel 2 e C.
Comme elle vérifie aussi

|9m(pn)| = [f(A)| < 1, VR € Z
en les points de la suite p, := A\, + m, n € Z, et comme

|t — 1| = |Apem — (n—m)| < L, n €Z,
|/‘Ln - ,u',n| - |)‘n—m - /\n’—ml > 6a n 7£ TL’,

le corollaire 2.2.21 montre que

02
|gm(2)] < N, 2 > :
=7

ou la constante N est indépendante de g,,, c’est a dire de f et de m. On en déduit

que
2
7@)| = lgn(e+m) S N, @2 —mt
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Comme m a été choisi arbitrairement, il vient
|f(z)] < N, Vo € R.

La conclusion découle alors d’une seconde application de la deuxiéme partie du lemme
2.2.6 a la fonction f.

e Casd# 1.
Soit une suite (A, )nez et une fonction f vérifiant les conditions du théoréme. Alors
la suite (d\y,),,c;, est de densité uniforme 1. Considérons la fonction F' définie dans C
par

F(z)=f <§l> )

Comme f est une fonction entiére de type exponentiel 7, il existe une constante A
strictement positive telle que

1f(2)| < A 2 e Z.

Il s’ensuit que la fonction F' est entiére et vérifie
z 12] /
P =17 (5) 1< 46 = 4, s ez,
ot 7/ = 2 < 7. De plus, on a

[F(dAn)| = [f ()]

Comme dans le premier cas, quitte & travailler avec la fonction %F, avec R =
Sup,ez | f(An)], on peut supposer avoir |F(dA,)| < 1. Vu le cas d = 1, il existe
une constante strictement positive N indépendante de F' donc de f telle que

|F(2)] < Ne"Wl zeC,

donc telle que

f (2) | < Ne'M, 2 ecC.

En écrivant 2’ = 5, 32’ =y = 4, on obtient
()] < NeVWl = NeW'I 2 e C.

ce qui permet de conclure.
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2.3 Lien avec les frames d’exponentielles
Comme la suite (\/Lz— emt> est orthonormée totale dans L?(] — m, «[), la suite de
. 4 nez
fonctions (e™), _, est une frame sur L*(] — 7, 7[) de bornes A = B = 27. En effet, vu la
formule de Parseval pour les suites orthonormées totales, on a

™ —int
2 in 2 €
Hf”p(]ﬂr,w[) = E (f.e t>L2(}f7r,7r[)| = E /_7T f(t)\/%dt

nez nez
2
, Vf e LQ(] — 7, 7).

/ 7; f(t)e™dt

2

(2.44)

1
2T
neZ

Plus généralement, étant donné un intervalle I de R et une suite (\,),ez de nombres
complexes, une frame sur L*(I) de la forme (e"**'), _, est appelée une frame d’exponentielles
ou une frame de Fourier. On dit que la suite (\,)nez génere la frame (e"*), _, sur L*(I).
Remarquons que comme les exponentielles ne sont pas de carré intégrable, 'intervalle I est
nécessairement, borné.

Dans leur article "A class of nonharmonic Fourier series" ([7]) de 1952, Duffin et Schaef-
fer proposent d’abord la définition d’une frame d’exponentielles et ensuite seulement la
définition d’une frame dans un espace de Hilbert quelconque telle que nous ’avons donnée
plus haut. Duffin et Schaeffer font une légére distinction entre ces définitions, sans doute
pour faciliter les notations. Voici la définition qu’ils donnent des frames d’exponentielles :

Définition 2.3.1. Soit (\,)nez une suite de nombres complexes et soit v > 0. La famille
de fonctions (ef) . est une frame sur L*(] —~,~[) s'il existe des constantes strictement
positives A et B telles que

v 1
A At < —
IRCKET=DY

neL

2

[EmwwtsgfmeuWeﬁwﬁmn

Les constantes A et B sont les bornes de la frame.

Dans cette troisiéme partie, nous utiliserons exceptionnellement cette définition. Néan-
moins, nous ferons ponctuellement remarquer les nuances a apporter a chacun des résultats
établis pous les raccorder a la définition générale d’'une frame dans un espace de Hilbert.

2.3.1 Equivalence de deux versions du deuxiéme théoréme de Duf-
fin et Schaeffer

Le but de cette partie est de démontrer le deuxiéme théoréme de Duffin-Schaeffer. Dans
ce paragraphe sont données deux versions de ce théoréme dont nous allons immeédiatement
prouver ’équivalence. La premiére d’entre elles est relative aux frames d’exponentielles,
la seconde aux fonctions entiéres de type exponentiel dont la restriction & R appartient
a L*(R), parfois plus simplement appelées fonctions de Paley-Wiener. Ceci montre donc
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comme la théorie des frames d’exponentielles et celle des fonctions entiéres de type expo-
nentiel dont la restriction a R appartient a L?(R) sont liées.

Théoréme 2.3.2 (Duffin-Schaeffer 2). Soit d > 0. Si (\,)nez est une suite séparée de
densité uniforme d, alors la suite de fonctions (e*'), _, est une frame sur L*(] —,7]), ot
0<~vy<md.

Théoréme 2.3.3 (Duffin-Schaeffer 2°). Soit d > 0 et soit 0 < v < wd. Si (A\y)nez est
une suite séparée de densité uniforme d, alors il existe des constantes strictement positives
A et B telles que

A [ 1f@lde < 31500 < B [ 1f(@)ds,
R nez R
pour toute fonction f entiere de type exponentiel v dont la restriction a R appartient
a L*(R).

Remarque 2.3.4. Les théorémes 2.3.2 et 2.3.3 sont équivalents et si les constantes A
et B conviennent pour I'un, elles conviennent aussi pour 'autre. En effet, c’est direct vu
le théoréme de Paley-Wiener 2.1.4 et la définition d'une frame.

Plus généralement, nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.3.5. Soient v > 0, A > 0, B > 0 et soit (Ay)nez une suite de nombre
complexes. Alors la famille de fonctions (e'), _, est une frame sur L*(] —~,~[) de bornes
A et B si et seulement si

A / @)l < SO < B / (@), (2.45)

pour toute fonction f entiere de type exponentiel v dont la restriction a R appartient
a LA(R).

Démonstration. Supposons que () ., soit une frame sur L?(] —~,~[) de bornes A et B.
Alors, par définition, on a

K 1
A )2t < —
IRCKESY

neL

2

/_ " gyetiat| < B / " g(t) P, Yg € L2 — 7).

Soit f une fonction entiére de type exponentiel v dont la restriction & R appartient a L*(R).
Alors, vu le le théoréme de Paley-Wiener 2.1.4, il existe une fonction gy € L*(] —~,[) telle
que

f(z)= /W go(t)e'dt, z € C. (2.46)

-
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Deés lors, vu ce qui précede, on a

g 1
2
< —
A/7 [go(t)]“dt < o E

nez

2 v
<B / go() Pt

-

’y .
/ go(t)ertdt
—

A [ 1f@Pdr < SIFOWP < B [ If@) .

neL

donc

vu 2.47 et vu le théoréeme de Plancherel.
Montrons la réciproque. Soit g € L*(] —7,7]). Vu le théoréme de Paley-Wiener 2.1.4,
la fonction f définie sur C par

f(z):= /7 g(t)e™dt (2.47)

-

est une fonction entiére de type exponentiel v dont la restriction & I'axe réel appartient a
L*(R). Par conséquent, vu ’hypothése, on a

A [ 1f@Pdr < S IFOWE < B [ If@) e,

nez
donc
v ) ¥ , 2 ¥ )
27 A / TOR/EDS / (Bt < 2rB / () [2dt.
= nez 1V =7 =
vu (2.47) et vu le théoréme de Plancherel, ce qui permet de conclure. ]

Remarque 2.3.6. Dans cette proposition, comme signalé plus haut, la définition des
frames d’exponentielles utilisée est celle de Duffin et Schaeffer. Cela permet de faire cor-
respondre les constantes A et B du théoréme 2.3.2 avec celles du théoreme 2.3.3, ce qui
facilite grandement les notations des démonstrations qui suivront dans ce paragraphe. Re-
marquons ici que si nous avions choisi la définition générale des frames dans un espace de
Hilbert, les constantes A et B de ces deux théorémes se seraient correspondues seulement
a un facteur 27w preés.

Remarque 2.3.7. Comme nous ne travaillons qu’avec des séries absolument convergentes,
dans le théoréme 2.3.2, il suffit en fait de supposer qu'une permutation de la suite (A, )nez
soit de densité uniforme. Ceci écarte le probléme soulevé dans la remarque 2.2.3, pour ce
qui nous concerne tout au moins.

Pour faciliter la démonstration du deuxiéme théoréme de Duffin et Schaeffer, nous avons
besoin de plusieurs résultats auxiliaires.
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2.3.2 Reésultats auxiliaires

Lemme 2.3.8. Soit v > 0 et soit (¢*"), , une frame sur L*(] — v,7[). Si M est une
constante positive et (fu,)nez une suite telle que |, — A\,| < M, pour tout n € Z, alors il
existe une constante strictement positive C' telle que

S )P <Y IFN

nez neL

pour toute fonction f entiére de type exponentiel ~v dont la restriction a R appartient
a L*(R).

Démonstration. Désignons par A et B les bornes de la frame (ei»!)
2.3.5 montre alors que

nez- La proposition

/ F@)dr < S fOWE < B / (@) Pdz, (2.48)

nez

pour toute fonction f entiére de type exponentiel v dont la restriction a R appartient
a L*(R).

Montrons que si f est une fonction entiére de type exponentiel v dont la restriction a R
appartient & L*(R) et si p est un nombre strictement positif donné, alors

Do) = FOWPE ST Y IO, (2.49)

ne” nez

2
J_
ouT = %(ep2 — 1)(6MQP2 —1).
Supposons que f soit une fonction satisfaisant ces conditions. Le théoréme de Taylor montre
alors que

400 k
Fl) — £ = 32 PO ) ez
k=1 )

En multipliant haut et bas par p* dans le second membre, I'inégalité de Cauchy-Schwarz

donne
Dk n_/\ 2k ok
Z' k{% )(Z'” *p )
+o00 Dkf . +oo M 2k
Z' k!<%>|><;< kp!> )

k=1

Dk 2,2
= Z‘ /j - )(eM " —1), Vnez, (2.50)

=
=
s
|
=
>
2
T
A

IN

vu que |, — A\, < M pour tout n € Z par hypothése. Ensuite, vu la proposition 2.1.7,
la fonction D f est une fonction entiére de type exponentiel v et sa restriction & I’axe réel
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appartient & L?(R). Ainsi, vu ce qui précéde, la fonction D*f satisfait 'inégalité (2.48)
quel que soit k£ € N, c’est-a-dire

/|Dk )dr <Y IDR ()] < B/ |D*f(z)|*dz, Yk € N.
nez R

Deés lors, on a

S IDH O < B [ 10°f@)fde < B [ [f(@)ds, vie N,

nel R R

en utilisant I'inégalité (2.6) de la proposition 2.1.7. Comme la fonction f satisfait (2.48)
également, il est clair que

2k
SSIDE O < P ST WP, ke N, (2.51)

nel neZ

En rassemblant les inégalités (2.50) et (2.51), on obtient

5 1) — WP < Z(Z%) (@ 1)

nez n€Z \k=1

IN

“+00
B’y% M2 2
Ak! AL 2k Z [F(A -1

ne”L

B 2.2
=A<p—1 M =1) ) 1O

ne’

ce qu’il nous fallait.
Des lors, on a

ISP < ST ) = FOW A+ LFOWD)
Do) = FODE+ 1O
TY IO+ (310 = (VT +1) [3 15 0wP,

pour tout p > 0 et pour toute fonction f entiére de type exponentiel v dont la restriction a
R appartient & L?(R), ot on a utilisé successivement I'inégalité de Minkowski et I'inégalité
(2.49). On a donc obtenu que

IN

IN

S )P <Y IFN

nez neL
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2
avec C' := (\/T + 1) , pour tout p > 0 et pour toute fonction entiére de type exponentiel

dont la restriction a R appartient a L?(R). D’ou la conclusion. O

Le lemme 2.3.8 montre I'existence de la constante B du théoréeme de Duffin et Schaeffer.
Nous détaillerons ceci plus loin.

Le résultat suivant montre que la classe des frames d’exponentielles est stable pour des
"petits" déplacements des \,,.

Lemme 2.3.9. Soit v > 0 et soit (e*'), _, une frame sur L*(] — ~, 7). Alors il existe
n > 0 tel que (e"'), ., soit une frame sur L*(] —~,7[) lorsque |, — \,| < 1, pour tout
n € Z.

Démonstration. Vu la démonstration du lemme 2.3.8, on sait que, pour tout M > 0 tel
que |, — A\p| < M pour tout n € Z, pour tout p > 0 et pour toute fonction f entiére de
type exponentiel v dont la restricion a R appartient a L?(R), on a

D 1) = FODP < T 1F W),

nez nez

avec
2

B 2
T = (e —1)(eM? 1),

ot A et B sont les bornes de la frame ('), _,. Dés lors, dans les mémes conditions, grace
aux inégalités de Minkowski et de Cauchy-Schwarz, on obtient

DO JTY IFOW+ D1 () (2.52)

nez neL ne”Z
Soit maintenant n = M = /1;. Dans ce cas, on a

T= 27— ) 1) = 2 e - 1)

donc T' — 0 quand p — +4o00. Choisissons p assez grand pour avoir T' < i. Dans ce cas, on
a

ST <4 F ()l

nez nez
vu U'inégalité (2.52). Dés lors, la proposition 2.3.5 montre que
A 2 2
e < 31 (2.53)
neZ

Ensuite, le lemme 2.3.8 nous donne une constante C' > 0 telle que

S )P < SO,

nez neL
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et donc, vu l'inégalité (2.45) de la proposition 2.3.5, on a

+o00

S ()P < CB / () d. (2.54)

nez -

En rassemblant les inégalités (2.53) et (2.54), on a obtenu que

+o0
T era < S ismr <cn [ i,

neL

pour toute fonction entiére de type exponentiel v dont la restriction a R appartient a
L3(R), lorsque |, — A,| < 7, pour 7 suffisamment petit. La conclusion découle alors de la
proposition 2.3.5. O

La preuve de 'existence de la constante A dans les théorémes 2.3.2 et 2.3.3 dépend de
plusieurs résultats. Le premier n’est autre que le premier théoréme de Duffin et Schaeffer
démontré dans la section précédente.

Le lemme suivant est donné sous une forme plus forte que nécessaire pour la suite de ce
texte car il présente un intérét qui lui est propre. Pour démontrer ce résultat, nous aurons
besoin du premier théoréme de Duffin et Schaeffer établi précédemment. Remarquons que
celui-ci impose ’hypothese v €]0, 7d.

2 —T,T . . .
Lemme 2.3.10. Soit Ay = ){1,¢e? e . }(L 1= et soit v > 0. 51 f est une fonction
entiere de type exponentiel v telle que D*f(0) # 0 Vk € N et si la suite (\,)nez est de
densité uniforme d, avec d > X, alors l'ensemble de fonctions {f(A.e?) : n € Z} est

d’enveloppe linéaire dense dans As.

Démonstration. Soit g € A, tel que
(F(M€®), ) 120 —nmp = 0 V1 € Z. (2.55)

La démonstration consiste a montrer que g = 0 presque partout dans | — 7, 7|.

ikt . est orthonormée totale dans L?(] — m,x[), la fonction g,
€z

appartenant a L%*(] — m,w[), se développe en série trigonométrique de Fourier dans cet
espace :

. 1
Comme la suite (\/—2? e

+oo
- 1
g(0) = Z cre'™ avec ¢, = 5

—ﬂ_(g, eiw)Lz(],mﬂD Vk € Z.

k=—o00

Par ailleurs, par définition de I’ensemble A,, il existe des coefficients dy., k € Z, tels que

N
dpe™ ——— g(0) si N — o0,
; S r——L
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avec S |di|* < co. On en tire que ¢; = 0 pour tout k < 0. Il reste donc & montrer que
¢ = 0 pour tout k£ > 0. Soit F' une fonction définie dans le plan complexe par

F(z) = /_ " (=?)5(60)do. (2.56)

Comme f est une fonction entiére de type exponentiel 7, il en est de méme pour F. De
fait,

™

< [ 15 e 190) e < 4 [ 1g0)] o .

—T —T
De plus, on a

s

F) = [ fae)g(0)dd = (f(Ae”), g) 12 rmp = 0 V0 € Z,
vu (2.55) et il s’ensuit que la fonction F est identiquement nulle par le premier théoréme
de Duffin et Schaeffer 2.2.22. Par conséquent, en dérivant les deux membres de 1’égalité
(2.56), on obtient

DEE(0) = [ D*f(0)e™*g(0)dd = 0, Vk € N,
vu le théoréme de dérivation des intégrales paramétriques. Et comme D*f(0) # 0 Vk € N
par hypothése, on obtient

1 k6 1 " ik6 —
Cr — <g,€ > = 5 / e g(@)d@ 0, k 0,

—T

d’ou la conclusion. O

Voici le dernier résultat dont nous aurons besoin pour la preuve de l'existence de la
constante A du deuxiéme théoréme de Duffin et Schaeffer. C’est a lui seul que nous ferons
appel dans la démonstration de ce théoréme.

Lemme 2.3.11. Soit R tel que 0 < R < 7, soit p une fonction holomorphe dans un ouvert
contenant le disque fermé D(0,R) = {z € C : |z| < R} et soit (A\,)nez une suite séparée
de densité uniforme 1. Pour tout nombre strictement positif h, il existe un entier N et des

nombres a_y, ..., ag, ..., ayn tels que

N
p(z) — Z ape ™ = Zbkzk, si|z| <R (2.57)
n=—N keN
h
bl < el < N (2.5%)

De plus, étant donnés h, R, p, L, 0, le méme N convient pour toutes les suites (An)nez
satisfaisant a

A —n| < L, Vn € Z, (2.59)
A — Am| =6, Vn,m € Z, n # m. (2.60)
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Démonstration. Montrons la premiére partie. Fixons h > 0. La fonction f définie dans le
plan complexe par f(z) := % est entiére de type exponentiel R. En effet, on a

|f(2)] = e = e < el < eREl 2 e C.

Comme on a aussi D¥f(0) = (iR)* # 0 Vk € N, la fonction f vérifie les hypothéses du
lemme 2.3.10 en remplacant v par R et donc, par application de celui-ci, ’ensemble de
fonctions _

{fOne®) in e Z} = (B i n e 7}

LQ(]_WJTD

est d’enveloppe linéaire dense dans Ay = ){1,e% 20 . . }( )
Par ailleurs, la fonction 6 +— p(Re) définie dans | — 7, [ appartient a A,. En effet, le
développement de Taylor appliqué a la fonction p en 0 donne

“+oo

p(2) = Y (D"p)0), = € DO, R)

m=0

et comme Re? € D(0,R) si § €] — 7, 7], on a

190 pm_imb
% R™e m
p(Re) =) ———(D"p)(0), 0 €] — 7.7
m=0
Par conséquent, vu ce qui précede, il existe un entier M et des nombres a_y;, ..., aq,...,an
tels que si
M .
7(Re™) = p(Re™) — Z anei’\”Rew,
n=—M
alors
\/ / 7(Rei)|2d6 < h. (2.61)

M iAnz

Ensuite, comme la fonction z — 7(2) = p(2) — > ,__,; ane*"* est holomorphe dans un

ouvert contenant le disque D(0, R), le théoréme de Taylor pour les fonctions holomorphes
affirme que la série de Taylor de 7 en 'origine

M

T(z) =p(z) — Z apetn = Z b2

n=—M keN

converge dans le disque fermé D(0, R). Ainsi, en utilisant la formule intégrale de Cauchy,

on a
1 7(2) 1 ™ r(Re?)
- dz| = — | [ 22 ) iReiap
i /IzR s Z’ o /7r (Rezﬁ)k—HZ €
11 /" Y 11 [/ . 11 h
- ) < —— — 020 < — — h < -
s | Ir(Relab < _%Rk\//ﬂvme b < —= o h < o
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vu l'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité (2.61). En posant a,, = 0 pour M < |n| < N
et en choisissant N assez grand, on a la conclusion de la premiére partie.

La preuve de la seconde partie se fait par I’absurde. Soient h, R, p, L, 0 fixés et
supposons qu’il n’existe pas de N qui convienne pour toute suite (A\,)ncz satisfaisant a

(2.59) et (2.60). Alors Vj € Ny, il existe une suite (AS))%Z satisfaisant a (2.59) et (2.60)

telle que le plus petit entier N = N(j) pour lequel on a (2.57) et (2.58) pour certains a¥

et bgj ) satisfait
N(j) > j. (2.62)

Comme on a

IAD —n| <L, VneN, Vj e Ny,
la suite ()\gf )) jen, €st une suite bornée. On peut donc en extraire une sous-suite convergente.
Pour faciliter les notations, on note encore cette sous-suite ()\ﬁf )) jen,- Désignons par A0

sa limite. La suite (A%O))nez vérifie bien str (2.59) et (2.60), ce qui implique qu’elle est de

densité uniforme 1. Dés lors, vu la preuve de la premiére partie, il existe Ny et des nombres

a(_O])VO, . ,a,(()o), . ,ag\o,g tels que

.

9] < Ny, n=0,41,£2, ..., £N,.

2

p(Re?) — Z alVeiN B | g < p,

n=—Ng

avec

La somme finie

No
(0) i\p Re™
E a,’'e"™"
n=—Np

est une fonction continue en les 2Ny + 1 variables A, donc il existe J € Ny tel que
™
.

pour tout j > J. Mais alors, vu la preuve de la premiére partie, on a Ny(j) = Ny < j
lorsque j > J, ce qui contredit 'inégalité (2.62). D’ou la thése. O]

No 2

p(Rei?) — Z aOeix R qo < b,

n=—Nop

2.3.3 Deuxiéme théoréme de Duffin et Schaeffer

Nous allons & présent passer a la démonstration du deuxiéme théoréeme de Duffin et
Schaeffer annoncée au début de ce paragraphe. Nous rappelons ici I’énoncé de ce théoréme
afin de faciliter la lecture : Sid > 0 et si (A,)nez est une séparée suite de densité uniforme d,
alors la suite de fonctions (e), _, est une frame sur L*(] —~,7[), ot 0 < v < md.
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Démonstration du deuxiéme théoréeme de Duffin et Schaeffer 2.3.2. Séparons la rédaction
de la démonstration en deux parties distinctes : la preuve de 'existence de la constante B
et ensuite celle de la constante A.
-Montrons I’existence de la constante B.
Soit (A, )nez une suite de densité uniforme d > 0. Soit 0 < v < 7d.
e Casd=1.
Comme on sait, vu plus haut, que la suite de fonctions (e"),cz est une frame sur
L*(] — m,@[), cet ensemble est aussi une frame sur L?(] — v, ~[). Ensuite, comme on
a |\, —n| < L pour un certain L strictement positif par définition d’une suite de
densité uniforme 1, le lemme 2.3.8 nous donne une constante C' > 0 telle que

SO <SS IrmP,

nez neL

pour toute fonction f entiére de type exponentiel v dont la restriction a R appartient
a L*(R). La conclusion découle alors directement de la proposition 2.3.5.

e Casd# 1.
En fait, nous allons montrer un résultat plus fort, c¢’est-a-dire que si les théorémes
2.3.2 et 2.3.3 sont vrais pour d = 1, alors ils le sont aussi pour d # 1. Il suffit bien
str de le montrer pour le théoreme 2.3.2.
Comme (\,)nez est une suite de densité uniforme d > 0, il est clair que la suite
(dAn)nez est de densité uniforme 1.
Posons 7' = 1. Ainsi, on a 0 < 4" < 7. Par hypothése, (e"rnt) 5 est une frame sur
L3(] —+',9']), c’est a dire qu’il existe A et B tels que

' ) 1
<
WNCIEFDY

neL

/

2
’y .
/ g(t)eZd)‘”tdt
_fy/

Soit h € L*(] — v,7[). En considérant le changement de variables ¢t = dx, on a

/

7
< [ looPd, vg e 207D,
_»y/

/

’Y . ’y .
/ h(t)ertdt = / h(dx)e ™ *d dx
- =’

et

/

/_: \h(t))?dt = /_:/ Ih(de)*d dz.

La fonction g définie dans | —+/,+/[ par g(z) = h(dz) appartient a L*(] —+',7'[). Vu
ce qui précede, on a alors

/ 2 ’

¥ , ¥
/ g()dtdt| < B / lg(t) P,
_'Yl _,y/

/

Y 9 1
< — g

nel

c’est-a-dire

A/7 h(t)2dt < —
—y — 27d

2

Y ) Y
/ h(t)e?tdt| < B/ \h(t)|2dLt,
- -
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ce qui conclut la preuve.
-Montrons l'existence de la constante A.
Vu la premiére partie de la démonstration, il suffit de faire la preuve pour le cas d = 1.
Etant donné une suite (\,),ez de densité uniforme 1, considérons

)\g’) = Miy — VU, N,V E L.
Ainsi, Vv € Z, la suite (AY))nez, vérifie
A —n| = [Apsw —v —n| < L,

|>\7(1y) - )‘g;)| = |>‘n+u - /\m+V| = 0> 07 n 7& .

La suite ()\g/))nez est donc aussi de densité uniforme 1, quel que soit v € Z. Définissons les
p, R, h provenant du lemme 2.3.11 par

1 1
=1, R:== i h=
p(z) =1 Ri= (v +7); g =)
Ainsi, la deuxiéme partie du lemme 2.3.11 affirme que pour des an , b(") et N convenables,
Nnous avons
al ) h
1= > aWe™ s =3 pPak Ju| < Ry by |<Rk, lal")| < N,
n=—N keN

et la méme constante N convient pour toutes les suites (A,(ly))nez, v € 7. Si on considére
les fonctions 1, v € Z, définies sur le disque ouvert D(0, R) par

Y (z) = ™" — e Z bk |z| < R,
keN
on a, vu ce qui précéde,

N

Yo(a) = Y aerrine Z Vet Wy € 7. (2.63)

n=—N
pour |z| < R. Par ailleurs, si quel que soit v € Z, on définit
¢ () = ey Bt Ja] < R
keN

on obtient '
Uy (x) = e = & (), Yv € Z.

Pour faciliter la lecture du reste de cette démonstration, on utilisera les notations suivantes,

pour ¢,9 € L*(] =7,7[) :
= 5 [ ot d:cetugu—\// o)ds,
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Etant donnée une fonction g € L*(] — ~,7|), on étend la définition de g dans | — 7, 7| en
la supposant nulle en dehors de | — v, v[. Dés lors, la relation de Parseval (2.45) prend la
forme

lgll* =" 1™, g)I". (2.64)

vEZ

Ensuite, comme R > 7 et |b,(: | < %, pour tout v € Z, la série

V — e wab(V) k

keN

converge uniformément sur [—~, v]. Il s’ensuit que £” est continu sur [—~, 7| donc appartient
a L*(] —v,7[). Dés lors, on a

/g dx—/ (Zb ) dx_Zb(”>/ ek g(x)dx, Vv € Z,

keN keN

vu la définition de & et vu le théoréme de la convergence majorée avec

" (Zb,%’f)g 2)| = Dot lo(@)| Shz(%) lg(x)] € L'( = 7.7D
k=0 k=0

keN
comme fonction intégrable fixe, ot on a utilisé I'inégalité \bg')] <

effet, la série
> (M) - o i<
R 1_@7 7

Rk’ pour tout v € Z. En

keN R
est continue sur [—7,y] donc appartient a LZ(] — [) Ainsi,
=Y b (", akg), Vv € L.
keN

k
En multipliant et en divisant cette série terme a terme par (R7)2, on obtient

(f(”),g) _ Z (b,(:)(RV)%> (M) . Yvez,

keN (R)

(€, g < ( ] () )(Z' )
keN keN

e (G (5 Tt >

= R (e, g)| , Vv eZ
R—’Y keN (R’Y)

[MIE

et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

IN
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oll on a utilisé I'inégalité \bg’ | < % Remarquons que

gl = 5= [ letg@Pde <%= [ lg@)lde =gl (269
2 J_, - 2n ),

Des lors, en utilisant successivement la relation de Parseval (2.64), I'inégalité (2.65) et la
définition de h, on a

Y IE,g)° <

’LI/CL’

Z ||-7U 9||

vEZ ueZ keN kEN
2k
v|mu WR
< §j T Re HH}j( )
keN keN
R\’ ol
— n? 2 _ , 2.66
(R_v)rmu / (2:66)
Comme
e =1, () + £ (x), Y € Z,
on a

(€, 9) = (v, 9) + (), 9), Vv € Z,

et en utilisant les inégalités de Minkowski et de Cauchy-Schwarz, on obtient

Sl g < D 1@+ D 1EW, )

VEZ VEL VEL

c’est a dire

gl < D 1w, )P+ D 1E®), g)f

VEZL VEZ

vu la relation de Parseval (2.64). Vu I'inégalité (2.66), il vient

2
veZ
et finalement
2
g
% <> 1w 9)l” (2.67)
vEZ
Ensuite, vu (2.63), on obtient
N
(Y, 9) = Z aqg”)(eZA"+”$,g), Vv € Z.
n=—N
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)

Les inégalités de Minkowski et de Cauchy-Schwarz et ’estimation des a; ' montrent alors

que

N 2 N N
1 A4 At T 2
(0. 9)” < (Z ]| (e 7g>|> < DONEL Y et )l
n=—N n=—N n=—N
N
= 2N+ N2 Y (e, )

n=—N

En sommant, on obtient

S (W, 9) < @N + DN?Y Zy (eMem )P = (2N + 12N 3 |(é g

VEZL VvEZ n=—N keZ

car dans la double somme, la somme n + v parcourt les entiers précisément 2N + 1 fois.
Finalement, vu (2.67), il vient

2

lgll* < 4N?(2N +1)% ) " |(e™, g)[",

keZ
’y .
/ g(x)e™dg
—

ou N est indépendant du choix la fonction g € L%(] — v, 7|). Ceci achéve la démonstration.
[

c’est-a-dire )

9

1 [ ) AN2(2N +1)?
— dr <

kEZ

2.3.4 Compléments au sujet du deuxiéme théoréme de Duffin et
Schaeffer

Une question se pose naturellement apres la démonstration du deuxiéme théoréeme de
Duffin et Schaeffer : pourquoi est-on limité dans le choix de 7 En effet, I'hypothése v < 7
nous est imposée par le premier théoréme de Duffin et Schaeffer. Celui-ci étant relatif a
la théorie des fonctions holomorphes, ceci peut paraitre étonnant au premier abord. Mais
nous avons montré 1’équivalence entre les théoréemes 2.3.2 et 2.3.3, ce qui explique le lien
étroit existant entre les frames d’exponentielles et les fonctions entiéres de type exponentiel.
Dans cette derniére partie du deuxiéme chapitre, nous allons montrer qu’en fait, de ce point
de vue, le deuxiéme théoréeme de Duffin-Schaeffer ne peut étre amélioré. En effet, on peut
trouver des suites (\,)nez de densité uniforme d, d > 0, qui ne générent pas de frame sur
L3(] = v,7[), v > 7. L’exemple suivant est significatif a ce sujet.

Exemple 2.3.12. La suite (\,)nez = (n),5 est séparée de densité uniforme 1 mais ne
géneére pas de frame sur L(] — v, 7[), quel que soit vy > 7.

On a méme la proposition suivante.
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Proposition 2.3.13. Soit d > 0. Alors (e%t)nez est une frame sur L*(] — ~,7|) si et
seulement si -y €]0, 7d].

Démonstration. La condition est suffisante vu le deuxiéme théoréme de Duffin et Schaeffer.
Montrons la réciproque. Séparons la preuve en les deux cas suivants.
e Casd=1.
Soit v > 7. Il existe € > 0 tel que 7 > 7 + . Considérons la fonction ¢. définie sur
l'intervalle | — m — e, 7 + ¢[ par

—1lsit<—m+e
Ge(t) ;=1 0 sift|<m—e¢
1 sit>nm—e.

Bien siir, la fonction ¢. appartient a L?(] — 7 — e, 7 + ¢[) et vérifie

/ " )t = 0.

—TT—E

Montrons qu’elle vérifie également

T+e ] 4Z
/ b (t)e dt = ~ sin(mz) sin(ez), z € C,.

T+e ) —m+e ) T+€ )
/ P (t)etdt = — / e”tdt + / e”tdt
—TT—& —T—& mT™—E

_eiz(fﬂ'Jrs) + 61’2(771’75) + eiz(ﬂJrs) _ 62',2(7775)

1z
eiz(w—e) + e—iz(w—a) eiz(w-{-e) + e—iz(7r+e)

12 1z
_ 2cos(x(m—¢9)) N 2cos (z(m + ¢€))
B 12 12
4 . : 4i . :
= —sin(mz)sin(—ez) = —sin(7wz)sin(ez), z € Cy.
iz z

Des lors, il vient

e
/ b (t)e"™dt = 0, pour tout n € Z.

—T—&

Comme on a également

T+e —m+e T+e
/ |¢€(t)|2dt:/ dt+/ dt = 4e > 0,

la fonction ¢. ne satisfait pas la condition inférieure des frames.
On a donc montré que la suite (™) _, n’est pas une frame sur L*(] — 7 — ¢, 7 4 ¢€|).
Comme v > 7+ ¢, on a la conclusion.
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e Casd # 1. .
Soit v > wd. Procédons par 1’absurde et supposons que (e%)neZ soit une frame sur
L3(] — v,7[). I existe donc une constante strictement positive A telle que

af iswpa< | [ s etar

, Ve L*(—7.70)-

- nez '’

En utilisant le changement de variable ¢t = dx et en posant g(x) := f(dx) et 7' := I,
on obtient

’Yl 'Yl 2

i [ g <@ Y| [ gerds  vg e 12— 7D,

- nez [V

ce qui est impossible vu la premiére partie.
[

En fait, dans la littérature parcourue, nous n’avons rencontré aucun exemple de frame
d’exponentielles sur L?(] — v,7[) avec v > 7d, générée par une suite séparée de densité
uniforme d, d > 0. Il est donc légitime de penser que si (\,),ez est une suite séparée de
densité uniforme d, d > 0, et si v > 7wd, alors la suite de fonctions (ei)‘"t)nez n’est pas une
frame sur L?(] — v, v[). Mais ceci reste a confirmer ou a infirmer, bien entendu.

Le cas v = 7 est discutable. Tout dépend alors de la suite (\,),ez. En effet, les deux
exemples suivants sont assez parlants. Le premier d’entre eux est un résultat maintenant
bien connu.

Exemple 2.3.14. La suite (A\,)nez := (n),,c;, est séparée de densité uniforme 1 et génére
une frame sur L(] — 7, 7).

Le contre-exemple suivant est du a Kadec. Nous n’en ferons pas ici la démonstration.
Pour établir ceci, on peut se référer par exemple au livre "An introduction to nonharmonic
Fourier series" [17] de R.M. Young.

Exemple 2.3.15 (Kadec). La suite (\,)necz définie par

n—%sin>0

A=< 0 sin=20
n+}lsin<0

est séparée de densité uniforme 1 mais ne génére pas de frame sur L*(] — 7, 7).
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Chapitre 3

Caractérisation d’une classe de frames
d’exponentielles

Nous avons déja abordé la définition des frames d’exponentielles dans le dernier para-
graphe du chapitre précédent dans le contexte du deuxiéme théoréme de Duffin et Schaeffer.
Rappelons qu'il s’agit d’une frame sur I'espace de Hilbert L?(I) de la forme (") _, ot
I est un intervalle borné de R et (\,)nez est une suite de nombres complexes.

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’aller plus loin dans le cas d’une suite (A, )nez
de nombres réels. Nous présentons la condition nécessaire et suffisante obtenue par Jaffard
pour qu’une suite d’exponentielles générée par une suite réelle soit une frame.

3.1 Reésultats généraux

Vu sa vérification immédiate, nous avons déja utilisé implicitement la proposition sui-
vante dans le chapitre précédent. Il est bon cependant de ’établir une fois dans ce texte
afin de clarifier les esprits a ce sujet. En outre, nous allons souvent y faire référence dans
ce chapitre.

Proposition 3.1.1. Soient une suite (A, )nez de nombres complezes ety > 0. Si ('),
est une frame sur L*(] —~,~[), alors (e*"), . est aussi une frame sur L*(] —~',~'[) pour
tout 7' €]0,7].

Démonstration. Soit +' €]0,7]. Pour toute fonction f appartenant a L*(] — +,v']), la
fonction g := fx)_ [ appartient & L?(] —~, ~[). Dés lors, en gardant ces notations, comme
par hypotheése, il existe des constantes A et B strictement positives telles que

1 T el ?
a [ s 50| [ sveal <5 [ o
2 — —

nez
<B/ ()P, |

/ f z)\ntdt

o7

on a

A/ ()Pt <)

neL
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d’ou la conclusion. O]

Remarque 3.1.2. Nous allons nous intéresser uniquement & des suites (A, ),ez de nombres
réels distincts. En effet, la discussion suivante régle le cas général. L’intervalle de définition
de la frame correspondante ne change pas si I’on répéte un nombre fini de fois le méme \,,.
Ceci est immédiat. Par contre, si le nombre de répétitions n’est pas fini, alors ’ensemble
de fonctions ('), _, ne pourra étre une frame sur L*(I) pour aucun intervalle I de R.
La proposition suivante démontre cette affirmation.

Proposition 3.1.3. Soit (A\,)nez une suite de nombres complezes et soit un intervalle I
de R. Si (e?), ., est une frame sur L*(I), alors la suite (\,)nez contient au plus un
nombre fini de fois le méme élément.

Démonstration. Procédons par I'asburde et supposons que la suite (A, ),ez contienne une
infinité de fois 'élément A. Bien siir, il existe une fonction f appartenant a L%(I), telle que

[(f,e™) 2]

soit un nombre strictement positif. Ceci implique que la série

idn 2_ idn 2 idn 2
Z|<fa€/\ t>L2(1)| = Z |<fa€/\ t>L2(1)| + Z |<fa€A t>L2(1)|

nel AnFEA An=A\

est non bornée. Or par définition d’une frame, on a également

iAn 2 2
Z (g€ * t>L2(I)| < BHQHL2(1)> Vg € L*(I),

nel
avec B > (0. D’ol1 on a une contradiction en prenant g = f. [
Introduisons ici une notation.
Notation 3.1.4. Soit un intervalle I de R. On désigne par || la mesure de .
Les deux résultats suivants seront utiles pour la suite.

Proposition 3.1.5. Soit une suite (A\,)nez de nombres réels. Si (€*t), _, est une frame
sur L*(I) pour un intervalle I de R, alors (e*'), _, est aussi une frame sur L*(.J) pour
tout intervalle J de R vérifiant |J| < |1].

Démonstration. Vu la proposition 3.1.1, il est clair qu’il suffit de faire la démonstration
pour un intervalle J de R tel que |J| = |I|. Soit J un tel intervalle. Considérons une fonction
g € L*(J). Comme I et J sont des intervalles bornés de R tels que |J| = |I|, J s’écrit

J=1+a
pour un certain réel a. Considérons alors la fonction f définie sur I par
f(@) =gz +a).
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La fonction f appartient a L?*(I) et donc par hypotheése, on a

Af1r@r

olt A et B sont des bornes de la frame (e*»!)

/\ga:+a]dx<z

nelJ

x)e M dy

<B / (@) Pz,

, .
nez- 1l s’ensuit que

/ r+a)e AT e

et vu le changement de variables y = x + a, on a

A/J l9(y)I?

/!g Wy <

nejJ

<B/\ga:+a>rdx,

2
)efl)m(y*a)dy S B/‘g(y)|2dy7
J

2
/ e~ Midy| < B /J l9(y)|*dy,

vu que (A,)nez est une suite réelle. La proposition est démontrée. O

c’est-a-dire

Proposition 3.1.6. Soient (\,)nez une suite de nombres complexes et I un intervalle
de R. Sia € Ry et si (e?h), . est une frame sur L*(I), alors (et . n € Z} est une
frame sur L*(al).

Démonstration. Soit f € L*(al). La fonction g définie dans I par

g9(x) := f(ax)
appartient & L*(I). Dés lors, vu I'hypothése, on a

/|fax|dx<2/fax —AnT gy

nejJ
ott A et B sont des bornes de la frame (e*!) _,. Vu le changement de variables ¢ = az, il

vient
—/|f |dt<— <—/|f )2,

d’ou la conclusion. O

<B/\fax|dx,

Je it

Voisi un résultat général relatif aux suites de Bessel d’exponentielles. Il nous servira
par la suite.

Proposition 3.1.7. Soient I et J deux intervalles bornés de R et soit (A, )nez une suite de
nombres réels. Alors (e**), _, est une suite de Bessel sur L*(I) si et seulement si (e"**)
est une suite de Bessel sur L*(J).

nel
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Démonstration. Vu la symétrie du probléme, il suffit évidemment de prouver que la condi-
tion est nécessaire. Supposons donc que (e*f) . est une suite de Bessel sur L*(I). Le cas
|J| < |I| est réglé par la proposition 3.1.5. Plagons-nous dans le cas |J| > |I|.

Montrons que (") . est une suite de Bessel dans L?(1 U (a + I)), quel que soit a € R.
Soit a € Ret soit f € L*(TU(a+1)).OnalU(a+1)=(I\ (a+1))U(a+I), ot I'union
du second membre est une union disjointe. Dés lors, il vient

Z / f(z)e?*da
IU(a+1)

nelJ

2 2

Z / f(x)eiknxdx + (a:)ei)‘”xdm
I\(a+1I) a+1

nel
/ f(z)e?*de
I\(a+1)

o)

< o2p / (o) de + 2B, / (@) dz
I\(a+1I) a+1

2
+

IN

(z)e**dx

a+1

)

< 2sup{Bi, By} £ (z)|da,
IU(a+1)

ot on a utilis¢ le fait que (e"*') _, est une suite de Bessel dans L?(I) donc aussi dans
L*(I\ (a+1)) et dans L?(a+I), vu la proposition 3.1.5. D’ou (¢”**) _ est bien une suite
de Bessel dans L2(I U (a + I)).

Pour conclure, il suffit de prendre un recouvrement de J par des intervalles translatés

de I. ]

3.2 Caractérisation des frames d’exponentielles : la ré-
ponse de Jaffard

Ce paragraphe est consacré a la démonstration du résultat obtenu par Jaffard concer-
nant la caractérisation des frames d’exponentielles générées par une suite réelle.

3.2.1 Reésultats auxiliaires

Afin de ne pas surcharger la démonstration du théoréme de Jaffard, nous démontrons
tout d’abord les deux résultats suivants.

Le premier de ces résultats est une conséquence du deuxiéme théoréme de Duffin et
Schaeffer 2.3.2. Il posséde un intérét propre dans la théorie des frames d’exponentielles.

Lemme 3.2.1. Pour toute suite réelle (A\,)nez Sé€parée et pour tout intervalle I de R,
ensemble de fonctions (e™*), _, est une suite de Bessel sur L*(I).

Démonstration. Quitte & renumeéroter la suite (\,)necz, on peut supposer qu’elle satisfait a

At1 — An >0, Vn € Z.
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En effet, nous ne travaillons ici qu’avec des séries absolument convergentes. L’hypothése
de séparabilité devient alors

A1 — Ap >0, Vn € Z,
pour un certain ¢ > 0. De 14, on a

An+1__ éﬁ
) )

Ensuite, on peut construire une suite (py)gez telle que

>1, Vn € Z (3.1)

‘%—k‘gl vk € Z, (3.2)
“’“5“ /g’“ > - Vk € Z, (3.3)
(An)nez est une sous—sulte de (ur)kez, (3.4)

en renumérotant (\,),ez de maniére adéquate. En effet, pour chaque entier k, s’il existe
un A, tel que [22 — k| < 1 (il y en a au maximum deux vu (3.1)), on note px = A,. Si il
n'y a pas de tel A\, (ou plus s’ils ont déja été tous choisis lors d’une étape précédente), on
note i = k. On initialise cette procédure avec k = 0 par exemple. Il est clair que la suite
(tk)kez ainsi construite vérifie (3.2) et (3.4). Comme la suite (\,)nez vérifie les inégalités
(3.1), la suite (ux)rez satisfait également la condition (3.3).

En particulier, la suite (4 )rez est de densité uniforme 1 et donc le deuxieme théoréme de

Duffin et Schaeffer 2.3.2 et la proposition 3.1.5 affirment que {e’ Ftike Z} est une frame
sur L?(I), pour tout intervalle I de R tel que |I| < 7. Ensuite la proposition 3.1.6 montre
que {e’*' : k € Z} est une frame sur L*(I), pour tout intervalle I de R tel que |I| < &
Comme (A, )nez est une sous-suite de (pug)rez, on a bien str

zn 2
Z| A L2(1 < Z| f,ett) L2(1)| , Vf e L(I),
nejJ k€EZ

quel que soit I'intervalle I de R, ce qui nous permet de conclure, vu la proposition 3.1.7. [

Voici le second résultat dont nous aurons besoin dans la démonstration du théoréme de

Jaffard.

Lemme 3.2.2. Soit I un intervalle de R et soit une suite (\,)nez de nombres réels. Si
(e"nt),cz est une frame sur L*(I), alors il existe une constante strictement positive C' telle
que pour tout intervalle J de R de longueur 1, le nombre d’éléments de la suite (A\n)nez
contenu dans J est inférieur a C.

Démonstration. Vu la proposition 3.1.5, on peut supposer que l'intervalle I est de la forme
I =] — a,af avec a > 0. Soit maintenant £ > 0 tel que pour tout n > 0 tel que || < ¢, on

ait
1 e
_ Zﬁtdt
2a /_ae
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Ceci est possible car

L[ g L (£ )
2a J_, 2a m na

ce qui tend vers 1 losrque n tend vers 0.

Cela étant, montrons qu’il existe une constante strictement positive c¢ telle que pour tout
intervalle J de R de longueur 2¢, le nombre d’éléments de la suite (A,)nez contenu dans J
est inférieur a c¢. Procédons par ’absurde et supposons que pour tout k € Ny, il existe un
intervalle J de longueur 2¢ tel que le nombre d’éléments de la suite (\,)nez contenu dans
Ji est supérieur a k. Dés lors, la suite (py)gen, définie par

iy := le centre de l'intervalle Jy

est telle que le nombre d’éléments de la suite (A, )nez contenu dans Uintervalle [ —e, iy +€]
est au moins k, pour tout k£ € Ny. Définissons maintenant les fonctions f; sur I par

fe(t) == e k€ Ny.

Les fonctions f, ainsi définies appartiennent a L*(I). Dés lors, vu I'inégalité (3.5), on a

PSP EDY /_“ it

nelj nelj
car, pour tout k € Ny, on a |ur — \,| < & pour au moins k entiers n. Mais par définition
d’une frame, il existe aussi une constante strictement positive B telle que

ST 1 €™ oI < Bl fill ey = Bl Yk € Z,

nejJ

2
k
> 5 bour tout k € Ny, (3.6)

ot |I| = 2a est la longueur de 'intervalle I, ce qui contredit I'inégalité (3.6).
Comme tout intervalle de longueur 1 peut étre recouvert par au plus [i} + 2 intervalles
de longueur 2¢, ou [%] désigne la partie entiére de 2_157 la constante

. (BJ +2>

convient pour la thése. Le lemme est ainsi démontré. O

2¢e

Corollaire 3.2.3. Soit I un intervalle de R et soit une suite (\,)nez de nombres réels.
Si (), oy est une frame sur L*(I), alors pour tout N > 0, il existe une constante
strictement positive C'y telle que pour tout intervalle J de R de longueur N, le nombre
d’éléments de la suite (An)nez contenu dans J est inférieur a Cy.

Démonstration. Vu le lemme 3.2.2, il existe une constante strictement positive C' telle que
pour tout intervalle J de R de longueur 1, le nombre d’éléments de la suite (A,)nez contenu
dans J est inférieur a C'. Comme tout intervalle de longueur N > 0 peut étre recouvert par
au plus [N] + 2 intervalles de longueur 1, ou [IV] est la partie entiére de N, la constante
Cy := ([N] 4+ 2)C convient pour la thése. O
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Voici maintenant un calcul qui nous servira dans la démonstration du théoréme de

Jaffard.

Lemme 3.2.4. Soit un intervalle borné )b, c[ de R. Alors pour tout a # 0, on a

c 2 .
/ e“””d:t‘ = — |sin (M) ‘ )
b |al 2
a(c—b)

Démonstration. Soit a # 0. Alors
. . . iac _ iab iab _ iac .
C iam 67,am c el(lc _ ezab M+@ 67*7 _ 67*7 ia(b+c) 2 Sin T
e dl‘ = = — =€ 2 2 - = e 2 _—,
b

wa |, 1a 1a a

d’ou la conclusion. O

3.2.2 Théoréme de Jaffard

Démontrons a présent le théoréme de Jaffard. Celui-ci donne la structure de toutes
les suites réelles (A,)nez telles que () . soit une frame sur L?(I) pour un certain
intervalle I de R.

Théoréme 3.2.5 (Jaffard). Soient A = (\,)nez une suite de nombres réels. Alors les
propositions suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe un intervalle I de R tel que (e*'), _, soit une frame sur L*(I).

(11)La suite A peut étre divisée en une suite séparée de densité uniforme d, d > 0, et un
nombre fini de suites séparées, éventuellement finies.
De plus, si (ii) est vrai, alors (e*"), _, est une frame sur L*(I) pour tout intervalle I tel
que |I| < 2md.

Démonstration. Prouvons (ii)=-(i). Supposons que la suite A peut étre divisée en p suites
Al ... AP, ou Al est une suite séparée de densité uniforme d, d > 0, et A2, ..., AP sont des
suites séparées. Soit I un intervalle de R tel que |I| < 2wd. Vu le deuxiéme théoréme de
Duffin-Schaeffer 2.3.2 et la proposition 3.1.1, la suite de fonctions (e”**),cpr est une frame
sur L2(I). Dés lors, il existe des constantes strictement positives A et B telles que

i 2
A2y < D0 1€ " < Bllfllay, Y € LP(D). (3.7)
AeAL

Ensuite, comme les suites A7 sont séparées pour j = 2,...,p, le lemme 3.2.1 affirme que les
suites de fonctions (e/2)ycps, 7 = 2,...,p, sont des suites de Bessel sur L?(I), c’est-a-dire
qu’il existe des constantes strictement positives C}, 7 = 2, ..., p, telles que

STUE M) o < G Iy, VF € LA(D). (3.8)

AeAI
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En rassemblant les inégalités (3.7) et (3.8), on obtient

7 2 /
Al f 2o < DO UF e o < Bl T2y, YV € L2().

AEA

avec B’ = p sup{B, Cy,...,C,}. Dés lors, 'ensemble de fonctions (e")ycp est une frame
sur L*(I) et (i) est vérifié.

Nous avons également montré la deuxiéme partie de ’énoncé.

Prouvons (i)=-(ii). Il suffit en fait de prouver qu’il existe N € Ny et Cy un entier
supérieur ou égal a 1 tels que pour tout k € Z, le nombre A%, d’éléments de la suite A dans
le semi-intervalle [kN, (k + 1)N| est tel que

1< A% < Cy.

En effet, si on a cela, on peut définir une sous-suite (uy)gez de la suite A en sélectionnant
un élément de la suite A dans chaque semi-intervalle [2kN, (2k + 1)N|. La suite (ux)rez
vérifie alors

bk = o = g1 — pe > 2(k + )N = 2k + )N = N
s — 2kN| < N

pour tout k € Z. Donc (g )rez est une suite séparée de densité uniforme ﬁ Dés lors, la
suite (A, )nez privée des uy (renumérotée de maniére convenable) peut étre divisée en au
maximum 2C'y — 1 suites séparées en sélectionnant au plus un des A, restants dans chaque
semi-intervalle de la forme [2kN, (2k + 1)N| (au plus Cy — 1 éléments) ou de la forme
[(2k + 1)N, (2k + 2) N[ (au plus Cy éléments). D’ott on a (ii).

Montrons I'existence d’un tel N. Vu le corollaire 3.2.3, pour tout nombre N > 0, il existe
un nombre Cly > 0 tel que le nombre A% d’éléments de la suite A dans le semi-intervalle
[kN, (k+1)N| vérifie A%, < Cy, pour tout k € Z. Ainsi, il nous reste & montrer qu’il existe
N € Ny tel que A% > 1, pour tout k € Z. Procédons par I'absurde et supposons que pour
tout N € Ny, il existe k € Z tel que le semi-intervalle [kN, (k + 1) N[ ne contient aucun
élément de la suite A. Soit uy le centre de cet intervalle. Considérons les fonctions fy

définies sur R par fy(t) := e~ Alors, vu le lemme 3.2.4, on a

/eiuNte—iAnt /ei(/m—/\n)t)
I I

4 > sin ((MN - /\n)|f|>

|/LN - )\n 2

4
, Vn € Z. (3.9)
|NN - )‘n’2

2 2

‘<fN,€i’\”t>}2

2

Considérons a présent les semi-intervalles [m, m+ 1], m € Z. Si m et n sont des entiers tels
que A\, € [m,m + 1], alors on a

A = vl = [m = py = (m = M) = |fm = pn| = [m = Al = [m = pn| =1,
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vu l'inégalité triangulaire. D’autre part, il y a au plus C éléments de la suite A appartenant
au semi-intervalle [m,m + 1[ et il n’y en a aucun si |m — puy| < % avec N > 4. En effet,
dans ce cas, on a [m,m+ 1[C [kN, (k+ 1)N| et donc, vu ce qui précéde, le semi-intervalle
[m,m + 1[ ne contient aucun élément de A. Dés lors, pour N > 4, vu l'inégalité (3.9), on
obtient

ST [y e [P = Z ST [(fw e

n: Ap€[m,m+1]

= > S [y’

m: |m—MN\Z% n: Ap€[m,m+1]

>y

- A
m: |m—MN\Z% n: An€[m,m+1[ |'uN TL|

< Z - 4C4
m: >

IA

Ainsi pour N > 8, on a

4
Z| et P < Z L — 0si N — +oo. (3.10)

Si N est un entier pair, ceci est immédiat car alors uy est un entier. Supposons donc que
N est un entier impair. On peut alors écrire puy sous la forme puy = M + % Distinguons
ensuite les deux cas suivants.

Premiérement, supposons que m — uy =m — M — % > 0. On a alors

(\m—uzv!—l)Q:(m—M—%—l)Qz (m—M—g)Q,

ot m — M est un entier tel quem—MZm—M—%donc tel que
N N
|m — M| Zzlorsque lm — | ZZ

Deuxiémement, supposons que m — puy =m — M — % < 0. On a alors

) 1 2 1\? 3\?

oﬁM—m—i—lestunentiertelqueM—m+1ZM—i-%—mdonctelque

=] =

N
M —m+ 1| > " lorsque |m — py| >
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L’inégalité (3.10) est ainsi établie.
Mais comme || fy|” = |I| pour tout N > 0, on a également par hypothése

A< (v e™h)7, YN >0,

ce qui nous améne a une contradiction vu (3.10). Ceci cléture la preuve de la premiére
partie du théoreme. O

3.3 Remarques sur le cas complexe

Dans le cas d’une suite (\,)nez de nombres complexes, nous n’avons pas de résultat
similaire au théoréme de Jaffard. A ce jour, une caractérisation compléte des frames d’ex-
ponentielles reste encore a trouver. Nous avons cependant le résultat suivant, obtenu par
Duffin et Schaeffer en 1952 dans leur article "A class of nonharmonic Fourier series" (|7]).
Celui-ci est un théoréme de stabilité des frames d’exponentielles engendrées par une suite
complexe se situant dans une bande paralléle a ’axe réel.

Théoréme 3.3.1 (Duffin-Schaeffer 3). Soient v > 0, 8 > 0 et (Ay)nez une suite de
nombres complexes vérifiant |I\,| < B, pour tout n € Z. Si la suite de fonctions (e7nt)
est une frame sur L*(] —7,7[), alors il en est de méme pour la suite (e*?)

neEL
nez”

La preuve de ce théoréme proposée par Duffin et Schaeffer dans [7] est assez longue.
La difficult¢ provient du fait que ce théoréme demande que (e”**) . soit une frame sur
le méme espace que (e™*) . Nous donnons ici preuve d'une version plus faible de ce
théoréme, considérablement simplifiée grace au théoréme de Jaffard.

Théoréme 3.3.2. Soit (\,)nez une suite de nombres complezes vérifiant |I\,| < 3, pour
tout n € Z. Sl existe un intervalle I de R tel que la suite de fonctions (eiw"t)nGZ soit une
frame sur L*(I), alors il existe d > 0 tel que la suite (e™?), _, soit une frame sur L*(J),
pour tout intervalle J de R tel que |J| < 27d.

Démonstration. Posons A := (R\,;)nez. Comme par hypothése, la suite (eﬁ]{”‘"t)nEZ est
une frame sur L%(] — 7,7[), vu le théoréme de Jaffard, la suite A peut étre divisée en
une suite A! séparée de densité uniforme d > 0 et en un nombre fini de suites séparées
A2, ... AP. Notons alors Al la suite formée des éléments de (\,),cz tels que R\, € AL 11
s’agit d’une suite séparée de densité uniforme d puisque par hypothése, on a |S\,| < 3,
pour tout n € Z. De méme, notons A? ... AP les suites formées des éléments de (A\,)nez
tels que R\, € A2, ..., AP respectivement. Ce sont des suites séparées. Dés lors, de la méme
maniére que dans la premiére partie de la preuve du théoréme de Jaffard, vu le deuxiéme
théoréme de Duffin-Schaeffer et le lemme 3.2.1, on obtient que la suite (\,)nez est une
frame sur L?(] — wd, 7d[). D’ou la conclusion vu la proposition 3.1.5. O]
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