Correction de ’examen de Mathématiques pour
P’informatique 1 du 21 juin 2019

Consignes générales

— Répondre aux parties “théorie” et “exercices” sur des feuilles distinctes et numérotées
comportant chacune vos nom et prénom.

— Répondre uniquement sur les feuilles fournies.
— Calculatrices (ou équivalents) non autorisées.

— Justifier vos réponses.

1. THEORIE
(1) Qu’est-ce qu’une assertion logique ?
(2) Sur quelle équivalence logique se base la technique de démonstration par I’absurde ?

(3) Décrire les éléments du produit cartésien A; X --- X Ay, ou k est un entier plus
grand ou égal a 1.

(4) Qu’est-ce qu’une injection ?
(5) Donner la table de multiplication de Zs.

(6) Décrire I'algorithme d’Euclide (recherche du PGCD) et démontrer que celui-ci est
correct et se termine toujours.

(7) Le produit matriciel est-il commutatif ? Justifier.

Solution. Voir syllabus.

2. EXERCICES

(1) Dans cet exercice, nous identifierons les valeurs de vérité VRAI et FAUX des
variables propositionnelles et des propositions aux chiffres binaires 1 et 0, respec-
tivement.

Construire quatre propositions a, b, c,d a partir des variables propositionnelles
x,y, z,t de sorte que

— si le nombre représenté en base 2 par zyzt a un inverse dans Zg, alors abcd
est la représentation en base 2 de cet inverse

— si le nombre représenté en base 2 par xyzt n’est pas inversible dans Zg4, alors
abed vaut 0000.

Les propositions a, b, ¢, d devront étre sous forme normale disjonctive et simplifiées
au maximum.

Solution. Un élément de Z¢ est inversible si et seulement s’il est premier avec 16,
c’est-a-dire si et seulement s’il est impair, puisque 16 = 2. Il vient immédiatement
17t = 1,157 = (=1)"' = -1 = 15. De méme, on trouve (via l'algorithme
d’Euclide par exemple) que 37! = 11,571 =13, 771 =T et 97! = 9. On peut donc
construire la table de vérité de a, b, c,d :



x|y |z|t|nb. représenté par ryzt | inverse |a | b | c|d
0/0]0]0 0 / 0(0]0]0
0001 1 1 0(0[0|1
0[0]1]0 2 / 0(0]0]0
0]0[1]1 3 11 110111
0[1]0]0 4 / 0(0]0]0
0/1]0]1 5 13 11101
0[1]1]0 6 / 001010
O[1]1]1 7 7 Oj1|1]1
11000 8 / 001010
11001 9 9 110101
11011]0 10 / 0(0]0]0
110111 11 3 0j/01]1
11110]0 12 / 0(0]0]0
111101 13 5 0[1]01
11111]0 14 / 0(0]0]0
1/1)1]1 15 15 1111

En simplifiant au moyen des tables de Karnaugh, on arrive aux propositions
suivantes :
a=(~zAN-YANzA)V (zAyA—zA)V(xAyAzAt)V (zA-yA-zAt)
b=yANt
ZAT
t

Cc

(2) Résoudre les équations suivantes dans Zys.
(a) 16z + 15 =0.
(b) 15z + 18 = 0.
(c) br+17=0.

Solution.
(a) Cette équation équivaut a
16 g0 x =27
ce qui est équivalent a
dq € Z, 16x = 42q + 27
ou encore
dq € Z, 16x — 42q = 27.

Le membre de gauche de cette dernier égalité étant pair quelque soit ¢, et le
membre de droite impair, il n’existe pas de tel ¢, et I’équation n’admet pas de
solution.



(b) Cette équation équivaut a
15 ‘42 T = 24,
ce qui est équivalent a
dg € Z, 15x = 42q + 24,
ou encore a
dq € Z, bx = 14q + 8,
c’est-a-dire
MOD(5z,14) = 8,
ce que l'on peut encore réécrire
MOD(5MOD(z, 14),14) = 8.
En posant y = MOD(z, 14), on s’intéresse donc aux solutions de 1’équation
5y = 8 dans Zy4. Or, 5 est inversible dans Zi4 et son inverse est 3. Ainsi,
I’équation 5 14 y = 8 est équivalente a y = 3 -14 8, ou encore a y = 10.
L’équation de départ se réécrit alors
MOD(z,14) = 10
c¢’est-a-dire
r =10 ou x = 24 ou xz = 38.
L’ensemble des solutions est donc {10, 24, 38}.

(c) L’élément 5 est inversible dans Z,s ; son inverse est 17. Deés lors, ’équation est
équivalente a
5 ‘42 T = 25
¢’est-a-dire
17 ‘42 5 ‘42 T = 17 49 25,
ou encore
T =D.
L’unique solution de I’équation est donc x = 5.

(3) (a) Calculer le déterminant des matrices A et B suivantes.

5 2 1 1 1

3 1 —1 1 2 1 4 1
A=12 4 —i Bb=13 1 3 3 2
2 2 3 1 2 1 1 1

4 -1 2 -1 -1

(b) La matrice C' donnée ci-dessous est-elle inversible ? Si oui, calculer son inverse.

3 4 —
Cc=1|1 -3 4
2 - 3

Solution.
(a) (i) En appliquant la regle de Sarrus, on trouve immédiatement
det(A) =36 —4+ 2+ 8+ 6i — 61 = 42.



(ii) En effectuant Ly < Ly — L4 et Ly < Ly — L3, puis en appliquant deux
fois la premiere loi des mineurs et en terminant par la regle de Sarrus,

on trouve
det(B) = 120.

(b) On a det(C') = 6i — 8 # 0; la matrice C' est donc inversible. Son inverse est

) —94+4i —13 16—3i
pige—— 5 942 —12—1
6Gi—8\ g_; 8+3 —13

(4) Prouver que

pour tout n > 1.
Solution. Procédons par récurrence sur n. Tout d’abord, si n = 1, le membre
de gauche est égal & > ,_ k% = 1> = 1 tandis que le membre de droite vaut

2
(%) = 12 = 1. La formule est donc satisfaite pour n = 1. A présent, consi-

dérons un certain n > 1 et supposons la formule vraie pour ce n. Notre but est
de montrer qu’elle est vraie également pour n + 1; en d’autres termes, on suppose

que
Zkg < n+1)>

et I’on souhaite démontrer que

55”3 ( §n+m)%

On a successivement
n+1 n
K = (Zlf’) +(n+1)>
k=1 k=1

D 2
— (n(nTH) + (n+1)* (par hypothese de récurrence)

= ﬁgsz+wn+m3

= (n+1)? (n{

on?+4n +4
4

= (n+ 1)2@

_ (M+&§n+%>)

—l—n+1>

= (n+1)

d’ou la conclusion.



(5) Discuter la compatibilité et le rang du systéme suivant en fonction du parametre
réel a. Dans les cas ou il n’est pas de Cramer, le résoudre dans R.

r+ay+2z = «
2r+y+(a—2)z = 1
ar+y+2z = 2a—1

Solution — méthode 1. Nous allons ici appliquer la méthode de Gauss.
En effectuant Ly < Lo + 2L, et L3 < L3 — aLq, on obtient

r+ay+2z = «
(1+20)y+ (a+2)z = 1+ 2«
(1-a?)y+(2—-2a)z = 2a—1-a?

Tous les coefficients des inconnues des deux dernieres lignes dépendant de «, aucun
d’entre eux n’est a coup sur différent de 0; nous allons donc devoir discuter.

Nous pouvons par exemple traiter a part le cas o« = —1/2. 1l est aisé de vérifier en
remplagant o par —1/2 que le systeme est dans ce cas de Cramer : il admet donc une
unique solution et est de rang 3.

Nous supposerons donc dorénavant que o # —1/2. Alors 1 4+ 20 # 0, et on peut
effectuer Lz < (1 + 2a)L3 — (1 — a?)Ly. On obtient alors le systéme

r+ay+2z = «
(1+20)y+(a+2)z = 1+ 2
(a®—=2a* +a)z = 4a*—2a—2

On a
a® -2 +ta=0&ala-1)P2=0a=0o0ua=1.

Si a = 0 le systeme devient

r+2z = 0
y+2z =1
0 = -2

Il est donc de rang 2 et incompatible.
Sia =1, il devient
r+y+2z = 1
3y+3z = 3
0 =20

Il est alors de rang 2 et compatible. L’ensemble des solutions est

Enfin, si a ¢ {0, 1} (ceci inclut le cas « = —1/2 au vu de ce qui précede), le systeme
est de Cramer. Il est donc compatible et de rang 3.

Solution — méthode 2. Calculons le déterminant de la matrice des coeflicients :

1 « 2
-2 1 a—2|=a(a—1)>2
a 1 2



On en conclut que, si a ¢ {0,1}, le systeme est de rang 3. Il est donc de Cramer et
admet une solution unique.

Il reste a traiter les cas o = 0 et o = 1. Il suffit pour cela de remplacer o par sa
valeur ; voir la méthode 1 pour les conclusions.



Correction de l’interrogation de

Mathématiques pour 'informatique 1
du 29 octobre 2019

Théorie

1. En logique propositionnelle, qu’appelle-t-on une proposition satisfaisable 7 Donner un exemple
d’une proposition satisfaisable et un exemple d’une proposition non satisfaisable.

Solution

Une proposition est dite satisfaisable s’il existe une distribution des valeurs de vérité de ses
variables qui la rend vraie. Par exemple, la proposition ¢ = x est satisfaisable car elle est
vraie pour la valeur de vérité x = 1 et la proposition 1) = x A =z ne ’est pas car sa table de
vérité est

x ‘ X ‘ T N\ —x

0] 1 0

110 0
ce qui montre que ¥ est faux que la valeur de x soit 0 ou 1.

2. Sur quelle équivalence logique se base la technique de démonstration par contraposition ?
Expliquer le raisonnement d’une telle démonstration.

Solution

La technique de démonstration par contraposition se base sur I’équivalence logique

p=Y ==

Pour démontrer 'implication ¢ = 1 en utilisant la contraposition, on suppose que ¢ est faux
et on cherche a prouver que ¢ doit aussi étre faux.

3. Démontrer que la composée de deux injections est une injection. En déduire que si A est un
ensemble dénombrable et s’il existe une injection d’'un ensemble B dans A, alors B est aussi
dénombrable.

Solution

Soient des fonctions injectives f: A — B et g: B — C. Nous souhaitons montrer que la
fonction composée go f: A — C, a — g(f(a)) est injective également. Soient a,a’ € A tels
que a # a'. Comme f est une injection, on a f(a) # f(a’). Ensuite, comme ¢ est aussi une
injection, on a g(f(a)) # g(f(a’)). Ainsi, g o f est bien une injection.

Soit A un ensemble dénombrable. Cela signifie qu’il existe une injection f: A — N. Si B
est un ensemble pour lequel il existe une injection g: B — A, alors la fonction composée
fog: B— N est injective, donc B est dénombrable aussi.



Exercices

1. Un patron de restaurant désire créer un menu fluctuant afin de ne pas toujours proposer les
mémes plats & ses clients. Il ordonne donc & son serveur de respecter les consignes suivantes
(ot A, B et C désignent les trois plats principaux proposés a la carte) :

(a) quand tu ne proposes pas A, tu dois proposer B ;
(b) lorsque A et B sont proposés, C ne doit pas 1'étre;
(c) si tu proposes C' ou si tu ne proposes pas A, alors B ne doit pas étre proposé.
Le serveur désirant mémoriser facilement ces trois consignes, comment peut-il les résumer avec

une forme normale conjonctive de longueur minimale ? Exprimer ce résumé en frangais.

Solution

Si on considére les variables propositionnelles «, (3, v représentant respectivement "A est
proposé", "B est proposé" et "C' est proposé", les trois consignes données sont logiquement
équivalentes a

(a) (ma) = B=w

(b) (@A B) = 7=

(©) (YV-a)=—-f=¢3
et le discours tenu par le patron & ¢ A @2 A w3 = ¢.
Déterminons la table de vérité de ¢ :

a|Bly|a| B e | aAB w2 | YV oa ]| g3 | ¢
ojofjol[ 1T 1170 0 1 1 1o
ojo|1| 1|1 ]o0]0 0 1 1 110
of1fo|l 1|0 ] 1]1 0 1 1 010
1jofof o1 ]1]1 0 1 0 1|1
110 oo |11 1 1 0 1|1
1jof1] o101 0 1 1 1|1
o111 ]01]o0]1 0 1 1 010
111 o001 1 0 1 010

Utilisons alors une table de Karnaugh de —¢ pour déterminer une forme normale conjonctive

de ¢ :

(a, B)
_‘¢ ‘ (070) (071) (171) (170)
v 0 1 1 0 0
1 1 1 1 0

Cette table ne contient aucun rectangle de taille 8, elle en contient par contre un de taille 4,
a savoir

(a, )
ﬁ¢ ‘ (070) (0’1) (171) (170)
v 0 1 1 0 0
1 1 1 1 0

qui correspond & la proposition —«. Le dernier 1 appartient au rectangle de taille 2



-¢ | (0,0) (0,1) (1,1) (1,0)
v 0 1 1 0 0
1 1 1 1 0

qui correspond & la proposition 8 A 7. Ainsi, on obtient que ~¢ = =V (8 A ) et donc que

¢ = ~(maV(BAY))
= (ma)A=(BAY)
= aA(=BV—)

Une forme normale conjonctive de longueur minimale de ¢ est donc donnée par

[a A (=B V)]

ce qui se traduit en francais par : "A est proposé et B ou C ne l’est pas".

Autre méthode
Tenant compte des équivalences logiques suivantes pour les trois consignes données
(@) pr=(na) = B=aVp

(b) pa=(aAf)=y==(aAP)V—y=(-aV-p)Vy

() p3=(yV-a)=-B=-(yV-oa)VaB=(-yAa)V-p

le discours tenu par le patron est lui logiquement équivalent &

»=p1 NP2 N3
(@VB)A(maV =8V —y)A((=yAa)V=p)
(@VB)A(maV =8V -7)A(=yV=8)A(aV—=8)).

En remarquant alors que, d’une part
(aVB)AN(aV—p)=a

et, d’autre part,

on conclut directement que

]dEaA(ﬁB\/w)\-

Cette proposition est bien de longueur minimale car au vu de la table de vérité de ¢, la valeur
de vérité de ¢ dépend effectivement des trois variables propositionnelles «, 8,y. En effet, si
o(a, B,7y) deésigne la valeur de vérité de ¢ en fonction des valeurs de vérité de «, 3,7, on
observe que

e « a de l'influence car ¢(0,0,0) # ¢(1,0,0)
e (3 a de l'influence car ¢(1,0,1) # ¢(1,1,1)
e ~ a de l'influence car ¢(1,1,0) # ¢(1,1,1).

Une proposition équivalente & ¢ doit donc contenir des occurences de «, 3,y et donc avoir une
longueur au moins 3.




2. On considére les ensembles E = {0}, {a}, {b},{a,b}} et N ={0,1,2}.
(a) Donner le produit cartésien de E et N.

(b) Préciser si les assertions suivantes sont vraies ou fausses et justifier :

i.0ekFE iii. {b,a} e FE v. {a,b} C E
i 0CE iv.a€E vi. {0} € P(E)

(c) Soit R la relation de E dans N telle que e R n si e contient exactement n éléments.

i. En supposant a # b, cette relation est-elle une fonction ? une fonction injective 7 une
fonction surjective ?

ii. Qu’en est-il si on suppose a = b7

Solution
(a) On a
ExN = {(@70)7(@71)7(@,2)7({a}70),({a}nl)7({a}a2),({b}aO),({b},l),
({6},2), ({a,0},0), ({a, b}, 1), ({a, b}, 2) }

(b) i. Vrai car 0 est un élément de E = {0, {a}, {b}, {a,b}}.
ii. Vrai car () est inclus dans tout ensemble.
iii. Vrai car {b,a} = {a,b} est un élément de E = {0, {a}, {b},{a,b}}.
iv. Faux. L’ensemble {a} est un élément de E mais pas a.
v. Faux. L’ensemble {a, b} est un élément de E mais il n’est pas inclus dans E.

vi. Vrai car () est un élément de E, ainsi {0} € P(E).
(¢) i Sia#b,ona
R={(0,0),({a},1), ({8}, 1), ({a,5},2) }.

Ainsi, R est une fonction surjective dans N. En revanche, elle n’est pas injective car

R({a}) = R({b}) = 1.
ii. Sia=b,onaFE={0,{a}} et donc

r={®0).({a}.1)}.

Ainsi, R est une fonction injective. En revanche, elle n’est plus surjective car 2 n’est
I'image d’aucun élément de E par cette relation.



3. Permuter les sommes suivantes :
13 30—

> li+il
i=1 j=i+2
Solution

Les indices (i, j) € N? intervenant dans la somme sont représentés ci-dessous.

30

20

2 4 6 8 10 12
On remarque donc que j € {3,...,29}. En outre, on a

3<j<29 (3<j<29

1< 1<
1<:<13

— 1 <13 <~ 1 <13

i+2<j<30—i ‘ , =

1+2<y 1<j—2

| j<30—i i<30—j

3<7<29
— { 1<
i <min(13,5 — 2,30 — j)

Ainsi, on a

13 30— 29 min(13,5—2,30—j)
Yo li+il=d, D i + j]
i=1 j=i+2 =3 i=1
15 j—2 29 30—j

—ZZ’HJHZ‘Z“GHZ > li+gl.

7=3 i=1 J=17 i=1



4. On considére la suite récurrente définie par
ag =1, a1 =0 et ap = Dap—1 — 6ay_—o0 VYN > 2.
Montrer que pour tout n € N, on a

anp=3-2"—-2.3".

Solution

Procédons par récurrence (d’ordre 2) sur n € N.

Cas de base (n=0et n=1)

La formule considérée est vérifiée pour n = 0 et n = 1 puisque

3.20-2.30=3_2=1=q¢q

et
3.21-2.3'=6-6=0=aqy.

Pas de récurrence

Supposons que n > 1 et que la formule considérée est vraie pour n — 1 et n, c’est-a-dire que
ap-1=3-2""1-2.3"1 et q,=3.2"-2.3"
et montrons qu’elle est encore vraie pour n + 1, c’est-a-dire que

_327’L+1 _2'37’1—&-1'

ap+1 =
Alors
ap+1 = Ddap — 6a,—1 (définition avec n + 1 > 2)

= 5(3-2"-2-3")-6(3- o=l _ 9. 3"_1) (hyp. de récurrence)
= 15-2" —-10-3"—18-2"" 1 4 12.3""!
= (30—18)-2"1—(30-12)-3"!
= 12.2"1_18.3"71
= 3.4.2"1_9.9.3""1
= 3.ontl _9o.gntl

Conclusion

Tenant compte des cas de base et de récurrence, la formule considérée est donc vraie pour
tout n € N.



Examen de Mathématiques pour ’informatique 1

20 janvier 2020

Consignes générales
— Répondre uniquement sur les feuilles fournies.
— Les feuilles rendues doivent étre numérotées et comporter chacune vos nom et prénom.
— Répondre a la théorie en un seul tenant.
— Répondre a chaque exercice sur une feuille séparée.

— Calculatrices (ou équivalents) non autorisées.

1. THEORIE
(1) Qu’est-ce qu'une assertion logique ? Donner un exemple d’une phrase en frangais
qui soit une assertion logique et d’une autre qui n’en soit pas.

(2) Lorsqu’on souhaite démontrer une alternative ¢ V ¢ a partir d’une hypothese a,
quelle équivalence logique peut-on utiliser pour se donner une hypothese supplé-
mentaire ?

(3) Soient A, B, C' des ensembles. Décrire les éléments du produit cartésien A x B x C',

(4) Définir la notion d’ensemble dénombrable. L’ensemble Z est-il dénombrable 7 Jus-
tifier votre réponse.

(5) Donner les tables d’addition et de multiplication de Zj.
(6) Enoncer le théoréme de décomposition en base entiére. Décrire 1'algorithme glouton

et démontrer que cet algorithme est correct. Illustrer son exécution pour décom-
poser 'entier 437 en base 3.

(7) Qu’est-ce qu’un systeme de Cramer ? Combien de solutions un tel systéeme admet-
il ? Fournir une preuve de votre réponse.

2. EXERCICES

(1) Construire une table de Karnaugh valide pour la proposition ¢ dont la table de vé-
rité est détaillée ci-dessous et en déduire une forme normale disjonctive de longueur
minimale pour ¢.

e == el el k.
= O O Rk = O O
_ O = O = O = O
HHOP—‘OHOP—‘“G




Solution : Une table de Karnaugh de ¢ est donnée par

© (,q)

(0,00 (0,1) (1,1) (1,0)
0| 1 1 1 1
0 0 1 0

(r)

Tenant compte de la premiere ligne de 1 (rectangle de taille 4), on constate que la
proposition ¢ est vraie lorsque la variable r est fausse, soit lorsque —r est vraie. De
plus, nous tirons de la troisitme colonne (rectangle de taille 2) que la proposition
@ est vraie lorsque les variables p et ¢ sont simultanément vraies. Par conséquent,
une forme normale disjonctive de longueur minimale de la proposition ¢ est donnée
par

-V (pAq)

Notons que le caractére minimal de cette FND est assuré par le fait que nous
avons considéré des rectangles de taille 2" la plus grande possible pour prendre en
compte tous les 1 de la table de Karnaugh.

Soit a un parametre réel strictement positif. Construire des ensembles infinis
A, B C R pour que la fonction f définie par

f: A= B, v+ az® —2a(a+ 1)z + a*(a +2)

soit bijective.

Solution : Puisque a > 0, il s’agit d'un polynome du second degré dont le graphe
correspond a une parabole convexe. Cette fonction n’est donc ni injective sur R,
ni surjective dans R.

Le discriminant de I'expression az? — 2a(a + 1)z + a*(a + 2) vaut
4a*(a+1)* — 4a®(a + 2) = 4a*(a* +2a + 1 — a® — 2a) = 4a®.

Il est donc toujours strictement positif ce qui implique que la fonction f possede 2
racines distinctes. Ces racines sont a et a+ 2. Il découle que ’axe de symétrie de la
parabole a pour équation z = a + 1. De plus, cette fonction possede un minimum
ena+ 1 quivaut f(a+1) = —a.

Quelques possibilités pour les ensembles A et B sont donc :
(a) A=la+1,+o0[ et B=[—a,+o0|

(b) A=] —o00,a+1] et B =[—a,+o0]

(c) A=[a+1,a+2] et B=[—a,0]



(3) Une maison d’édition doit envoyer 1000 exemplaires d’'un ouvrage a 1’Université de
Liege. Pour '’emballage, les ouvrages sont répartis dans des caisses de deux formats
différents, I'un permettant d’emballer 18 livres, 'autre 24.

(a)
(b)

Montrer que la livraison ne peut se faire en remplissant intégralement toutes
les caisses.

Montrer qu’il est possible d’envoyer 996 exemplaires en utilisant uniquement
des caisses pleines. Dans ce cas, déterminer le nombre de caisses de chaque
format qu’il faut utiliser pour la livraison si on veut maximiser le nombre de
caisses du format le plus grand.

Solution :

(a)

Notons x le nombre de caisses contenant 18 livres et y le nombre de celles qui
en contiennent 24. Le probleme consiste alors a montrer qu’il n’existe aucun
couple (x,y) d’entiers positifs vérifiant

18z + 24y = 1000, ou encore 9z + 12y = 500

Comme pged(9,12) = 3 ne divise pas 500, on conclut directement que cette
équation n’admet pas de couple de solutions entieres.

Avec les mémes notations, le probleme consiste a résoudre 1’équation
18z + 24y = 996, ou encore 3z + 4y = 166

Comme pged(3,4) = 1 divise 166, cette équation admet bien des solutions
entieres. On trouve par exemple directement la solution particuliere (zq, yo) =
(—166,166), et toutes les solutions de cette équation sont données par les
couples de la forme

(—166 + 4k, 166 — 3k), k € Z.

Vu le probleme, il est clair que les solutions sont des couples d’entiers positifs
et nous avons donc les contraintes

{—166+4k20 - {kz%

166 — 3k >0 Jo < 166 & 42< k<55

Enfin, puisque I'on veut maximiser le nombre y = 166—3k de caisses contenant
24 livres, il est clair qu’il faut prendre k = 42, autrement dit 40 caisses de 24
livres et 2 caisses de 18.

On donne les matrices

1 4 =2 o0
05 —1
2 1

Les produits AB et BA sont-ils définis? Justifier. Calculer le produit dans
le(s) cas ou c’est possible.



(b) Sous quelle(s) condition(s) sur le parametre a € C la matrice
M = a 1 -—a

est-elle inversible 7 Calculer alors son inverse.

Solution :

(a) Pour pouvoir multiplier deux matrices, il faut que le nombre de colonnes de
la premiere matrice soit égal au nombre de lignes de la seconde. Ainsi, au vu
des dimensions des matrices A et B, les produits AB et BA sont tous deux
définis. De ce fait, on a

] 28 5 20 -10
AB = < ) et BA=| 0 —-45 9
-2 —46
2 13 =5

(b) Une matrice est inversible si son déterminant est non nul. De plus, on a

1 —a a 1 —a a 1 —a a
det(M)=| « 1 —al|=|1 1 —al|=|0 14a —2a |=3a>+1
—a a 1 1 «a 1 0 2a 1—a

Ainsi, la matrice M est inversible si, et seulement si, 3a®> + 1 # 0. Cette
derniere condition peut se réécrire

27&—— & a27é— & a#i% & a;«éi%

La matrice M est donc inversible lorsque a # i“[
La matrice des cofacteurs de M est donnée par

a?+1 a*—a a*+a

M=| a*4+a a*>+1 a®>—a

a*—a a*+a a*+1
L’inverse de M est donc
a*+1 a*+a a®*—a
a?—a a®>+1 a®>+a

a?+a a>—a a®>+1

:3a2+1

(5) Discuter la compatibilité du systeme suivant dont les inconnues sont x,y, z € R en
fonction du parametre réel a. Dans les cas ou il n’est pas de Cramer, donner son
ensemble de solutions.

ar+y+z=2

T+ oy + z =2«
r+yt+az=a+1



Solution : Ce systeme peut étre réécrit sous forme matricielle comme suit :

a 1 1 T 2
1 a1l y | = 2a
1 1 « z a+1

Le déterminant de la matrice du systeme est donné par

a 1 1 a+2 1 1 1 1 1 1 1 1
l al|l=|a+2 a 1|=(@+2)|1 o 1 |=(@+2)[0 a—1 0
1 1 « a+2 1 « 1 1 « 0 0 a—1

Ainsi, il vaut (a+2)(a —1)?. Le systéme est donc de Cramer pour a € R\{1, —2}.
On va donc s’intéresser aux cas o« = 1 et a = —2.

(a) Cas =1 : Dans ce cas, le systéeme devient

111 x 2
111 y | =1 2
111 z 2

et peut étre simplifié et exprimé de maniere équivalente a ’aide de I'unique
équation x +y + 2 = 2 < x = 2 — y — z. Ainsi, 'ensemble des solutions du
systeme est

2—y—=z
S = y ry,z € R
z
(b) Cas o = —2 : Dans ce cas, le systéme devient
-2 1 1 x 2
1 -2 1 y | =1 4
1 1 =2 z -1
. . -2
Le rang de la matrice du systeme vaut 2 car . 5 ‘ =3 # 0. De plus, le
rang de la matrice augmentée
-2 1 1 2
1 -2 1 -4
1 1 -2 -1
vaut 3. En effet,
-2 1 2 -2 3 0
3 0
1 -2 4= 1 -3 =3|= =—-9#0.
-3 -3
1 1 -1 1 0 0

Le systeme est donc incompatible et son ensemble de solutions est S = ().



Mathématiques pour l'informatique 1

Correction de l'interrogation de novembre
Année académique 2020-2021

1)
Algorithme d’'Euclide

Question 1. Détailler les calculs effectués & chaque étape de 'algorithme d’Euclide sur les entrées a = 850
et b = 714. Démontrer que le résultat obtenu est bien le PGCD de a et b en utilisant uniquement les calculs
effectués.

Solution : Puisque 850 > 714, on initialise la variable r & 850 et la variable s & 714. L’algorithme effectue suc-
cessivement les divisions euclidiennes suivantes, et remplace les variables r et s & chaque étape en conséquence :

850 =1-714 4 136 (r,s) < (714,136)
714 =5-136 + 34 (r,s) < (136,34)
136 =434+ 0 (r,s) < (34,0)

Puisque s = 0, la condition de la boucle "while" est violée et I’algotithme rend la valeur de r, c’est-a-dire 34.

Pour montrer que 34 est le PGCD de 850 et 714, on procéde en deux étapes.

Premiérement, montrons que 34 est un diviseur commun de 850 et 714 en remontant les calculs effectués par
lalgorithme. De la derniére égalité, on obtient que 34 divise 136. Sachant cela, on déduit de la deuxieme égalité
que 34 divise aussi 714. Enfin, puisque 34 divise 136 et 714, on déduit de la premiére égalité que 34 divise 850.
On a donc bien vérifié que 34 divise a la fois 714 et 850.

Deuxiémement, montrons que 34 est plus grand que tout diviseur commun de 714 et 850 en descendant les
calculs effectués par ’algorithme d’Euclide. Soit d un diviseur commun de 714 et 850. En réécrivant la premiére
égalité sous la forme

136 =850 —1-714

on obtient que d divise aussi 136. Puisque d divise a la fois 714 et 136, en réécrivant la premiére égalité sous la
forme
34=7T14-5-136

on obtient que d divise aussi 34. Ainsi, 34 > d.

Question 2. (Variante 1 de la question 1). Détailler les calculs effectués a chaque étape de ’algorithme d’Euclide
sur les entrées a = 1275 et b = 1071. Démontrer que le résultat obtenu est bien le PGCD de a et b en utilisant
uniquement les calculs effectués.

Solution : Méme raisonnement que pour la question 1.

Question 3. (Variante 2 de la question 1). Détailler les calculs effectués a chaque étape de I’algorithme d’Euclide
sur les entrées a = 750 et b = 630. Démontrer que le résultat obtenu est bien le PGCD de a et b en utilisant
uniquement les calculs effectués.

Solution : Méme raisonnement que pour la question 1.
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Question 4. (Variante 3 de la question 1). Détailler les calculs effectués a chaque étape de 'algorithme d’Euclide
sur les entrées a = 500 et b = 420. Démontrer que le résultat obtenu est bien le PGCD de a et b en utilisant
uniquement les calculs effectués.

Solution : Méme raisonnement que pour la question 1.
Question 5. (Variante 4 de la question 1). Détailler les calculs effectués a chaque étape de I’algorithme d’Euclide
sur les entrées a = 832 et b = 546. Démontrer que le résultat obtenu est bien le PGCD de a et b en utilisant

uniquement les calculs effectués.

Solution : Méme raisonnement que pour la question 1.

2)

Récurrence

Question 6. On considére la suite (uy)nen définie par ug = 2 et pour tout naturel n, up+1 = up, + 2n + 5.
Démontrer que pour tout n € N, u, > n?.

Solution :
Procédons par récurrence.
Cas de base.
Pour n=0, on a
up =2 >n*=0

et la propriété est donc vraie pour n = 0.
Cas de récurrence.
Supposons u, > n? pour n € N fixé et montrons que u,+1 > (n + 1)? : on a successivement

Upt1 = Up +2n+5 (par définition de la suite)
>n?4+2n4+5=(Mn+1)7>2+4 (vu 'hypothése de récurrence)
> (n+1)?

ce qui permet de conclure.
Conclusion. La propriété est vraie pour n = 0, donc vu le cas de récurrence pour n=1; étant vraie pour n = 1,
elle 'est pour n = 2; et ainsi de suite, la propriété est vraie pour tout n € N.

Question 7. (Variante 1 de la question 6). On considére la suite (up)nen définie par ug = 2 et pour tout
naturel n, u,11 = U, + 2(n — 1) + 7. Démontrer que pour tout n € N, u, > n?.

Solution :
Procédons par récurrence.
Cas de base.
Pour n=0, on a
Uy = 2 > n2 =0

et la propriété est donc vraie pour n = 0.
Cas de récurrence.
Supposons u, > n? pour n € N fixé et montrons que u,+1 > (n + 1)? : on a successivement

Upt1 =Up +2n—1)+T=uy, +2n+5 (par définition de la suite)
>n?P4+2n+5=(n+1)2+4 (vu Phypothése de récurrence)
> (n+1)?
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ce qui permet de conclure.
Conclusion. La propriété est vraie pour n = 0, donc vu le cas de récurrence pour n=1; étant vraie pour n = 1,
elle I'est pour n = 2; et ainsi de suite, la propriété est vraie pour tout n € N.

Question 8. (Variante 2 de la question 6). On considére la suite (u,)nen définie par ug = 2 et pour tout
naturel n, Up41 = up + 3n + 5. Démontrer que pour tout n € N, u,, > n? + n.

Solution :
Procédons par récurrence.
Cas de base.
Pour n=0, on a
ug =2 > n?4+n=0

et la propriété est donc vraie pour n = 0.
Cas de récurrence.
Supposons u, > n?+n pour n € N fixé et montrons que u, 41 > (n+1)2 +n+ 1 : on a successivement

Upt1 = Up + 30+ 5D (par définition de la suite)
>n?4+n+3n+5=n+1)>2+2n+4 (vu ’hypothése de récurrence)
>m+1)2+n+1

ce qui permet de conclure.
Conclusion. La propriété est vraie pour n = 0, donc vu le cas de récurrence pour n=1; étant vraie pour n = 1,
elle 'est pour n = 2; et ainsi de suite, la propriété est vraie pour tout n € N.

Question 9. (Variante 3 de la question 6). On considére la suite (up),en définie par ug = 2 et pour tout
naturel n, Up41 = up, + 2n + 5. Démontrer que pour tout n € N, u,, > n? + n.

Solution :
Procédons par récurrence.
Cas de base.
Pour n=0, on a
uw=2>n+n=0

et la propriété est donc vraie pour n = 0.
Cas de récurrence.
Supposons u, > n? 4+ n pour n € N fixé et montrons que u, 41 > (n+1)2 +n+ 1 : on a successivement

Upt1 = Up + 20+ 5 (par définition de la suite)
>ni4n+2n+5=mn+1)2+n+4 (vu Phypothése de récurrence)
>m4+1)2+n+1

ce qui permet de conclure.
Conclusion. La propriété est vraie pour n = 0, donc vu le cas de récurrence pour n=1; étant vraie pour n = 1,
elle 'est pour n = 2; et ainsi de suite, la propriété est vraie pour tout n € N.

Question 10. (Variante 4 de la question 6). On considére la suite (up)nen définie par ug = 2 et pour tout
naturel n, U1 = u, + 3(n — 1) + 8. Démontrer que pour tout n € N, u, > n? +n.

Solution :
Procédons par récurrence.
Cas de base.
Pour n=0, on a
uw=2>n>+n=0
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et la propriété est donc vraie pour n = 0.
Cas de récurrence.
Supposons u, > n? +n pour n € N fixé et montrons que u,1 > (n+1)?> +n + 1 : on a successivement

Upt1 =Up +3(n—1)+8=wu,+3n+5 (par définition de la suite)
>n?4+n+3n+5=n+1)>2+2n+4 (vu 'hypothése de récurrence)
>nm+1)2+n+1

ce qui permet de conclure.

Conclusion. La propriété est vraie pour n = 0, donc vu le cas de récurrence pour n=1; étant vraie pour n = 1,
elle 'est pour n = 2; et ainsi de suite, la propriété est vraie pour tout n € N.

3)

Signe sommatoire

Question 11. Permuter les sommes suivantes :

5 21
D> (i+9).

i=1 j=i+1

Solution :

1<i<5
i+1<j<2

1<

1<5h

1<j—1

[3/2] <i

1+1<y car ¢ est au min 1

71<2x5 car 7 est au max b

max(1, [j/2]) < i
i <min(5,5 — 1)
2<j

Jj<10

[7/2] <1 car [j/2] > 1 Vje{2,...10}
i <min(5,5 — 1)

2<j

71 <10
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On a donc
5 24 10 min(5,5—1)
D2 GHN=> > (i+))
’ile:i-i-l j= =2 = |—J/2.|

Question 12. (Variante 1 de la question 11). Permuter les sommes suivantes :
6 2
> D (i+d).
i=2 j=i+2
Solution : Méme raisonnement que pour la question 11.

12 min(6,j— 2)

> Y =Y Y G+

i=2 j=it2 =4 i=[j/2]

Question 13. (Variante 2 de la question 11). Permuter les sommes suivantes :

5 2i—1

S i +4).

i=2 j=i

Solution : Méme raisonnement que pour la question 11.

5 2i-1 9 min(5,5)
S+ => (i+7)-
i=2 j=i J=2i=[(j+1)/2]

Question 14. (Variante 3 de la question 11). Permuter les sommes suivantes :

5
Z (i + 4)-

5 2'+1 min(
> Z Z (i + 7).
=1 j=i Jj=1i=max([(j—1)/2],1)

Question 15. (Variante 4 de la question 11). Permuter les sommes suivantes :

7 21
D> (i+9).
i=2 j=i—1

Solution : Méme raisonnement que pour la question 11.

7 21 min(7,5+1)

> (i +4) Z > (i+)).

i=2 j=i—1 j=1i=max([j/2],2)
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4)
Logique

Question 16. Trois collégues Albert, Bernard et Charles déjeunent ensemble chaque jour ouvrable. Les affir-
mations suivantes sont vraies :

1. Si Albert commande un dessert, Bernard en commande un aussi.
2. Chaque jour, soit Bernard, soit Charles, mais pas les deux, commandent un dessert.
3. Albert ou Charles, ou les deux commandent chaque jour un dessert.

Résumer avec une forme normale conjonctive de longueur minimale ces informations. Exprimer ce résumé en
francais.

Solution : Les 3 propositions peuvent s’écrire de la fagon suivante :
1. A= 1B
2. (BA-C)V (CAN=B)oualors (BVC)A(=BV-(C)
3. AvC

Il est donc nécessaire de trouver une forme normale conjonctive de longueur minimale pour la proposition
p=(A=B)AN(BAN-C)V(CAN-B))ANAV(O).

Pour trouver cette FNC de longueur minimale, il faut utiliser la table de Karnaugh. Mais avant, pour pouvoir
créer cette table, il est nécessaire de connaitre la table de vérité de ¢. Voici cette table :

A|[B|C|A=B|(BA-C)V(CA-B)|AvC|¢
000 1 0 0 |0
001 1 1 1 |1
010 1 1 o |o
011 1 0 1 o
1loflo| o 0 1 o
1101 0 1 1 |o
1110 1 1 1|1
111 1 0 1 o

A partir de cette table de vérité, construisons la table de Karnaugh pour —¢. 1l faut en effet créer la table
de Karnaugh pour —¢ et non celle pour ¢ pour obtenir une FNC pour ¢.

-¢ | | (B,C)

(0,00 (0,1) (1,1) (1,0)
1 0 1

1| 1 1 1

1
A 0

Il n’est possible de faire que des rectangles de taille 2. 11 y a cependant 2 fagons de faire ces rectangles. La
premiére facon permet d’obtenir

~¢p=(-BA-C)V(-AANB)V(ANC).
La FNC de longueur minimale pour ¢ est donc

p=(BVC)N(AV-B)A(mAV-CO).
La deuxiéme fagon permet d’obtenir

—p = (~AA=C)V (BAC)V (AA-DB).
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La FNC de longueur minimale pour ¢ est donc
p=(AVC)A(=BV-C)A(-AV B).

Finalement, pour exprimer en francais le résumé des 3 propositions de départ, il suffit de remarquer que
dans la table de vérité, il n’y a que 2 lignes qui rendent ¢ vrai. Ainsi, ¢ est vrai si

1. Albert et Bernard commandent un dessert alors que Charles n’en commande pas ; ou

2. Albert et Bernard ne commandent pas de dessert alors que Charles en commande un.

Question 17. (Variante 1 de la question 16). Trois collégues Albert, Bernard et Charles déjeunent ensemble
chaque jour ouvrable. Les affirmations suivantes sont vraies :

1. Si Bernard commande un dessert, Charles en commande un aussi.
2. Chaque jour, soit Charles, soit Albert, mais pas les deux, commandent un dessert.
3. Bernard ou Albert, ou les deux commandent chaque jour un dessert.

Résumer avec une forme normale conjonctive de longueur minimale ces informations. Exprimer ce résumé en
francais.

Solution : Méme raisonnement que pour la question 16 en effectuant les changement de noms suivants :

Question 16 | ~ | Cette question
Albert N Bernard
Bernard N Charles
Charles N Albert

Question 18. (Variante 2 de la question 16). Trois collégues Albert, Bernard et Charles déjeunent ensemble
chaque jour ouvrable. Les affirmations suivantes sont vraies :

1. Si Charles commande un dessert, Albert en commande un aussi.
2. Chaque jour, soit Albert, soit Bernard, mais pas les deux, commandent un dessert.
3. Charles ou Bernard, ou les deux commandent chaque jour un dessert.

Résumer avec une forme normale conjonctive de longueur minimale ces informations. Exprimer ce résumé en
francais.

Solution : Méme raisonnement que pour la question 16 en effectuant les changement de noms suivants :

Question 16 | ~ | Cette question
Albert N Charles
Bernard Y Albert
Charles N Bernard

Question 19. (Variante 3 de la question 16). Trois colleégues Albert, Bernard et Charles déjeunent ensemble
chaque jour ouvrable. Les affirmations suivantes sont vraies :

1. Si Albert commande un dessert, Charles en commande un aussi.
2. Chaque jour, soit Charles, soit Bernard, mais pas les deux, commandent un dessert.
3. Albert ou Bernard, ou les deux commandent chaque jour un dessert.

Résumer avec une forme normale conjonctive de longueur minimale ces informations. Exprimer ce résumé en
francais.

Solution : Méme raisonnement que pour la question 16 en effectuant les changement de noms suivants :
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Question 16 | ~ | Cette question
Albert ~ Albert
Bernard N Charles
Charles N Bernard

Question 20. (Variante 4 de la question 6). Trois collégues Albert, Bernard et Charles déjeunent ensemble
chaque jour ouvrable. Les affirmations suivantes sont vraies :

1. Si Bernard commande un dessert, Albert en commande un aussi.
2. Chaque jour, soit Albert, soit Charles, mais pas les deux, commandent un dessert.
3. Bernard ou Charles, ou les deux commandent chaque jour un dessert.

Résumer avec une forme normale conjonctive de longueur minimale ces informations. Exprimer ce résumé en
francais.

Solution : Méme raisonnement que pour la question 16 en effectuant les changement de noms suivants :

Question 16 | ~ | Cette question
Albert ~ Bernard
Bernard N Albert
Charles ~ Charles
—5 )
Ensembles

Question 21. Soit F un ensemble et soit f : £ — E. Démontrer que la fonction f est injective si et seulement
si

VA, B € P(E) : f(ANDB) = f(A) N f(B).

Solution : Pour démontrer 1’équivalence
finjectif < VA, Be®P(E): f(AnB)= f(A)N f(B)

procédons par double implication.
Supposons d’abord que f soit injectif.
Soient A, B € P(FE). Démontrons 1’égalité attendue par double inclusion.
Soit y € f(AN B). Par définition, il existe x € AN B tel que f(z) = y. De 1, puisque
e x € A, il en résulte que f(z) =y € f(A),
e z € B, il en résulte que f(z) =y € f(B),
il s’ensuit que y € f(A)N f(B). Ainsi, vu le choix arbitraire de y, on conclut que f(ANB) C f(A)Nf(B).
Soit y € f(A)N f(B). Alors,
e yc f(A), et il existe x € A tel que f(z) =y,
e y € f(B), et il existe 2’ € B tel que f(z') = y.
On a donc f(z) =y = f(a') et, vu que la fonction f est injective, il en résulte que x = 2’ et donc que
x € AN B, ce qui entraine finalement que y = f(z) € f(AN B).
Vu le choix arbitraire de y, on a donc bien f(A)N f(B) C f(AN B).
En conséquence, vu le choix arbitraire de A, B € P(E), on a

f(ANB) = f(A)n f(B) VA,B e P(E).

Réciproquement, supposons que

F(ANB) = f(A)N f(B) VA,B € P(E)
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et montrons que f est injectif.
Soient x,y € E tels que f(x) = f(y). En prenant les parties A = {z} et B = {y} de E, il vient

fA) = f({z}) ={f(=)} et f(B)=[f({y}) ={f()} = {f(2)} = f(A)

de sorte que
fLAYNF(B) = f(A) N f(A) = f(A) = f{z}) = fF(AN B)

ou la derniére égalité découle de la supposition de départ. Ceci entraine alors successivement
recANB = zeB={y} = ==y

ce qui permet de conclure que f est bien injectif.

Question 22. (Variante 1 de la question 21). Soit E un ensemble et soit f : E — E. Démontrer que la fonction
f est injective si et seulement si

VA,BeP(E) : (ANB=0= f(A)Nf(B)=10).

Solution : Pour démontrer 1’équivalence
finjectif < VA Be®PE): (ANnB=0= f(A)Nf(B)=0).

procédons par double implication.
Supposons d’abord que f soit injectif et montrons que

VA,B€PE) : (ANB=0= f(A)Nf(B)=0).

Soient A, B € P(F) tels que AN B = 0.
Procédons par I’absurde et supposons f(A) N f(B) # 0. Alors, Jy € f(A)N f(B) et
eyc f(A)=3xcA: flx)=y,
eyc f(B)y=3'e€B: f(a)=uy.
On a donc f(x) =y = f(2') et, vu que la fonction f est injective, il en résulte que z = 2’ et donc que z € ANB,
ce qui est absurde puisque AN B = .
La supposition était donc fausse et f(A) N f(B) = (), ce qui permet de conclure vu le choix arbitraire de A et
B.
Réciproquement, supposons que

VA,BeP(E) : (ANB=0= f(A)Nf(B)=10).

et montrons que f est injectif.
Soient x,y € E tels que f(z) = f(y). En prenant les parties A = {z} et B = {y} de E, il vient

fA) = f({ah) ={f(@)} et f(B)=f({y}) ={f(v)} = {f(2)} = [(4)

de sorte que
fANf(B)=fA)={flx)}#0 = ANB#0 = z=y

ou la premiére implication découle de la supposition de départ ( par contraposition). On en conclut donc que f
est bien injectif.

Question 23. (Variante 2 de la question 21). Soit E un ensemble et soit f : E — E. Démontrer que la fonction
f est injective si et seulement si

VA,BeP(E) : (ACB= f(B\A)=f(B)\[f(A).

Solution : Pour démontrer 1’équivalence

finjectif < VA, BeP(E): (ACB= f(B\A)=/f(B)\ f(A).
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procédons par double implication.
Supposons d’abord que f soit injectif et montrons que

VABeP(E) : (ACB= f(B\A)=f(B)\ f(A)).

Soient A, B € P(E) tels que A C B.
Démontrons 1’égalité attendue par double inclusion.
Soit y € f(B\ A). Par définition, il existe z € B\ A tel que f(x) = y. De 14, puisque x € B, il en résulte

que f(z) =y € f(B).
Procédons alors par I’absurde et supposons que y € f(A) : dans ce cas, il existe 2/ € A tel que
f(@) = y = f(x), ce qui entraine x = 2’ par injectivité de f; auquel cas x = 2’ € A, ce qui
est absurde! La supposition était donc fausse et y ¢ f(A).
Ainsi, y € f(B) \ f(A) et U'inclusion est vérifiée.

Soit y € f(B) \ f(A). Alors,
eyef(B)=3xeB: f(z)=y,
o y ¢ J(A) =z ¢ A (sinon, [(z) = y € f(4),
c’est-a-dire x € B\ A, ce qui entraine que f(z) =y € f(B\ A), de sorte que f(B)\ f(A) C f(B\ A)
(vu le choix arbitraire de y).
En conséquence, vu le choix arbitraire de A, B € P(E), on a

(AC B= f(B\A)=[f(B)\f(4)) VA BcPE).

Réciproquement, supposons que
VA,BeP(E) : (ACB= f(B\A)=f(B)\[f(A).

et montrons que f est injectif.
Soient x,y € E tels que f(z) = f(y). En prenant les parties A = {z} et B={z,y} de E,ona AC B et

FBIN\f(A) = f({z,y) \ F{z}) = {f (@), F)} \{f(2)} =0

puisque f(z) = f(y). Dés lors, vu 'hypothése de départ, il vient

f(B\A)=[f(B)\ f(4) =

Supposons alors (par Pabsurde) que = # y : dans ce cas, y € B\ A et f(y) € f(B\ A), ce qui contredit 1’égalité
ci-dessus. Cette supposition est donc fausse et x = y. On en conclut donc que f est bien injectif.

Question 24. (Variante 3 de la question 21). Soit E un ensemble et soit f : E — E. Démontrer que la fonction
f est injective si et seulement si

VAEDP(E) : f(E\A)CE\ f(A).

Solution : Pour démontrer 1’équivalence
finjectif < VAeP(E): f(E\A) CE\ f(A).

procédons par double implication.
Supposons d’abord que f soit injectif et montrons que

VAEDP(E) : f(E\A)CE\ f(A).

Soient A € P(E) ety e f(E\A).

Par définition, il existe x € F'\ A tel que f(x) = y. Par définition de f, qui est a valeur dans F. il est clair que
y=f(z) € E.

Supposons alors par I'absurde que y € f(A) : dans ce cas, il existe 2’ € A tel que f(2') =y = f(z) et U'injectivité
de f entraine que x = 2/, de sorte que z € A, ce qui est absurde (vu que z € E'\ A)! La supposition était donc
fausse et y ¢ f(A), ce qui permet d’affirmer finalement que y € E'\ f(A).
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Vu le choix arbitraire de y, on conclut que f(E\ A) C E'\ f(A), et vu le choix arbitraire de A, cette inclusion
est vérifiee VA € P(E).
Réciproquement, supposons que

VAEP(E) : f(E\NA) CE\[f(A).

et montrons que f est injectif.
Soient x,y € E tels que f(z) = f(y). En prenant la partie A = {z} de E, on a (vu la supposition)

FIENA)C ENf(A) = E\f({z}) = EA{f(2)} = EN{/(y)}

Supposons alors (par 'absurde) que z # y : dans ce cas, y € E\ A et f(y) € f(E\A) C E\{f(y)}, ce qui est
absurde! La supposition était donc fausse et = y. On en conclut donc que f est bien injectif.

Question 25. (Variante 4 de la question 21). Soit E un ensemble et soit f : E — E. Démontrer que la fonction
f est injective si et seulement si

VA€ PE) : fH(f(A)) = A.

Solution : Pour démontrer 1’équivalence
finjectif < VAc€P(E) : f1(f(A) = A.

procédons par double implication.
Supposons d’abord que f soit injectif et montrons que

VA€ P(E) : fH(f(A)) = A.

Soient A € P(E).
Démontrons ’égalité attendue par double inclusion.

Soit x € f~Y(f(A)). Par définition, cela signifie que f(z) € f(A) et donc, il existe 2/ € A tel que
f(2") = f(z). La fonction f étant injective, on en déduit alors que z = 2/, de sorte que x = 2/ € A. Par
conséquent, f~1(f(A)) C A vu le choix arbitraire de x.

Soit x € A. Dans ce cas, f(z) € f(A) et

ze{ze B f(z) € f(A)} = fH(f(4)).

ce qui permet de conclure que A C f~1(f(A)) (vu le choix arbitraire de ).
Vu le choix arbitraire de A € P(E), on conclut finalement que

FNAA) = A VA € P(E).

Réciproquement, supposons que
VA€ PE) : fYf(A)) = A.

et montrons que f est injectif.
Soient x,y € E tels que f(x) = f(y).
En prenant les parties A = {a} et A’ = {y} de E, il vient
fA) = f{a}) ={f(@)} et fA)=f{y})={f)}={f(=)}=f(A)
De 13,
fA)=fA) = [HfA)=1(fA) = A=4 = 2=y

ol la seconde implication découle de la supposition de départ. On en conclut donc que f est bien injectif.
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Consignes générales
— La durée de I'examen est de 2h30.
— Répondre uniquement sur les feuilles fournies.
— Les feuilles rendues doivent étre numérotées et comporter chacune vos nom et prénom.
— Répondre a la théorie en un seul tenant.
— Répondre a chaque exercice sur une feuille séparée.

— Calculatrices (ou équivalents) non autorisées.

1. THEORIE

(1) En logique propositionnelle, qu’appelle-t-on une contradiction ? Comment qualifie-
t-on une proposition qui n’est pas une contradiction. Donner des exemples de ces
deux types de propositions contenant chacun trois variables propositionnelles.

(2) Qu’est-ce qu’une surjection ? Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont des sur-
jections ?

(a) f:{-1,0,1} = {0,1}, x> 22
(b) f:{-1,0,1} —»{-1,0,1}, z > a?
() f: {=1,0,1} = {~1,0,1}, & s a°
(d) f:{-1,0,1} = {0,1}, z > a?

)

(3) (a) Définir la notion d’ensemble dénombrable. L’ensemble Z est-il dénombrable ?
Justifier votre réponse.

(b) Définir le produit cartésien A x B de deux ensembles A et B.

(c) Sachant que les ensembles A et B sont dénombrables et que le produit car-
tésien N x N est dénombrable, démontrer que le produit cartésien A x B est
aussi dénombrable.

(4) Démontrer que le produit matriciel est associatif.

2. EXERCICES

(1) Construire une table de Karnaugh valide pour la proposition ¢ dont la table de vé-
rité est détaillée ci-dessous et en déduire une forme normale disjonctive de longueur
minimale pour .



e == el el
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Solution : Une table de Karnaugh de ¢ est donnée par

v (p,q)

(0,00 (0,1) (1,1) (1,0)
0ol o 1 1 0
1 0 1 1

(7)

Sur la premiere ligne, on peut former un rectangle de 1 de taille 2 (notons que
le premier 1 de cette ligne ne peut faire partie d’aucun autre rectangle : il n’y a
donc pas de choix possible!), selon lequel la proposition ¢ est vraie lorsque g A —r
I’est.

Sur la seconde ligne, le premier 1 ne peut étre raccroché qu’a celui au bout
de cette méme ligne (14 encore, aucun autre choix possible!), ce qui donne un
rectangle de taille 2 selon lequel la proposition ¢ est vraie lorsque —q A r l'est.

A ce stade, un seul 1 n’a pas encore été pris en compte, mais nous pouvons
former un rectangle de taille deux avec ce dernier, et il y a deux choix possibles
(un seul suffit évidemment) puisque ce dernier 1 est voisin de deux autres :

e en le joignant a celui situé juste au-dessus, le rectangle obtenu mene a la pro-
position pAg, de sorte qu’'une forme normale disjonctive de longueur minimale
de la proposition ¢ est donnée par

(gA=T)V (=g AT)V(PAQ)

e en le joignant a celui situé a droite, le rectangle obtenu mene a la proposition
pAr, , de sorte quune forme normale disjonctive de longueur minimale de la
proposition ¢ est donnée par

(gNA=T)V (=g AT)V (pAT)

Notons que le caracteére minimal de cette FND est assuré par le fait que nous
avons considéré des rectangles de taille 2" la plus grande possible pour prendre
en compte tous les 1 de la table de Karnaugh. Si le dernier 1 avait été considéré
seul (rectangle de taille 1), la derniére proposition de la FND aurait contenu les 3
variables et aurait donc été plus longue !



(2) Pour tout n € Ny, on note

T,=Y (D)2 et S, = nin+1)
k=1

Montrer que pour tout n € Ny, on a T,, = (—1)"95,.

Solution :

— Casdebase:n=1

On a
1
=Y (- = (-1 1*= -1

k=1

et Lo
Sl - T =1
Ce qui donne bien 77 = (—1)18; = (—1)S; = —1. Le cas de base est donc
vérifié.
— Induction :

Supposons que T, = (—1)"S,, et montrons que T,,;; = (—1)"*1S,,;. On a

n+1

Ty = Z(—l)ka

_ Z ka )”+1(n + 1)

= (_ )"S, 4+ (=1)"* (n 4+ 1)*  Par hypothese de récurrence
= (M
(=1 -+ 1) ((n+1) - g)

n+1)(n+2)
2

— (_1)n+1 (

— (_1)n+1sn+1'

Grace a I'induction, comme la propriété est vraie pour n = 1, elle est vraie aussi
pour n = 2, et ainsi de suite. Donc la propriété est vraie pour tout n € Nj.

(3) (a) Les nombres 51 et 64 sont-ils inversibles dans Zg; 7 Justifier. Pour chacun, s’il
existe, donner son inverse.

(b) Résoudre le systeme suivant dans Zs :
v + 4y =
br — 2y =

Solution :



(a) Un nombre n est inversible dans Zg; s’il est premier avec 81.

On a pged(51,81) = 3, donc 51 n’est pas inversible dans Zg;. Le pged entre
ces deux nombres est obtenu a ’aide de 'algorithme d’Euclide :

81 =1-51+30
51=1-30+21
30=1-214+9
21=2-9+3
9=3-3+4+0

On peut aussi trouver le pged entre 64 et 81 par ’algorithme d’Euclide :

81=1-64+17
64=3-17+13
17=1-13+4
13=3-4+1
4=4-140

Ainsi pged(64,81) = 1, donc 64 et 81 sont premiers entre eux. Le nombre
64 est donc inversible dans Zg;. Pour trouver son inverse, il suffit d’utiliser
Euclide étendu :

1=13-3-4
=13-3-(17—1-13)
—4-13-3-17
=4-(64—3-17) —3-17
=4.64—15-17
—4-64—15-(81 —1-64)
=19-64—15-81

L’inverse de 64 dans Zsg; est alors Mod(19,81) = 19.

(b) Le seul coefficient de I’équation qui est inversible dans Zj, est 5 et son inverse
est 5. En effet, 5-5 =25 = 2-12 4+ 1. En multipliant la deuxieme équation



par 5, on obtient donc
3r+4y =9
r—10y =3
3(34+ 10y) +4y =9
PN y) + 4y
r =3+ 10y

9+ 10y =9
z =3+ 10y

=

10y =0
=
x =3+ 10y

Or, 10 n’est pas inversible dans Zs car pged(10,12) = 2. Ainsi, le systéme
devient

dqeZ:10y =12q
r =34 10y

B 7 =
N q € Z:5y = 6q
r =3+ 10y

—6 —0
@{y ou y
r=3

Les solutions du systeme sont donc S = {(3,0),(3,6)}.

(4) (a) Montrer que la matrice A est inversible et donner son inverse, ol

0
A=]-1
1

(b) Résoudre, en utilisant le point précédent, le systéme suivant :

2y + 4z =
—r + 3y + 2z =
r + y + 4z =

Solution :

(a) Comme la matrice A est une matrice 3 x 3, il est facile de calculer le déter-
minant de A par la méthode de Sarrus. On a

0 2 4
det(4) =|-1 3 2| =0+4—-4—-124+8=—4.
1 1 4



Comme le déterminant de A est non nul, la matrice est inversible. Son inverse
est donnée par

10 —4 -8 -5/2 1 2
A—1=T 6 —4 —4|=|-3/2 1 1
—4 2 2 1 —1/2 —1/2

(b) Comme, au vu du point (a), la matrice des coefficients du systeme est de
déterminant non nul, le systeme est de Cramer. La solution du systeme est
alors directement donnée par x = A~'b, c’est-a-dire,

—5/2 1 2 1 3/2
r=|-3/2 1 1 4| =15/2
1 —1/2 -1/2) \o ~1

La solution du systéme est donc S = {(3,3, -1)}.

(5) Discuter le rang et la compatibilité du systeme suivant, dont les inconnues sont
x,1y, 2z € R, en fonction du parametre réel a.. Dans les cas ou il n’est pas de Cramer,
donner son ensemble de solutions.

r+ay+(a—1)z2=0
r+ay+ala—1)z=0
(a—1z+ay+az=«

Solution : Ce systeme peut étre réécrit sous forme matricielle comme suit :

1 a a-—1 T 0
1 a ala—1) y |=10
a—1 «o a z o

Le déterminant de la matrice du systeme est donné par

1 a a-—1 1 1 a-1 0 1 a-1
I a ala=1)|=af 1 1 ala=1)|=a| 0 1 ala—1)
a—1 « o) a—1 1 o) a—2 1 o
1 -1
= ala—2) “ — ala—2)ala—1) - (a—1)]
1 ala—1)

=aa—2)(a—1)>
Ainsi, le systeme est de rang 3, et donc de Cramer, pour a € R\{0, 1,2}. On va
donc s’intéresser aux casou a =0, a =1 et a = 2.
e Cas ou a = 0 : Dans ce cas, le systeme devient
1 0 -1 x
1 0 0 y | =
-1 0 O



Le rang de la matrice vaut 2 puisque les deux premieres lignes sont linéaire-
ment indépendantes (non multiples; on peut aussi extraire de cette matrice
un mineur d’ordre 2 non nul) et que la troisieme est multiple de la deuxieme.
Et comme tous les termes indépendants sont nuls, le rang de la matrice aug-
mentée est le meéme, de sorte que le systeme est compatible. De plus, vu que

le systeme équivaut a
r—2=0
z=0

I’ensemble des solutions du systeme est

S = y | :yeR

e Cas ou o =1 : Dans ce cas, le systeme devient

110 z 0
110 y =10
011 P 1

Le rang de la matrice vaut 2 puisque les deux dernieres lignes sont linéairement
indépendantes (non multiples; on peut aussi extraire de cette matrice un
mineur d’ordre 2 non nul) et que la premiere est égale a la deuxieme. En
outre, le rang de la matrice augmentée

1 100
1 100
0111

vaut également 2 pour les mémes raisons !. Comme le systeme équivaut a

+y=20 = —
T4y ol Yy
y+z=1 z=1-—y

I’ensemble des solutions du systeme est

e Cas ou o = 2 : Dans ce cas, le systeme devient

1 21 T 0
1 2 2 y | =120
1 2 2 2

1. On peut aussi remarquer que tous les mineurs d’ordre 3 sont nuls, mais il faut alors les calculer
tous les trois!



Le rang de la matrice vaut 2 puisque les deux premieres lignes sont linéaire-
ment indépendantes (non multiples; on peut aussi extraire de cette matrice
un mineur d’ordre 2 non nul) et que la derniere est égale a la deuxieme. Par
contre, le rang de la matrice augmentée

1 210
1 2 20
1 2 2 2
vaut 3 car on peut en extraire un mineur d’ordre 3 non nul, comme par exemple
110
1 2 0]=2 ; =2+#0
1 2 2

Comme les rangs sont différents, le systeme est incompatible et son ensemble
de solutions est S = (.
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Consignes générales
— La durée de I'examen est de 2h30.
— Répondre uniquement sur les feuilles fournies.
— Les feuilles rendues doivent étre numérotées et comporter chacune vos nom et prénom.
— Répondre a la théorie en un seul tenant.
— Répondre a chaque exercice sur une feuille séparée.

— Calculatrices (ou équivalents) non autorisées.

1. THEORIE
(1) Sur quelles équivalences logiques se basent les techniques de démonstration par
contraposition et par disjonction des cas?
(2) Donner un code de Gray pour les entiers de 0 a 31.
(3) Soient A, B,C' des ensembles. Démontrer que AU (BNC)=(AUB)N(AUC).

(4) Qu’est-ce qu'un systéme de Cramer ? Démontrer qu'un tel systéme admet exacte-
ment une solution.

(5) Démontrer que toute matrice carrée inversible a un déterminant non nul.

2. EXERCICES

(1) Construire une table de Karnaugh pour la proposition ¢ dont la table de vérité
est détaillée ci-dessous et en déduire une forme normale conjonctive de longueur
minimale pour ¢.

a b c d|yp a b c d|yp
0 00O0]1 110 0|1
000 1|0 110 1|1
001 1|0 111 1|1
0 010]1 11101
01 10]0 1 0100
01 1 1|1 101 110
010 1|1 100 110
010 0]0 1 00 00

Solution : Une table de Karnaugh de la proposition —¢ est donnée par
I (Cv d)
(0,0) (0,1) (1,1) (1,0)
0 1 1 0

~— ~— ~— ~—

1 0 0 1
0 0 0 0
1 1 1 1



Sur la derniere ligne, on peut former un rectangle de 1 de taille 4, selon lequel
la proposition - est vraie lorsque a A —b 'est.

En tenant compte des deux éléments centraux sur les premiere et derniere lignes,
on peut encore former un rectangle de taille 4, selon lequel la proposition -y est
vraie lorsque —b A d l'est.

Enfin, les deux 1 qui n’ont pas encore été considérés forment quant a eux un
rectangle de taille 2 duquel on tire la véracité de - lorsque —a A b A —d est vraie.

Ayant ainsi considéré tous les 1 via les plus grands rectangles de taille 2" pos-
sibles, nous sommes assurés qu’une forme normale disjonctive de longueur minimale
de la proposition =g est

(@A =b)V (=bAd)V (—aAbA—d)

de sorte qu'une forme normale conjonctive de la proposition ¢ est donnée par

—(=¢)
—(a A =b) A=(=bAd) A\ —=(—aAbA—d)
(maVDO)ADV-d)A(aV-bVd).

¥

(2) (a) Démontrer que les nombres 6n + 1 et 18n? 4 6n + 1 sont premiers entre eux
pour tout entier n > 1.

(b) Résoudre le systeme suivant dans Zay.
162 — 12y =
3r. + dy =

Solution :

(a) Utilisons 'algorithme d’Euclide afin de déterminer le pged de ces deux nombres :
pour tout n > 1, il vient !

18 +6n+1=3n-(6n+1)+ Bn+1)
6n+1=1-3n+1)+3n
n+1=1-3n+1

3n=3n-14+0

de sorte que le pged des nombres 6n + 1 et 18n% + 6n + 1, qui correspond au
dernier reste non nul, vaut bien 1 quel que soit n > 1, ce qui par définition
signifie qu’ils sont premiers entre eux quel que soit n > 1.

(b) Puisque 5 est le seul coefficient du systeme qui soit premier avec 24, il est le
seul & étre inversible ? dans Zs,. Son inverse est 5 : en effet, 5-5 = 25 = 1-24+1.
La seconde équation équivaut donc successivement a

by=—-3x<5-5y=5-(=3)r & y=MOD(-15,24)x < y =9z

1. Rappelons que, lors d’une division euclidienne, le reste est strictement inférieur au diviseur, ce
qui est a chaque fois vérifié ici puisque 3n +1 < 6n+1, 3n < 3n+ 1 et 1 < 3n quel que soit n > 1.
2. Attention : puisque 4 n’est pas inversible dans Zy4, on ne peut pas diviser les 2 membres de la

premiere équation par 4!!



En injectant ce résultat dans la premiere équation, on obtient alors successi-
vement

16 — 1292 = 8 <= MOD(16 — 108,24)x = 8
< 4r =28
< dg€eZ : 4x =24q+8
< dqg€eZ : x=06q+2
Dans Zoy, les valeurs acceptables pour x sont donc 2 (¢ =0),8 (¢ =1), 14 (¢ =
2) et 20 (¢ = 3), qui menent respectivement a y = 18, y = MOD(72,24) = 0,

y = MOD(126,24) = 6 et y = MOD(180,24) = 12, si bien que I’ensemble des
solutions du systeme est

S ={(2,18), (8,0), (14,6), (20,12)}.

(3) (a) Soit la fonction

1 six <0

ffR=>R, 2~ _
1+z six>0.

(i) Déterminer les ensembles f(R), f~1({0}), F~1({1}), F*({—1}) et F71([1,2]).

(ii) La fonction f est-elle injective 7 Est-elle surjective 7 Justifier.

NB : Pour une fonction f: A — B et des ensembles A’ C A et B'C B, on a
f(A)Y={f(a):ae A} et [F1{(B)={a€ A: f(a) € B'}.

(b) Montrer que la fonction

g: R\ {3} =R\ {0}, 2>

20 — 1
est une bijection et déterminer sa réciproque.
Solution :
(a) (i) On a
e f(R) = [1,+00] car pour tout nombre négatif, son image par la

fonction f sera 1 et pour tout nombre positif ou nul, son image par
la fonction f sera comprise dans [1, +00].

e /71({0}) = 0 car il n’existe aucun z € R tel que f(x) = 0.

e f71({1}) =] — 00, 0] car pour tout nombre négatif, son image par la
fonction f sera 1 et f(0) = 1.

o [1({—1}) = 0 car il n’existe aucun x € R tel que f(z) = —1.

e [7([1,2]) =] — 00, 1] car pour tout nombre négatif, son image par
la fonction f sera 1 et pour tout réel compris dans [0, 1], son image
par la fonction f sera comprise dans [1,2].



(ii) La fonction f n’est pas injective car il existe deux réels qui ont la méme
image : f(—1) = f(-2) = 1.
La fonction f n’est pas surjective car il existe un réel y qui n’est I'image
d’aucun réel z : il n’existe aucun = € R tel que f(z) = —1. Une autre
justification est de dire que I’ensemble image de la fonction est [1,4+o00]
qui n’est pas égal a ’ensemble d’arrivée de la fonction f qui est R.

(b) Pour montrer que la fonction g est une bijection, il faut montrer qu’elle est
injective et surjective.
La fonction g est injective si pour « # 2’ appartenant a R\ {3} on a g(z) #
g(z"). Procédons par contraposée. Soient z, 2’ € R\ {3} tels que g(z) = g(a),
on a

9 9
20 —1 22/ —1
— r—-1=22"-1

g(x) = g() —

< 2z =27
— =1
Donc la fonction g est injective.

La fonction g est surjective si pour tout y € R\ {0}, il existe z € R\ {1} tel
que y = g(z). On a

=g(r) = y= )
y=4g 3/—236_1

— yr—-1)=9

= 2zy—y=9

_ 9ty
2y

— T

9
Il reste & prouver que x = % eR\{3}. Ona
Y

9 1
Ty _ - — 94+y=y <= 9=0
2y 2
. . . 9+y 1 . ..
ce qui est impossible donc z = o0 € R\ {5} et la fonction g est surjective.
y

La fonction g est donc bijective et sa réciproque est donnée par

gV R\ {0} 5 R\ {1} iz 9;;”.

(4) On considere la matrice

(a) Calculer B = A — .

(b) Calculer B2.



(¢) En déduire que A™ = nB + I, pour tout entier n > 0.

NB : Pour AcC™" etn€N, ona A" =A-A--- A En particulier, A° = 1I,.
—_——

n fois
Solution :
(a) On a
4 1
B=A-1,= 3 — 0 = 53 )
-3 =2 01 -3 -3
(b) On a

p_pop_ (3 3\ (3 3
-3 -3) \-3 -3

:< 3.3+3-(=3) 3.3+3-(=3) )
(=3) -3+ (=3)(=3) (=3):3+(=3)-(=3)

:<g g)_

(¢) Procédons par récurrence sur n pour montrer que A" = nB + I, pour tout
entier n > 0.
Casde base : Pour n =0, ona A" = A =, et nB+ 1, =0-B+ I, = L.
Donc le cas de base est vérifié.
Induction : Supposons que A” = nB+ I, et montrons que A" = (n+1)B+
I,. On a

A = A" A= nB+ L) - (B+ L) par HR et A= B+ I,
=nB-B+nB-L+1,-B+1, -1, car B?=0,et B-I, =B
=0+nB+B+1,
=n+1)B+ I,

Comme la propriété est vraie pour n = 0, par récurrence elle est aussi vraie
pour n = 1, ensuite pour n = 2, etc. La propriété A” = nB+ I, est donc vraie
pour tout n > 0.

Une autre maniere de procéder est d’utiliser le binome de Newton. Pour tout
n>0,o0n a

A" = (B + I)"
=y C, B, I
i=0 =0sii>2 _7,

=C'B° + C!B!
=1-Ihb+n-B
:[2+nB



(5) Discuter le rang et la compatibilité du systéme suivant, dont les inconnues sont
x,1y, 2z € R, en fonction du parametre réel m. Dans les cas ou il n’est pas de Cramer,
donner son ensemble de solutions.

r+my+2z=m
—2x+y+(m—2)z=1
mr+y+2z=2m—1

Solution : Ce systeme peut étre réécrit sous forme matricielle comme suit :

1 m 2 T m
-2 1 m-=2 y | = 1
m 1 2 z 2m — 1

Le déterminant de la matrice du systeme est donné par

1 m 2
—2 1 m—=2|=24+m*(m—2)—4—2m—m+2+4m
m 1 2

=m®—2m* +m
=m(m? —2m + 1)
=m(m —1)*

Ainsi, le systeme est de rang 3, et donc de Cramer, pour m € R\{0,1}. On va
donc s’intéresser aux cas ou m =0 et m = 1.

e Cas ou m = 0 : Dans ce cas, le systeme devient

1 0 2 x 0
-2 1 =2 y | =
0 1 2 z -1
Le rang de la matrice vaut 2 car on peut extraire un mineur d’ordre 2 non
nul :
1 0
=1#0
-2 1 7

Le rang de la matrice augmentée est 3 car

1 2 0
—2 —2 1]|=24040-0—-2—-4=—4+40
0 2 -1

Comme les rangs sont différents, le systeme est incompatible et son ensemble
de solutions est S = ().



e Cas ou m =1 : Dans ce cas, le systeme devient

1 1 2 @ 1
—2 1 -1 y | =11
1 1 2 z 1

Le rang de la matrice vaut 2 car on peut extraire un mineur d’ordre 2 non
nul :

1 1
o1 3#0
En outre, le rang de la matrice augmentée
11 2 1
-2 1 -1 1
11 2 1

vaut également 2 car les premieres et troisiemes lignes sont identiques et le
mineur d’ordre 2 choisi ci-dessus est toujours de déterminant non nul.

Comme le systeme équivaut a

{x—l—y+22:1 {m+y+22=1
=

—2r4+y—z=1 3r+32=0
+z=1
< yre
T =—z
=1—-=z
<~ Y
{ x=—z
I’ensemble des solutions du systeme est
—z
S = 1—2 z€R

z



Examen de Mathématiques pour I'informatique 1

17 aout 2021

Consignes générales
— La durée de I'examen est de 2h30.
— Répondre uniquement sur les feuilles fournies.
— Les feuilles rendues doivent étre numérotées et comporter chacune vos nom et prénom.
— Répondre a la théorie en un seul tenant.
— Répondre a chaque exercice sur une feuille séparée.

— Calculatrices (ou équivalents) non autorisées.

1. THEORIE

(1) Définir la notion d’ensemble dénombrable.

(2) Soient Ay, ..., Ay des ensembles (ou k > 1). Décrire les éléments du produit car-
tésien Ay x --- X Ayg,

(3) Soient A, B,C des ensembles. Démontrer que AN (BUC) =(ANB)U(ANC).

(4) Quand dit-on qu’une fonction f: A — B est surjective ? Démontrer que la com-
posée de deux surjections est une surjection.

(5) Enoncer le théoréme de décomposition en base entiere. Donner la représentation
de 231 en base 3. Démontrer que la représentation obtenue est la seule possible.

2. EXERCICES

(1) Un informaticien est amené & créer un programme dans lequel il doit implémenter
une boucle dont la condition de continuation ¢, qui dépend de trois variables a, b
et ¢, est donnée par la conjonction des 3 propositions suivantes :

P1=aVbV e, Yo =-(bVe)=a et Y3 =a =b.

Afin d’éviter les opérations inutiles de vérification de cette condition, il décide de
chercher une forme normale conjonctive de ¢ de longueur minimale. En donner
une. Justifier.

Solution : Tenant compte des tables de vérité des propositions données, on obtient
celle de ¢ = ¢y Ay A g :

&
<
[}
<
w

— == O O O O R
O O R, =) =)= O
S RH = O O = = OO
e e e =
e e e e e )
O O = == =
OO = === OIS




On constate alors directement que ¢ = b (puisque leurs tables de vérité sont
identiques), ce qui constitue une forne normale conjonctive de ¢ qui est clairement
de longueur minimale.

(2) (a) Démontrer que les nombres p = 12n — 3 et ¢ = 12n? + 3n — 2 sont premiers
entre eux pour tout entier n > 1 et donner l'inverse de p dans Z,.

(b) Résoudre le systeme suivant dans Z4.

6r — 2y = 4
3r + 8y = 0

Solution :

(a) Appliquons l'algorithme d’Euclide a p et g. Pour tout n > 1, on a 12n — 3 <
12n2 + 3n — 2 et on a successivement

12n% 4+ 3n — 2 = (12n — 3)n + 6n — 2, avec 6n — 2 < 12n — 3
12n —3 = (6n —2)2 + 1, avec 1 < 6n — 2
6n—2=1(6n—-2)+0
et comme le dernier reste non nul, a savoir 1, correspond au pged de p et ¢,
on conclut que ces nombres sont premiers entre eux quel que soit n > 1.
On en déduit directement que p est inversible dans Z, quel que soit n > 1.

Pour déterminer l'inverse de p dans Z,, appliquons alors ’algorithme d’Euclide
étendu : pour tout n > 1,

1=p—2(6n—-2)
=p—2(q —np)
=(2n+1)p—2q
de sorte que l'inverse de p dans Z, est 2n + 1.

(b) Parmi tous les coefficients du systéme, seul 3 est inversible! dans Z;4. Son
inverse est 5 : en effet, 5-3 =15 =1-14 + 1. La seconde équation équivaut
donc successivement a

3r=-8y<5-3xr=5-(—8)y < x=MOD(-40,14)y < = = 2y.

En injectant ce résultat dans la premiere équation, on obtient alors successi-
vement

6-2y —2y=4 <= 10y =4

dJgeZ : 10y =149+ 4
dgeZ : 5y="Tq+2

dq€Z : 3-5y=3-(Tq+2)
dgeZ : y=MOD(21,14)q+ 6
dqeZ : y="7q+6

11ee

1. Attention : puisque 2 n’est pas inversible dans Zj4, on ne peut pas diviser les 2 membres de la
premiere équation par 2!!



Dans Zi4, les valeurs acceptables pour y sont donc 6 (¢ = 0) et 13 (¢ = 1),
qui meénent respectivement a x = 12 et x = MOD(26, 14) = 12, si bien que
I’ensemble des solutions du systeme est

S ={(12,6), (12,13)}.

(3) Discuter la compatibilité du systeme suivant, dont les inconnues sont z,y,z € R,
en fonction du parametre réel m. Dans les cas ou il n’est pas de Cramer, donner
son ensemble de solutions.

20 +y+mz=m
2mr +my+z=m
Bm—-—1Dz+2m—-1y+2-—m)z=1

Solution : Ce systeme peut étre réécrit sous forme matricielle comme suit :

2 1 m T m
2m m 1 y | = m
3m—1 2m—-1 2—m z 1
Le déterminant de la matrice du systeme est donné par
2 1 m 2 1 m
2m m 1 =| 2m m 1 (L3 < L3z — Lo)
3m—1 2m—-1 2—m m—1 m—-1 1—m
- 7}1 ifff T (0”_01_02)
0 0 1-m A

=1-m)(m+1—-—m(m+1))
=(1—m)*(m+1).

Ainsi, le systeme est de rang 3, et donc de Cramer, pour m € R\{—1,1}. On va

donc s’intéresser aux cas ou m = —1 et m = 1.
e Cas ou m = —1 : Dans ce cas, le systeme devient
2 1 -1 x -1
-2 -1 1 y | =1 —1
-4 -3 3 z 1

On voit directement que les deux premieres équations sont incompatibles!
Notons que le rang de la matrice vaut 2 car on peut extraire un mineur
d’ordre 2 non nul :

2 -1
alors que celui de la matrice augmentée est 3 car
2 1 -1
-2 -1 —1|=—-4=#0
-4 -3 1

Comme les rangs sont différents, cela mene a la méme conclusion : le systeme
est incompatible et son ensemble de solutions est S = 0.



e Cas ou m =1 : Dans ce cas, le systeme devient

2 11 x 1
2 1 1 y | =11
2 1 1 z 1

Notons que le rang de la matrice vaut 1 car les 3 lignes sont identiques. En
outre, le rang de la matrice augmentée vaut également 1 pour la méme raison.
L’ensemble des solutions du systeme est donc dans ce cas-ci donné par

T
S = Y cx,y €R
1—-2z—y

(4) Démontrer que 9" — 3 est divisible par 6 pour tout n € Ny. Justifier.
Solution :
Procédons par récurrence sur n.
— Case de base : pour n = 1.
9 -3=9-3=6
est divisible par 6. Donc le cas de base est vérifié.

— Récurrence : Supposons que 9" — 3 est divisible par 6 avec n € Ny et montrons
que 9" — 3 est divisible par 6. On a

9"t —3=9.9"-3

=9-(9"-3)+3-9-3

=9-(9"-3)+24
Comme 9™ — 3 est divisible par 6 par hypothese de récurrence, 3k € N tel que
9" — 3 = 6k.
On obtient donc

9"t —3=9.6k+24=06- (9% +4)

et comme 9k + 4 € N, 9"! — 3 est divisible par 6.

Conclusion : On sait que la propriété est vraie pour n = 1 par le cas de base.
Comme elle est vraie pour n = 1, elle est aussi vraie pour n = 2 par récurrence.
Comme elle est vraie pour n = 2, elle est aussi vraie pour n = 3, etc. Elle est donc
vraie pour tout n € Nj.

(5) Soit la fonction

T T
fR=R [yl —Aly
z z

ou A est la matrice, qui dépend du parametre A € R, donnée par
A 20 =
-2 —4x 2
3 A 2



(a) Déterminer le rang de la matrice A en fonction de A € R.

(b) Pour quelle(s) valeur(s) de A la fonction f est-elle injective ? Justifier.

(¢) Montrer que si f est injective, alors f est surjective.
)

(d) Donner la fonction réciproque de f pour chacune des valeurs de A ou cela est
possible, en justifiant pourquoi cela est possible pour ces valeurs.

(e) Dans le cas ou A = 1, donner une condition sur a,b, ¢ € R pour que

x x a
Jly| eR®: Aly| =10
z z c

Solution :

(a) Comme la sous-matrice (de dimension 2) <_32 ;) est de déterminant non

nul :
-2 2

3 2
le rang de la matrice A vaut au moins 2 pour tout A € R. Regardons mainte-
nant pour quels A € R le range de la matrice A vaut 3. C’est le cas lorsque le
déterminant de A est non nul. On a

=—4—6=—100,

A 20 =)
det(A) = |—2 —4x 2
3 A 2
A2 =)
=A-2 —4 2
3 1 2
0 2 =X
5 1 2
B 2 -
—x5 (' 2
— 5A(4 — 4))
— 20A(1 — \).

Le déterminant de A est donc non nul pour A # 0 et pour A\ # 1.

Cela permet de conclure que la matrice A est de rang 3 pour A # 0 et pour
A # 1 et de rang 2 sinon.

T T
(b) Par définition, la fonction f est injective si pour |y | et | ¥ |,
z 2
x ! x x
Aly| =AY | implique que |y | = | ¢/
z Z' z 2!

Cette implication est vérifiée si et seulement si A est inversible. Ainsi, la
fonction f est injective si A # 0 et A # 1.



()

a x
Par définition, f est surjective si pour tout | b | € R3, il existe |y | € R?

z
x a
telque Ay ] = |0
z c
x a
Si f est injective, alors A est inversible. Ainsi le systeme A [y | = | b | est
z c

de Cramer et admet une seule solution, a savoir

a x
bl =A11y],
c z

donc f est surjective.

La fonction f admet une réciproque si elle est bijective. Grace aux points
précédents, nous savons que si A # 0 et A # 1, alors f est injective et surjective
aussi. Donc quand A # 0 et A # 1, f est bijective et sa fonction réciproque
est donnée par

T x
f_l:R3—>R3: Y — AL Y
z z

Dans le cas o A = 1, nous savons, grace au point (a), que rg(A)=2. Si le
systeme est de Cramer, alors celui-ci admettra une solution. Pour ce faire, il
faut que

1 2 -1 a
rg| -2 —4 2 b]| =2
3 1 2 ¢

Pour que le rang de la matrice augmentée soit égal a 2, il suffit que 2 lignes
soient multiples I'une de I'autre. Au vu des nombres présents dans la matrice,
les seules lignes qui peuvent étre multiples I'une de 'autre sont les 2 premieres
et elles le sont si et seulement si b = —2a.

Ainsi, si b = —2a, alors le systeme sera de Cramer et possedera toujours une
solution.
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1. THEORIE

Lorsqu’on souhaite démontrer une alternative ¢ V 1, quelle équivalence logique peut-on
utiliser pour se donner une hypothese supplémentaire ? Illustrer cette équivalence logique
avec un énoncé mathématique ou un énoncé en langue frangaise.

Solution :
Pour démontrer une alternative ¢ V ¢, on utilise I’équivalence logique § = (¢ V ¢) =
(0 A—¢) = 1. L’hypothese de départ est uniquement 6. Grace a cette équivalence, on
se donne —¢ comme hypothese supplémentaire.

Voici une illustration par un énoncé mathématique. Pour démontrer que si un entier
n est multiple de 4, alors n est multiple de 8 ou n + 4 est multiple de 8, on pourra, de
maniere équivalente, démontrer que si un entier n est multiple de 4 mais pas de 8, alors
n + 4 est multiple de 8.

Et voici une illustration par un énoncé en francais. La phrase ”S’il pleut, alors j’emporte
un imperméable ou un parapluie” est équivalente a ”S’il pleut et que je n’emporte pas
d’imperméable, alors j’emporte un parapluie”.

Soient A et B deux ensembles. Comment montre-t-on que A = B ? Illustrer votre réponse
en montrant que les ensembles E et F' suivants sont égaux :

E={(z,y) €R? : 4z —y =1} et F={(t+1,4t+3):t e R}.

Solution :
Une égalité d’ensemble se démontre par double inclusion : il faut montrer que A C B et
que B C A. Autrement dit, tout élément de A doit appartenir aussi & B, et inversement,
tout élément de B doit aussi appartenir a A.

Montrons ’égalité des ensembles E et F' donnés par double inclusion.

Soit d’abord un élément de E. Un tel élément est un couple de réels (z,y) vérifiant
I’égalité 4x —y = 1. Pour avoir x =t + 1, on choisit t = x — 1. Ainsi, ¢ est un réel tel que
r=t+lety=4r—1=4(t+1)—1=4t+ 3. Ainsi, on a (z,y) = (t + 1,4t + 3) pour
un réel ¢, ce qui montre que (z,y) appartient & F. Nous venons de montrer que E C F.

Montrons a présent 'autre inclusion. Considérons un élément de F'. Un tel élément est
un couple (t+1,4¢t+3) ou t est un certain réel. On a 4(t+1)— (4t4+3) = 4t+4—4t—-3 =1,
ce qui montre que le couple (¢ + 1,4t + 3) appartient a E. Ainsi, on a aussi F' C F.

Les affirmations suivantes ont-elles le méme sens ? Pourquoi ?
VeeR, dyeR, x+y=0 et dyeR, Ve eR, x4+y=0.

Solution :
Ces affirmations n’ont pas le méme sens. La premiere affirmation nous dit que tout réel
possede un opposé. Cette affirmation est vraie puisque si x est donné, il suffit de choisir
y = —zx. La deuxieme affirmation nous dit qu’il existe un réel y qui est 'opposé de tous
les réels z. Cette affirmation est fausse car chaque réel possede un unique opposé et
deux réels différents ont des opposés différents. Par exemple, 'opposé de 2 est —2 mais
3—-2#0.



2. EXERCICES

(1) Un candidat participant a un jeu télévisé doit ouvrir une porte afin de gagner les cadeaux
qui se trouvent derriere celle-ci. Pour ce faire, il doit placer trois interrupteurs A, B et
C' sur les bonnes positions (ceux-ci pouvant étre en position ON ou OFF). A ce stade,
le candidat a réussi a obtenir les trois indices suivants :

(a) les interrupteurs A ou B sont en position ON, mais pas les deux;
(b) lorsque A et C sont en position ON, B ne doit pas I'étre;
(c) si A est en position ON, alors B ou C également.
i) Etablir une forme normale disjonctive de longueur minimale résumant ces informa-
tions.

(ii) Le candidat obtient finalement un indice supplémentaire, & savoir les interrupteurs
A et C ne sont pas sur les mémes positions. Traduire cet indice a ’aide d’un seul
connecteur logique. Quelles sont les positions des interrupteurs déclenchant ’ouver-
ture de la porte?

Solution :
(i) Si on considere les variables propositionnelles «, 3, v représentant respectivement

”A est en position ON”, ”B est en position ON” et "C' est en position ON”, les trois
indices donnés sont respectivement logiquement équivalents a

(a) aVB = ¢ ou V désigne le "ou exclusif”
(b) (A7) =8 = ¢
(€ a=(BAY) = ¢3

et la totalité des informations a p1 A w2 A p3 = ¢.
Déterminons la table de vérité de ¢ :

a|Bly|e|anNy | Bl | BYY|p3| @
o[ofo[ 0] 0 1Ll1] 0o [1]o0
0[0[1]0] 0 1 (1] 1 |[1]0
of1{ol1| o |o |1 1 |1]1
1{oflo|1] o 11| 0 |00
1{1(ojlo]| o |o]1] 1 |[1]0
1jof1]|1] 1 11| 1 |[1]1
of1|{1/1| o |o |1 1 |1]1
1{1f1]0] 1 0|0 1 |1]0

Utilisons alors une table de Karnaugh de ¢ pour déterminer une forme normale
disjonctive de ¢ :

(a, )
(0,0) (0,1) (1
0 1 0 0
0 1 0 1
Cette table ne contient aucun rectange de taille 8, ni de taille 4. Elle en contient
par contre un de taille 2, a savoir

= Og&

_'¢ (aaﬁ)
(v) [ (0,0) (0,1) (1,1) (1,0)
0 0 1 0 0

1 0 1 0 1



qui correspond a la proposition maAfS. Le dernier 1 ne peut quant a lui étre considéré
que dans un rectangle de taille 1, menant a la proposition a A =8 A 7.
Une forme normale disjonctive de longueur minimale de ¢ est donc donnée par

[(—aAB)V(an=BAT)]

Le fait que les interrupteurs A et C ne soient pas sur les mémes positions peut se
traduire par

Ase -C ou encore AVC

Tenant compte de cet indice supplémentaire, il suffit de regarder dans la table de
vérité ci-dessus pour constater que la seule des 3 lignes vérifiant les informations
correpondant & ¢ (c-a-d. celles ou la valeur de ¢ vaut 1), et présentant des valeurs
distinctes pour « et 7y, meéne a —a A S A~y : il faut donc que l'interrupteur A soit en
position OFF, et B et C en position ON, pour que la porte s’ouvre.

(2) Démontrer que pour tout entier n > 1, on a

n

1 1
PR
izlz(z—l—l) n+1

Solution :
Procédons par récurrence sur n € Np.
Cas de base (n =1)

La formule considérée est vérifiée pour n=1 puisque

et

1 1 1

i(i+1) 1(1+1) 2

1

=1

Cas de récurrence

Supposons que la formule considérée est vraie pour n € N fixé, c’est-a-dire que

n

1 1
Sl L
izlz(z—i—l) n+1

et montrons qu’elle est encore vraie pour le naturel consécutif n + 1, c’est-a-dire que




Il vient directement

n+1

n

Z; = Z ! + ! (on sort le terme pour i =n + 1)
Zili+1) 2+ () +2) pour e =
1 1
= 1- + hyp. de récurrence
il i Dmry )
T FY
(n+1)(n+2)
— 14 -n—1
- (n+1)(n+2)
_ n+1
N (n+1)(n+2)
B 1
- n+2
Conclusion

Tenant compte des cas de base et de récurrence, la formule considérée est donc vraie
pour tout n € Ny.

(3) On considere les ensembles E = {{0}, {a}, {b},{a,b}} et S ={0,a,b} ou a,b € Zy.

(a) Donner le produit cartésien de E et S.

(b) Soit R la relation de E dans S telle que e R s si s est la somme des éléments de e.

(i)

(ii)
(iii)

(iv)

Solution :

(a) On a

Si a et b ne sont ni égaux ni opposés, cette relation est-elle une fonction ? une
fonction injective 7 une fonction surjective 7

Qu’en est-il si a et b sont opposés 7

Si a = b, que deviennent les ensembles F et S 7 La relation R est-elle dans ce
cas une fonction ? une fonction injective 7 une fonction surjective ?

Dans chacun des cas précédents, si R est une fonction bijective, en donner la
fonction réciproque.

E x 8 ={({0},0), ({0}, a), ({0},0), ({a},0), ({a}, a), ({a}, b),

(b) ()

({6},0), ({b}, ), ({0}, b), ({a, 0}, 0), ({a, b}, a), ({a, b}, b) }.
Si a et b ne sont ni égaux ni opposés, on a

R ={({0},0), ({a}, a), ({b},0)}.

Ainsi, R n’est pas une fonction car I’élément {a, b} de E n’est en relation avec
aucun élément de S.

Si a et b sont opposés, on a a + b = 0. Ainsi on obtient

R ={({0},0), ({a},a), ({b},b), ({a, b}, 0)}.

La relation R est donc une fonction. La fonction R n’est pas injective car 0 € S
est 'image des deux éléments {0} et {a, b} de E. En revanche, la fonction R est
surjective dans S car chaque élément de S est 'image d’au moins un élément
de FE.



(iii) Sia=0b,on a E = {{0},{a}} et S ={0,a} et donc
R ={({0},0), ({a},a)}-

Ainsi, R est une fonction, plus particulierement une fonction injective et sur-
b b
jective dans S5, c’est-a-dire une fonction bijective.

(iv) Par les points précédents, trouvons la fonction réciproque de R lorsque a = b.
La bijection réciproque de R est

RYMS—E, zw {z}.
Cest-a-dire, on a R~1(0) = {0} et R"'(a) = {a} .

(4) Permuter les sommes suivantes :
Solution :

Les indices (i, j) € N? intervenant dans la somme sont représentés ci-dessous.

20 -

[
T

1 I I 1 1
2 4 B 8 10

On remarque donc que j € {1,19}. De plus, on a
(1<j<19

. 1<
1< <10 ]
] ) e <i<10
1<7<20—1 ) ]
1<)
1<20—7

1<j<19
S 1<
i < min(10, 5,20 — j)
Ainsi, on obtient

10 20—i 19 min(10,5,20—j) 19 min(j,20—7)

SN (i +5) Z Z (i+5)° Z Z (i + )

i=1 j=i



ou la derniere égalité est obtenue car si j appartient a I’ensemble {1, 10}, on a min(10, j, 20—
Jj) =7, et si j appartient a I’ensemble {11,19}, on a min(10, 7,20 — j) = 20 — j. Ainsi, la
somme peut étre réécrite par

10 J 19 20—j

SN+ DD G+4)>

j=1i=1 j=11 i=1



NOM : Prénom :
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Consignes :
Répondre uniquement sur les feuilles fournies.
Les feuilles rendues doivent étre numérotées et comporter chacune vos NOM et Prénom.

Rendre au moins une feuille par exercice résolu.

Calculatrices (ou équivalents) non autorisées.
Durée de I'examen : 3h30.
Si vous ne répondez pas a certaines questions, indiquez-le par une croix dans le tableau ci-dessous.

Théorie | Ex. (1) | Ex. (2) | Ex. (3) | Ex. (4) | Ex. (5)

1. THEORIE

(1) Sur quelle équivalence logique se base la technique de démonstration par la production d’un
contre-exemple ? Illustrer votre réponse avec un énoncé mathématique.

(2) Décrire les éléments du produit cartésien de deux ensembles quelconques F et F'. Dans le cas
ou £ = {0,2,4} et F' = {pomme, poire}, donner explicitement tous les éléments de E x F,
EUF et E\F.

(3) Définir les notions de fonction injective et de fonction composée. On donne la fonction f par
le diagramme ci-dessous. Est-il possible de définir une fonction g telle que f o g soit injectif ?
Justifier. Si oui, en dessiner une.

g f

fog

(4) Soient trois matrices carrées A, B,C de méme taille. Est-il toujours vrai que (AB)C =
A(BC)? Et a-t-on toujours AB = BA7? Si oui, donner une démonstration de cette propriété.
Si non, donner un contre-exemple.

(5) Parmi les systemes linéaires suivants, lesquels sont de Cramer ? Pourquoi ?

+ =1
{x+2y—1 {aH— y—2z=1 Ty

20+ 2y+2=2
2+ y=4 20 +3y+ z=4 Y
T+ y+z=3

De fagon générale, combien de solutions admet un systeme de Cramer ? Donner une démons-

tration de votre affirmation.

(6) Dans le cours, nous avons vu deux fagons de calculer 'inverse d’une matrice carrée (lorsque
celui-ci existe). Décrire ces deux méthodes. L’une d’elles est-elle plus avantageuse ? Si oui, a
quel sens et pourquoi ?



1) (a)

2. EXERCICES

Construire une table de Karnaugh pour la proposition ¢ dont la table de vérité est
détaillée ci-dessous et en déduire une forme normale conjonctive de longueur minimale

pour ¢.

a b c d|oyp a b c d|oyp
00 0O0fO0 110 0|1
0 00 11 1 1.0 1|0
0 01 1)1 1 11 10
00100 111 01
01 1 01 101 0]0
01 1 110 101 1|1
01 010 100 1)1
01 0 01 100 0]0

Solution : Afin de déterminer une FNC de ¢, déterminons une FND pour —¢. Une table
de Karnaugh de la proposition =@ est donnée par

-~ | | (c,d)
(0,0) (0,1) (L1) (L0)
0,00 1 0 0 1
(a.b) (0,1) 0 1 1 0
(L) | 0 1 1 0
(1,00 1 0 0 1

Il est impossible de former un rectangle de 1 de taille 23 = 8. Il est par contre possible
d’en former deux de taille 22 = 4 : d’une part, avec les quatre 1 situés au centre de la
table, d’autre part, avec les quatre 1 situés “aux coins” de la table (dont le bord gauche
peut étre recollé au bord droit, et le bord haut au bord bas). Ces deux rectangles menent
respectivement aux formules b A d et —b A —d, de sorte que

= (bAd)V (=bA—d)

et
p=-(=p)=-(bAd)AN=(=bA—d) = (=bV —d) A (bVd).

Ecrire & Daide de quantificateurs la proposition suivante : “Quels que soient les nombres
réels positifs x et y, il existe un multiple entier de x qui est strictement supérieur a y”.

Solution :
Ve,y >0, I3k €Z : kx > y.

L’équivalence suivante est-elle vraie ou fausse 7 Justifier.

{2h c {0y {11.{2)} = De{{0}}

Solution : Une équivalence est vraie lorsque les deux membres de celle-ci ont les mémes
valeurs de vérité. Des lors, comme les deux membres sont faux, ’équivalence donnée est
vraie! En effet, {2} est un élément de l'ensemble {{0},{1},{2}} et n’en est donc pas
une partie. Au contraire, () est une partie de 'ensemble {{()}} (puisque () est une partie
de tout ensemble), mais ce n’est pas un élément de cet ensemble puisque ce dernier ne
contient que I’élément {0}.



(2) (a)

3) (a)

Ecrire le nombre 176 en base 3.

Solution : La plus grande puissance de 3 contenue dans le nombre 176 étant 3* = 81, il
vient successivement

176 =2 x 3* + 14
14=0x3%+14

14=1x3%2+5
5=1x3+2
2=2x3°

de sorte que I’écriture de 176 en base 3 est donnée par 20112.

On considere le nombre dont ’écriture en base 8 est 540123. Quelle est son écriture en
base 27

Solution : Puisque 8 = 23, on peut directement obtenir I’écriture du nombre consi-
déré en base 2 en écrivant chaque chiffre de son écriture en base 8 en base 2, soit
101/100]000]001|010|011.

Si possible, calculer les inverses de 40 et 41 modulo 150.

Solution : Puisque PGCD(40, 150) = 10 # 1, c’est-a-dire 40 et 150 ne sont pas premiers
entre eux, 40 n’est pas inversible dans Z159. Par contre, 41 est bien inversible puisqu’il
est premier avec 150 :

150 = 3 x 41 + 27 et 1=14—13=14— (27 — 14)
41=1x27+14 =2x14-27=2x (41 —27) — 27
27 =1x 14+ 13 =2 x41 — 3 x 27

14=1x13+1 =2 x 41 — 3 x (150 — 3 x 41)
13=13x 1 =11 x 41 — 3 x 150

de sorte que 11 x 41 = 1+ 3 x 150, et donc MOD(11 x 41, 150) = 1, ce qui entraine que
I'inverse de 41 dans Zi5p est 11.

Résoudre les équations suivantes d’inconnue x dans Zisg :

(i) 40z +10 =0 (i) 41z + 10 = 0

Solution :
(i) II vient successivement

40x+10=0 < 40150 z = MOD(-10,150) = 140
< dkeZ : 40z = 140 + 150k
& dkeZ : 4x =14+ 15k
<  MOD(4z,15) =14
& 4y =14

De la, 4 étant inversible dans Zi5 puisque 4 est premier avec 15, on peut chercher son
inverse : on constate rapidement que 4 x 4 = 16 = 1 4+ 15, ce qui assure que 4 est son



propre inverse. On peut donc poursuivre I’équivalence précédente comme suit
40r+10=0 & 4954 52=4-1514
< = =MOD(4 x 14,15) = MOD(11, 15)
& dkeZ o x=11+ 15k
Par conséquent, I’ensemble des solutions de I’équation donnée dans Zi5 est
S ={11,26,41,56,71,86,101,116,131, 146}.
(ii) Puisque l'inverse de 41 dans Zjs0 est 11, on a directement successivement
412 4+10=0 41 150 = = MOD(-10, 150)
11 150 41 150 © = 11 -150 (—10)
x = MOD(11 x (—10),150) = MOD(-110, 150)
& =40

Tt ¢ 0

de sorte que 'unique solution de cette équation dans Zis5g est 40.

1 1 1 1
(4) Pour tout n > 1, calculer M™ avec M = 1 1 } i
1 1 11

Solution : Regardons 'expression de M™ pour les premiéres valeurs de n.

1111\ /1111 4 4 4 4
11111111 4 4 4 4
9. Af2 _ _ _
Pourn=2:M"=1, 1 1 1|1 11 1|74 4 4 a|= ()
1111/ \11 11 4 4 4 4

Pour n = 3: M3 = MM? = M(4M) = 4M? = 4(4M) = 4> M,

M (
Pour n =4 : M* = MM3 = M(4°M) = 42 M? = 4>(4M) = 43 M,

et on peut noter que M = 4°M pour n = 1, si bien que 'on peut supposer que
M™ =4""1M vn>1.
Démontrons-le par récurrence.
Cas de base (n = 1) : M!' = 4°M = M vu ce qui précede.

Cas de récurrence : Supposons la formule vraie pour n > 1 fixé, et montrons qu’elle l'est
encore pour n + 1. Il vient

M™ = MM"™ =M (4""'M)  (vu I'hyp. de réc.)
=42 =4 M (va(x))
=4"M
comme attendu.
En conclusion, M"™ = 4" 1M Vn > 1.

(5) Pour chaque t € C, considérons la matrice A= | 1 -2 0



(a) Discuter le rang de la matrice A en fonction du parametre complexe ¢.

Solution :

Notons tout d’abord que 'on peut extraire de A un mineur d’ordre 2 non nul, par
exemple

-1 0
s

de sorte que rg(A) > 2. De plus, il vient

A=

10 t+1 1 0 t+1
det(A)=| 1 -2 0 = 0 -2 t+1 ( £2 : EQ -_F §1 >
11t 0o 1 -1 3¢ Ly~ Ly
— 1. (=) -2 t+1 lere loi des mineurs
o 1 -1 a la lére colonne

=—2-(t+1)=t—-1
et done, rg(A) =3 <t —1#0.

Appliquons l'algorithme de Gauss aux lignes de la matrice A. Il vient successivement

-1 0 t+1
Lo+ Lo+ 14 0 9 ta1
L3(—L3—L1 0 1 ]
-1 0 t+1
Lo+ Lo+ 213 0 1 j_l
Ly & Lo 0 0 t—1

et on constate a ce stade que
e sit# 1, alors le rang de A vaut 3 puisque! det(A4) =t — 1 # 0.

e sit =1, alors une ligne de 0 apparait, mais les deux précédentes sont linéairement
indépendantes puisqu’elles ne sont pas multiples I'une de l'autre (vu la position
des ”0”; on peut aussi extraire un mineur d’ordre 2 non nul comme ci-dessus) et
le rang de A vaut, dans ce cas, 2.

‘ En conclusion,

s ={ 17

(b) Résoudre le systeme suivant dans les cas ou il n’est pas de Cramer :

Solution : Le systeme est de Cramer ssi det(A) # 0, soit ssi t — 1 # 0 vu ce qui précede.
Par conséquent, le systéme n’est pas de Cramer uniquement lorsque ¢t = 1, auquel cas

1. En effet, les opérations effectuées sur les lignes de A ne changent pas la valeur du déterminant, qui vaut pour
la derniére matrice le produit des éléments diagonaux, & savoir —(t — 1), et nous avons effectué 1 permutation de
lignes, ce qui change le signe du déterminant.



le systeme se réécrit

-1 0 2 x -1
1 -2 0 yl=1-1
-1 1 1 z 0
e
Appliquons l'algorithme de Gauss aux lignes de la matrice augmentée (A|B). il vient
successivement
1 -2 0|-1
{ Ly < I -1 0 2|-1
-1 1 1|0
Lo+ Lo+ 1,4 1 -20)-1
{ Ly« Ls+ 14 0 -2 27-2
0 -1 1|-1
L3+ L3 — lLQ 1 -2 0 -1
{ Ly« —ng 0 1 —-1]1
0 0 00
1 0 —2|1
{ L1+ L1 +2Ly 01 —1]1
00 010

On remarque que rg(A) = rg(A|B) = 2, ce qui entraine que le systéme est compatible.
Ce dernier équivaut simplement a

v—2z=1 ou encore a r=241
y—z=1 " y=z+1
de sorte que ’ensemble des solutions du systeme est donné par
1422
S = 142z | : zeC
z

(c) Déterminer une valeur du parametre complexe ¢ telle que det(A) = 10. Dans ce cas,
déterminer det(B) en sachant que B € C3*3 et det(A~!B?) = 5.

Solution : Vu ce qui précede, on sait que det(A) =t — 1, de sorte que
det(A) =10 & t-1=10 & t=11,

auquel cas
det(A7'B?) =5 < det(A™!) - det(B) - det(B) = 5 (A1 et B étant carrées)
(det(B))” . 1
RSl SV det(A =
< det(A) puisque de ) det(A)
& (det(B))? =50 (puisque det(A) = 10)

& det(B) = £v/50 = £5V/2.
Les valeurs de ¢ cherchées sont donc —5v/2 et 51/2.

Bonus : Donner un exemple d’une telle matrice B.

5V2

Solution : Une telle matrice est par exemple donnée par 0
0

S = O
_— o O
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Examen de Mathématiques pour 'informatique 1 - Correctif

13 juin 2022

Consignes :

(1)

Répondre uniquement sur les feuilles fournies.

Les feuilles rendues doivent étre numérotées et comporter chacune vos NoM et Prénom.
Rendre au moins une feuille par exercice résolu.

Calculatrices (ou équivalents) non autorisées.

Durée de I'examen : 3h30.

Cochez le résultat WIMS que vous avez choisi de conserver :

WIMS Q1 | WIMS Q2

Si vous ne répondez pas a certaines questions, indiquez-le par une croix dans le tableau ci-dessous.

Théorie | Ex. (1) | Ex. (2) | Ex. (3) | Ex. (4)

1. THEORIE

Sur quelle équivalence logique se base la technique de démonstration par ’absurde 7 Illustrer
votre réponse en démontrant que I’équation 92° — 122 + 62 — 5 = 0 n’admet pas de solution
entiere.

Solution : La technique de démonstration par I’absurde se base sur 1’équivalence logique
v = 9 = (¢ A ). Illustrons maintenant cette technique sur l’exemple proposé.
Procédons par I’absurde en supposant que I'équation 92° — 122* + 62 — 5 = 0 admette une
solution entiere. Dans ce cas, on pourrait trouver un entier a tel que 3(3a® — 4a* 4 2a) = 5.
Puisque 3a® — 4a* 4 2a est aussi entier, on obtient que 5 devrait étre divisible par 3, ce qui
n’est pas le cas. Nous en concluons que ’équation 92° — 122* 4+ 62 — 5 = 0 n’admette aucune
solution entiere.

Ecrire les ensembles suivants sous forme de produit cartésien :
E = {(h7 d)? (h,j), (h7 b)? (h7 C)}
et
F={(5,9),(0,9),(8,9),(5,4),(0,4),(8,4),(5,3),(0,3), (8,3)}.
Solution : On a
E ={h} x{d,j,b,c}

et
F ={5,0,8} x {9,4, 3}.

Définir la notion de fonction surjective et de composée de deux fonctions. Démontrer que la
composée de deux fonctions surjectives est une fonction surjective.

Solution : Je vous renvoie vers les notes de cours pour cet item.



(4) Décrire I'algorithme d’Euclide. En particulier, que prend-il en entrée et quelle est sa sortie 7
Démontrer que celui-ci est correct et se termine toujours. Illustrer votre démonstration sur
les entrées 1078 et 322.

Solution :

Il est attendu que vous donniez le pseudo-code de I'algorithme d’Euclide. Ensuite, il s’agit
du théoreme 1.62 des notes de cours. Illustrons la démonstration sur les entrées données. On
a que 1078 > 322. L’agorithme d’Euclide passe quatre fois dans la boucle "while”. 1l calcule
successivement les divisions euclidiennes suivantes :

1078 =3-322 + 112
322=2-112+98
112=1-98+ 14
98 ="7-14+0.
L’algorithme d’Euclide sort le dernier reste non nul, a savoir 14. Pour vérifier que 14 est bien
le pged de 1078 et 322, nous devons, comme dans la démonstration, vérifier que 14 est un
diviseur commun et que tout autre diviseur de 1078 et 322 divise également 14. Pour montrer
que 14 est un diviseur commun, nous remontons les égalités. On obtient sucessivement :
98 ="7-14
112=1-98414=7-144+14=8-14
322=2-112498=2-8-14+7-14=23-14
1078 =3-3224112=3-23-14+8-14 =77 - 14.
Montrons maintenant que tout autre diviseur d de 1078 et 322 divise également 14 en
descendant les égalités. Soit d un tel diviseur.
Puisque d divise 1078 et 322 et que 1078 — 3 - 322 = 112, on obtient que d divise 112.
Puisque d divise 322 et 112 et que 322 — 2 - 112 = 98, on obtient que d divise 98.
Puisque d divise 322 et 112 et que 112 — 1-98 = 14, on obtient que d divise 14.

(5) Vrai ou faux ? Justifier.
(a) Un systeme linéaire homogene de 8 équations a coefficients réels, & 7 inconnues et de
rang 4 est toujours compatible.

(b) Soit une matrice A € R**3. Pour tout B € R**!, le systéme linéaire AX = B d’inconnue
X € R? admet une solution.

(c) Un systéme linéaire non homogene de 8 équations a coefficients réels, & 3 inconnues et
de rang 3 est toujours compatible.

(d) 11 existe des systémes linéaires & 3 équations, 6 inconnues qui sont de rang 2.

Solution :
(a) Vrai. Un systéeme homogene est toujours compatible.
(b) Faux. Par exemple, le systeme

100 . 0
010 10
1oo]lY)] 7|1
010/ \* 0
n’admet pas de solution puisque
1 00
. 010 . 1 00 _y
811 0 0] "™\o 10/~
010



alors que

1 000 100 0
0100
rg =rg|0 1 0 0| =3
1 001 100 1
0100
(c) Faux. Par exemple, le systéme

1 00 0
010 0
0 01 0
ooof| (") |1
oo0oflY] o
000\ 0
0 00 0
0 00 0

est de rang 3 et est incompatible la quatrieme ligne du sytéeme correspond & 1’équation
0-z4+0-y+0-2=1.

(d) Vrai. Par exemple, le sytéme

a
10000 0\|" 1
0100002:1
110000/ ¢ 9
f

a 3 équations, 6 inconnues et est de rang 2.

2. EXERCICES

(1) Un informaticien étudie 'effet d’'un programme sur l'incrémentation (augmentation d’une
unité) des variables entieres A, B, C et D préalablement allouées et initialisées & un entier.
Il établit rapidement le constat suivant :

e Si les variables A ou B sont incrémentées, alors D ne I’est pas.
e Si C est incrémentée, alors B ne 'est pas; et si A l'est, alors C ne l’est pas.

e Si D est incrémentée, alors C I’est aussi.

(a) Etablir une proposition logique ¢ traduisant la conjonction de ces 3 constatations.

(b) Dans le cas ou il est certain que la variable C est incrémentée, déterminer un résumé
de ¢ sous la forme d’une FNC ou d’une FND.

(c) Apres s’étre simplement assuré que la variable C est bien incrémentée au sortir du
programme (pour étre dans le cas précédent), 'informaticien peut-il tirer des conclusions
sur l'incrémentation des trois autres variables ? Justifier.

Solution :

(a) En désignant par a (resp. b, ¢, d) les propositions "La variable A (resp. B, C, D) est
incrémentée”, une traduction de la conjonction des 3 constatations données est par
exemple

= ((aVb)=-d)A(c= —b)A(a= —c)A(d=c).



(b) Si la variable C est assurément incrémentée, c’est-a-dire si ¢ est une tautologie, alors la
table de vérité de ¢ est la suivante :

e e e kS
— =m0 OO O
OO REFEREFEF OO
O == OO = Ol
[=NeleNoNeNe il S kS

de sorte que la table de Karnaugh correspondante est donnée par

e || (b,d)

(0,0) (0,1) (1,1) (1,0)
(1,00 1 1 0 0
(1L,L1)| 0 0 0 0

(¢,a)

Un unique rectangle de 1 (de taille 2) peut alors étre formé, menant a

p=cA-aA b, ou encore ! p=-aA-b

puisque, dans ce cas-ci, ¢ est une tautologie.
(c) Sila variable C est incrémentée (c-a-d. ¢ est une tautologie), le point précédent, qui tra-

duit le constat de départ dans ce cas, conduit au fait que les variables A et B ne sont pas

incrémentées. Il n’y a par contre aucune certitude en ce qui concerne 'incrémentation
de la variable D.

(2) (a) Soit un entier n > 1. Permuter les sommes suivantes :

Solution : Les indices (i,7) € N? intervenant dans la somme sont représentés ci-dessous.

1. Notons qu’il s’agit a la fois d’'une FND et d’une FNC.



2n — 2
2n — 3
2n — 4

n+1

n—1

n+1

On remarque donc que ¢ € {0,...,2n — 2}. De plus, on a

(0<i<2n-2
2<j<n+l 2<y
i<2n—j(<2n-2) S <ji<n+1
i>j—2(>0) j<2n—i
J<i+2

pgigzn—z
<2<
j<min(n+1,2n —i,i + 2)

Ainsi, on obtient

n+1l 2n—j 2n—2 min(n+1,2n—1,i+2) 2n—2 min(2n—i,i+2)

2@+ =3 Y @M= X @+
j=2i=j—2 i=0 j=2 i=0 j=2

ou la derniere égalité est obtenue car si ¢ appartient & ’ensemble {0,...,n — 1}, on a

min(n + 1,2n — i,i + 2) = i + 2, et si ¢ appartient & ensemble {n,...,2n — 2}, on a
min(n + 1,2n — 4,7+ 2) = 2n — 4. Ainsi, la somme peut étre réécrite par

n—1 142 2n—22n—i
DY@+ + DD @+ 5.
=0 j=2 i=n j=2

(b) Soit la matrice

Démontrer que pour tout entier n > 1, on a
2n71 0 2n71
D" = 0 1 0



~—

Solution : Démontrons-le par récurrence.
Cas de base (n =1) :

1 0 1 20 o9 20
1 0 1 20 o9 20

ce qui montre que 'égalité considérée est vraie pour n = 1.

Cas de récurrence : Supposons 1’égalité vraie pour n > 1 fixé 2, et montrons qu’elle I'est
encore pour n + 1. Il vient

1 01 on—1 g on-l
D"l =pD"=(0 1 0 0 1 0 (vu Phyp. de réc.)
1 01 on—1 g on-l
2n71+2n71 0 2n71+2n71
— 0 1 0
2n—1+2n—1 O 2n—1+2n—1
2 0 27
=10 1 0
2n 0 27

comme attendu, puisque on—1 4 gn=1 _ 9. gn=1_ on

En conclusion, ’égalité considérée est vraie Vn > 1.

On considere le nombre dont ’écriture en base 2 est 10110010111011. Quelle est son
écriture en base 8 7

Solution : Puisque 8 = 23, on peut directement obtenir I’écriture du nombre considéré
en base 8 en coupant en blocs de 3 chiffres, en commencant par la droite, son écriture
en base 2, soit 10/110/010]111]011, et en remplacant chaque bloc par le nombre qu’il
représente, soit 2|6]2|7|3.

Résoudre le systéeme suivant dans Zss.

T 4+ 5y = 0
—2lz + 4y = -7

Solution : Parmi les coefficients du systéme, 4 est le seul qui est inversible, puisqu’il est
premier avec 35. Comme 9 -6 = 36 = 35 + 1, son inverse dans Zs; est 9 et la seconde
équation du systeme équivaut successivement a

2l 4+4y=—-7 & 4d.35y=21lzx—7

935435y =935 2l —7)

y = MOD(9 - 21,35)z + MOD(9 - (—7), 35)
y=14x+7

t o

2. Et pour tout ng € {1,...,n} si cela s’avére nécessaire...



En substituant y dans la premiere équation, on a alors successivement
Tx+5y=0 < Tasz+53(14dx+7)=0

MOD(77,35)z + MOD(35,35) =0

7T350=0

dkeZ : Tx =35k

dkeZ : x=>5k

re e

Ainsi, on a finalement
y=Tx+14=14 355k +7=7
et I’ensemble des solutions dans Zss est donc donné par
S={(k,7):k=0,...,6} ={(0,7),(5,7),(10,7),(15,7),(20,7),(25,7),(30,7)}.

(4) On considere le systeme S, g suivant, dont les inconnues sont z,y,z € R, en fonction des
parametres réels a et 5.
2Bz + (1 - 28)y + (1 — 28)z = 457
ar+2—-a)y+az=1-23 (Sa,)
2Bz + (1+28)y + (1 +28)z =28 — 452
(a) Pour quelle(s) valeur(s) de « et 5 le systeme S, g est-il de Cramer ? Dans ce cas, est-il
compatible 7 Justifier.
1l est inutile de déterminer explicitement les solutions.
(b) Dans le(s) cas ot @ = 1 et ou Sy 3 n’est pas de Cramer, discuter la compatibilité du
systeme en fonction de 5.
(c) Déterminer I’ensemble des solutions de S} g dans les cas o f =0 et ou § = 2.

Solution :
(a) Matriciellement, le systeme S, g se réécrit AX = B avec
28 1-28 1-28 x 432
A= a 2-« @ , X=1y]l, et B=| 1-24
28 1+2B8 1428 2 2 — 432
On a
2 0 1-28
detA=| o 2-2« « (C’Q%C’Q—Cg)
20 0 1+283
28 1-2p3 lere loi des mineurs
o (11242
=(2-20)(-1) 28 1+28 ( a la 2-éme colonne >

= (1—a)l6p?
de sorte que le systéme S, g est de Cramer lorsque o # 1 et 8 # 0. Un systeme de
Cramer étant toujours compatible, le systeme S, g le sera donc dans ce cas : il admettra
une unique solution ®.
(b) Dans le cas ou aw = 1, le systéme n’est pas de Cramer quel que soit 3, vu ce qui précede :
il faut donc tester la compatibilité de S; g pour tout 8 € R. Afin de tester la condition
de compatibilité, appliquons l'algorithme de Gauss a la matrice augmentée

26 1-28 1-28 432 286 1-28 1-28 432
(AIB)=|a 2-a a 1-28 | =11 1 1 1-25
28 14238 1+28 28— 4p2 28 14238 1+28 28— 432

3. Cette solution est X = A™'B quel que soient o # 1 et 3 # 0.



pour en déterminer le rang (de méme que celui de A) en fonction de f : il vient succes-
sivement

1 1 1 1-28
(AB)& |28 1-28 1-28 432 (Lo<+Ly)
28 1+28 1+28 2B —4B?
1 1 1 1-25
L2<—L2—25L1
s [0 1—48 1—-48 85%2 -2
’ 15 15 50 p (L3<—L3—26L1>
111 1-2
N 01 1 OB (LQ(-LQ 1—4ﬁL3>
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Tout d’abord, on remarque que la matrice A est de rang égal a 2 quel que soit 5 (vu la
matrice identité d’ordre 2 dans le coin supérieur gauche). Ensuite, on remarque que la
matrice augmentée sera de rang 3 ssi 28(43 — 1) # 0%, soit pour tout 3 € R\ {0,1/4} :
dans ce cas, le systeme Sg est alors incompatible puisque rg(A) # rg(A|B). Si par
contre § € {0,1/4}, alors rg(A) = 2 = rg(A|B), ce qui assure la compatibilité du
systeme.

Vu ce qui précede,
e si 5 =0, le systeme est compatible et, tenant compte de (%), équivaut a
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de sorte que I'ensemble des solutions est
1
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e si 5 =2, le systeme est incompatible et S = ().

4. En effet, les deux premieres colonnes de la derniére matrice, combinées a la dernieére, donnent une matrice
triangulaire supérieure de déterminant non nul puisque tous ses éléments diagonaux sont non nuls.



