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Introduction

Pour pouvoir manipuler et utiliser les nombres (qu’ils soient entiers ou
réels), il faut pouvoir les représenter. Un systéme de numération n’est rien
d’autre qu'un ensemble de régles & appliquer pour écrire tout nombre comme
une suite de symboles appartenant & un alphabet déterminé de chiffres. On
pourra par exemple considérer le systéme décimal bien connu de tous dans
lequel tout nombre entier s’écrit de maniére unique comme un mot fini sur
I'alphabet {0,1,...,9}.

Les systémes de numération a base entiére ont été généralisés de di-
verses fagons, par exemple en considérant des systémes construits sur une
suite strictement croissante d’entiers satisfaisant une relation de récurrence
linéaire. Dans ce contexte, une question naturelle est de déterminer quels en-
sembles d’entiers donnent lieu a des représentations particuliérement simples,
c’est-a-dire, donnant lieu & des ensembles de représentations réguliers.

En particulier, on peut se poser la question de déterminer quelles suites
d’entiers donnent lieu & des systémes de numération pour lesquels I’ensemble
des représentations de N tout entier donne un langage régulier. En effet, dans
un tel cas de figure, déterminer si un mot est ou non une représentation valide
peut étre testé trés simplement au moyen d’un automate fini. Ce probléme
a été étudié par J. Shallit dans [10].

Dans [6], P. Lecomte et M. Rigo ont choisi de contourner le probléme en
imposant que le langage de la numération soit régulier. Ils ont ainsi introduit
la notion de systéme de numération abstrait. Un tel systéme est défini par un
langage régulier infini L sur un alphabet totalement ordonné (X, <). Ordon-
ner les mots de L par ordre généalogique croissant fournit une bijection entre
N et L, Pentier n étant alors représenté par le (n + 1)-iéme mot de L. Dans
ce travail, nous considérons de tels systémes de numération et nous nous
intéressons aux parties de N correspondant & un ensemble de représentations
régulier. On parlera alors de parties reconnaissables.

On peut noter que les cas classiques comme les numérations en base
entiére ou encore le systéme de Fibonacci sont des cas particuliers de sys-
témes abstraits. D’une maniére plus générale, tout systéme de numération
construit sur une suite linéaire récurrente dont le polyndéme caractéristique
est le polynéme minimum d’un nombre de Pisot ([1]) est un cas particulier
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des systémes de numération abstraits.

Pour les numérations basées sur un nombre de Pisot, les opérations
arithmétiques élémentaires comme 1’addition ou la multiplication par une
constante préservent le caractére reconnaissable. Dans le cadre général pré-
senté ici, la situation est plus complexe. La multiplication par une constante
ne préserve pas nécessairement le caractére reconnaissable. Dans ce travail,
on étudie principalement les systémes de numération abstraits construits sur
un langage régulier polynomial (i.e., dont la fonction de complexité comp-
tant le nombre de mots de longueur n est bornée par un polynéme). Ainsi,
un chapitre entier de ce mémoire est dédié a la structure des langages po-
lynomiaux. Nous y proposons notamment une caractérisation de ceux-ci en
termes d’automates et une construction effective d’un systéme de numération
abstrait reconnaissant 'image de N par un polynoéme & coefficients rationnels
donné, par lequel I'image de tout entier est entiére.

L’un des résultats principaux présentés dans ce travail concerne la numé-
ration construite sur le langage a*b*. On montre que, dans ce systéme, le ca-
ractére reconnaissable est préservé aprés multiplication par une constante A
si et seulement si A est un carré impair. En particulier, nous donnons dans
le dernier chapitre des indications sur une possible extension de ce résultat
& un alphabet de plus de deux lettres.

Le cas de a*b" peut sembler anecdotique. En fait, pour tout langage
polynomial dont la fonction de complexité est d’ordre n*
propriétés des langages polynomiaux obtenues dans le chapitre consacré a
ceux-ci, on peut montrer que les seuls multiplicateurs susceptibles de préser-
ver le caractére reconnaissable sont des puissances (k + 1)-iémes d’entiers.

, en utilisant les



Chapitre 1

Notions de base et notations

Nous rappelons pour commencer les définitions et notions de base de
la théorie des langages formels et des automates. Pour plus de détails a ce
sujet, on peut par exemple consulter [3] ou [9]. Dans un deuxiéme temps,
nous introduisons la notion de systéme de numération abstrait et nous en
donnons quelques-unes des premiéres propriétés.

1.1 Langages et automates

Définition 1.1.1. Un alphabet 3 est un ensemble fini de symboles, générale-
ment appelés lettres de cet alphabet. Un mot sur X est la concaténation d’un
nombre fini de lettres de X. Le mot vide € est le mot qui n’a aucune lettre.
La longueur d’un mot w, notée |w|, est le nombre de lettres de w. L’ensemble
des mots sur X est noté 3*. Muni de 'opération de concaténation, >* a une
structure de monoide avec € pour neutre. Un langage sur X est une partie

de X*.
Lorsque ¥ = {0} est un alphabet unaire, on note o* plutot que {o}*.

Définition 1.1.2. Si uw et v sont deux mots sur %, le shuffle de u et v est
le langage u LLlv = {ujv1 - upvy |4 = up---Up, v = vy---vp}. Si L et
M sont deux langages sur 3, le shuffle de L et M est 'union L LILIM des
langages u LLIv, avec u € L et v € M.

Définition 1.1.3. Si w est un mot sur ¥, le miroir de w est le mot w’® défini
récursivement par el =cetov= URO', pour tout o € ¥ et tout v € ¥*. Si
L est un langage sur ¥, le miroir de L est le langage L¥ = {w® | w € L}.

Définition 1.1.4. Si L est un langage sur X et w est un mot sur X, on note
w L ={u € ¥* | wu € L} le langage des mots sur ¥ qui, concaténés
avec w, appartiennent a L.

Définition 1.1.5. Pour tout langage L et pour tout entier n > 0, on désigne
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par u,(L) le nombre de mots de longueur n de L et par v, (L) le nombre de
mots de longueur inférieure ou égale a n de L.

Définition 1.1.6. Un automate fini déterministe (AFD) est la donnée
A=(Q,%,4,s,F)

d’un ensemble fini d’états @, d'un alphabet X, d’une fonction de transition
6 : Q%X — @, d’un état privilégié s de Q appelé état initial et d’'un ensemble
F C Q d’états finauz. Sila fonction de transition est totale, 'automate A
est dit complet.

Dans la suite de ce texte, sauf mention explicite du contraire, nous suppo-
serons toujours travailler avec un AFD complet. La définition de la fonction
de transition § s’étend naturellement & Q) x >* par récurrence de la maniére
suivante : §(q,e) = q et d(q,ow) = §(6(q,0),w), pour tous ¢ € @, 0 € ¥ et
w e X*.

Définition 1.1.7. Soit un AFD A4 = (Q,%,6,s, F). Un mot w sur ¥* est
accepté par A si (s, w) € F. Le langage accepté par A est I'ensemble des
mots acceptés par A et est noté L(A). Le langage accepté a partir de l'état
q de @ est I'ensemble des mots acceptés L,(A) = L(A,) par I'automate
Ay =(Q,%,0,q, F), ot on a remplacé I'état initial de A par q.

Si Pautomate A est clairement défini par le contexte, on écrira simple-
ment L, au lieu de Ly(A). De méme, on notera u,(g) le nombre de mots de
longueur n de L, et par v,(g) le nombre de mots de longueur inférieure ou
égale a n de L.

Définition 1.1.8. Soit un AFD A = (Q,%,d,s,F). Un état q de A est
accessible si il peut étre atteint & partir de I’état initial, en respectant la
fonction de transition, i.e., si il existe un mot w sur X tel que d(s,w) = q.
L’automate A est accessible si tous ses états sont accessibles. Il est réduit si
les langages acceptés & partir d’états distincts sont distincts.

Parmi les automates acceptant un langage, on distingue souvent 'auto-
mate minimal de ce langage.

Définition 1.1.9. L’ automate minimal d’'un langage L sur un alphabet ¥ est
PAFD Ap = (Qr,%,01,8L, Fr), ou Qp = {wil.L | w € ¥*}, I'état initial
est sp =e L. L=L, F, ={w™'.L|wé& L} et la fonction de transition 4,
est définie par 61(q,0) = 0~ 1. q, pour tout ¢ € Qr, et tout o € X.

Proposition 1.1.10. L’automate minimal d’un langage accepte ce langage.
1l est accessible et rédusit.

Définition 1.1.11. Un automate fini non déterministe (AFND) est un quin-
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tuple
A=(Q,5,A1F),

ou @, X et I sont définis comme dans un AFD et ot A C Q x ¥* x () est
un ensemble fini, appelé la relation de transition et I C () est ’ensemble des
états initiour. Un mot w est accepté par A s'il existe ¢ € I et f € F tels
que (g, w, f) € A. Le langage accepté par A est 'ensemble des mots acceptés
par A, encore noté L(A).

Proposition 1.1.12. Un langage est accepté par un AFD si et seulement si
il lest aussi par un AFND.

Définition 1.1.13. Un langage est régulier s’il est accepté par un automate
fini.

Proposition 1.1.14. Si L est un langage régulier sur un alphabet X, les
suites (un (L))~ €t (vn(L)),~q vérifient une relation de récurrence linéaire
a coefficients constants.

Proposition 1.1.15. Si L et M sont deux langages réguliers sur un alpha-
bet 3, les langages LT et L 1LLIM sont aussi réguliers.

Les deux résultats suivants donnent des moyens de rejeter la régularité
d’un langage. Le second est communément appelé le lemme de la pompe.

Proposition 1.1.16. Si L est un langage régulier, alors I’ensemble des lon-
gueurs |L| = {|w| | w € L} des mots de L est une union finie de progressions
arithmétiques.

Proposition 1.1.17 (Lemme de la pompe). Si L est un langage régulier
sur un alphabet X, alors il existe un entier k > 0 tel que tout mot w de L
de longueur |w| > k se décompose en w = xyz, avec x,y,z € X*, y # &,
lzy| < k et xy*z C L.

1.2 Systémes de numération abstraits

Définition 1.2.1. Un systéme de numération est une bijection entre ’en-
semble des naturels N et un langage, appelé langage de la numération. En
d’autres termes, c’est un moyen de représenter les nombres par des mots.

Définition 1.2.2. Soit un langage L sur un alphabet ¥. Si < est un ordre
total sur X, celui-ci induit un ordre total sur L, appelé ordre généalogique,
de la maniére suivante. Si u et v sont deux mots de L, u < v si |u] < |v| ou
si |u| = |v] et la premiére lettre par laquelle u et v différent est plus petite
dans u que dans v.

La définition suivante a été introduite par P. Lecomte et M. Rigo dans [6].
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Définition 1.2.3. Un systéeme de numération abstrait est la donnée
S=(L,%,<)

d’un langage L sur un alphabet totalement ordonné (X, <). Pour tout en-
tier n, repg(n) désigne le (n+1)-iéme mot de L selon l'ordre généalogique
induit par l'ordre < sur X et est appelé la S-représentation de n. Ainsi,
I’application repg : N — L est bien une bijection de N sur L.

L’application repg est méme une bijection strictement croissante de N
sur L et pour tout mot w de L, on note valg(w) = repgl(w). On appelle
valg(w) la valeur numérique de w selon S.

Définition 1.2.4. Soit S = (L, %, <) un systéme de numération abstrait.
Une partie X de N est S-reconnaissable si repg(X) est régulier.

Il est souvent agréable de travailler avec un systéme de numération pour
lequel I'ensemble N tout entier est reconnaissable. On peut alors facilement
détecter si un mot est une représentation valide ou non, c’est a dire s’il
représente un entier ou non. Cela revient & supposer que le langage de la
numération est régulier. C’est pourquoi, par la suite, on considérera presque
toujours étre en présence d’un systéme de numération abstrait construit sur
un langage régulier.

Exemple 1.2.5. Plus loin, nous nous intéresserons plus particuliérement au
langage a*b* et au systéme de numeération abstrait S = (a*b*,{a,b},a < b)
construit sur celui-ci. Pour ce systéme, on vérifie facilement que

1
valg(a?b?) = S(p + @) (p+a+1) +q,
pour tous entiers positifs p et gq.

Définition 1.2.6. Soit S = (L,X%, <) un systéme de numération abstrait
construit sur un langage régulier. Si A = (Q, X%, 4, s, F) est un AFD accep-
tant L, pour tout état ¢ de @, on note valg, la fonction valeur relative au
systéme abstrait S, = (Lg, 2, <).

Lorsque l'ordre < sur ¥ est clairement déterminé par le contexte, on
écrira simplement val,.

Le résultat suivant donne une méthode de calcul effectif de la fonction
valg. Une démonstration de celui-ci se trouve dans [6].

Proposition 1.2.7. Soit S = (L, X, <) un systéme de numération abstrait
construit sur un langage régulier et soit A = (Q, %, 0, s, F') un AFD acceptant
ce langage. Si q € Q et si w = xy € Ly, avec y # €, alors

valg(w) = valy.z(y) + Vjw)-1(q) — vjy-1(¢-2) + Z upy (q.2").

o' <w,|z'|=|z|



1.2. SYSTEMES DE NUMERATION ABSTRAITS 5

Une particularité remarquable de ces systémes de numération abstraits
est que les progressions arithmétiques y sont toujours reconnaissables. Une
preuve de ce résultat se trouve dans [6].

Proposition 1.2.8. Les progressions arithmétiques sont S-reconnaissables
pour tout systéme de numération abstrait S = (L,%, <) construit sur un
langage régulier.

Définition 1.2.9. Soit S = (L, 3, <) un systéme de numération abstrait.
On désigne par Min(.S) 'ensemble des plus petits mots de chaque longueur
de L et par Max(S) l’ensemble des plus grands mots de chaque longueur
de L.

Par la suite, lorsqu’il n’y a aucune ambiguité sur 'ordre < choisi sur 3,
nous nous autoriserons a noter ces langages Min(L) et Max(L).

La proposition suivante sera utile & plusieurs reprises dans la suite de ce
travail. Une démonstration de celle-ci se trouve par exemple dans [10].

Proposition 1.2.10. Soit S = (L, %, <) un systéeme de numération abs-
trait construit sur un langage régulier. Les langages Min(S) et Max(S) sont
réguliers.

Une autre particularité intéressante des systémes de numération abstraits
est la stabilité de la S-reconnaissablité par translation. Une preuve de ce
résultat se trouve dans [6].

Théoréme 1.2.11. La S-reconnaissablité est stable par translation, pour
tout systéme de numération abstrait S = (L, %, <) construit sur un langage
régulier.

Dans le cadre de I’étude des systémes de numération, on peut se poser
plusieurs types de questions.

Premiérement, étant donné un systéme de numération abstrait S, quels
sont les ensembles d’entiers S-reconnaissables 7 Deuxiémement, étant donné
un ensemble d’entiers X, peut-on construire un systéme de numération abs-
trait reconnaissant X ? Troisiémement, on peut vouloir étudier la stabilité
des ensembles reconnaissables par opérations arithmétiques.

Dans le présent travail, nous nous efforcerons de commenter les résul-
tats obtenus en terme de réponse ou de réponse partielle & chacune de ces
questions.
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Chapitre 2

Langages réguliers
polynomiaux

Dans le cadre de ce travail, nous nous attachons particuliérement & étu-
dier les systémes de numération abstraits construits sur des langages réguliers
polynomiaux. Ce chapitre est donc consacré & ’étude de ceux-ci. En premier
lieu, nous donnons une caractérisation des langages réguliers polynomiaux en
termes d’automates. Nous montrons comment en déduire que tout langage
régulier est soit polynomial, soit exponentiel. Ensuite, nous proposons une
construction effective d’'un systéme de numération abstrait reconnaissant un
ensemble du type P(N), ot P est un polynome a coefficients rationnels dont
I'image d'un entier est encore un entier. Enfin, nous donnons un résultat
de convergence de la suite (v, (L) /nl+1)n e ou L est un langage dont la
fonction de complexité est d’ordre n!. Ce résultat sera particuliérement utile
dans le chapitre 3, lorsque nous étudierons l'effet de la multiplication par
une constante, dans le cas d’un langage polynomial quelconque.

2.1 Caractérisation

Définition 2.1.1. Si f et g sont deux fonctions définies sur N, on dit que
f est O(g) si il existe un entier NV et une constante réelle C' > 0 tels que
f(n) < Cg(n), pour tout n > N; que f est Q(g) si il existe une suite
strictement croissante d’entiers (n;);en, et une constante réelle C' > 0 telles
que f(n;) > Cg(n;), pour tout i € Ng; et que f est O(g) si f est a la fois
O(g) et Q(g).

Définition 2.1.2. La fonction de complezité d’un langage L sur un alpha-
bet ¥ est la fonction uy : N — N définie par ur(n) = #(L N X"). Cest
donc la fonction qui & un entier n associe le nombre de mots de longueur n
du langage. Un langage est dit polynomial ou de densité polynomiale si sa
fonction de complexité est O(n!) pour un certain entier positif I et est dit

7
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exponentiel si sa fonction de complexité est 29

Remarque 2.1.3. Afin de lever une éventuelle ambiguité dans la défini-
tion 2.1.2, nous précisons qu’une fonction f est dite 22" si on peut trou-
ver une constante réelle C' > 0 et une suite strictement croissante d’entiers
(n:)ien, telles que f(n;) > 2™ pour tout i € Np. Remarquons qu’une
fonction 22(") n’est pas nécessairement Q(2").

Remarque 2.1.4. Pour tout n € N, nous avons bien sir u,(L) = ur(n).
Par commodité, nous employerons indifféremment ces deux notations, privi-
légiant 'une ou 'autre selon que ’on manipule des suites ou des fonctions.

Dans cette partie, nous donnons une caractérisation des langages réguliers
polynomiaux. Ensuite nous montrons que les langages réguliers sont sans
exception, soit polynomiaux, soit exponentiels. Les résultats présentés ici
proviennent essentiellement de [11].

Définition 2.1.5. Soit A = (@, %,6,s, F) un AFD. Pour tout mot sur 3
w = o010y, la suite de transition d’états de w relativement a A est la
suite d’états ST'SA(w) = iy Giy - - Gi,, OU qiy = 5 €t 0(Giy, Okt1) = iy, POUT
tout 0 < k < n. (Les lettres ST'S rappellent 'appellation anglophone state
transition sequence.) On peut bien str étendre cette définition de maniére
& commencer la lecture de w & partir de n’importe quel état de I’automate.
Pour tout mot w = o7 - - - o, sur X2, on dira que la suite de transition d’états de
w a partir de q relativement a A est la suite d’états STSff) (W) = Gin iy -+~ iy,
ot qi, = q et 6(qiy, Okt1) = Gip, Pour tout 0 < k < n.

Définition 2.1.6. Soit A = (Q,%,4,s,F) un AFD. Un mot w sur ¥ est
t-tiered (t-étagé), t > 0, relativement a A si sa suite de transition d’états est
de la forme

STS 4(w) = afity - Bty

ou
1) 0<|of <#Q
et pour tout 2, 1 < ¢ <,
2) 1< |Gl lnl < #Q;
3) B; et v; commencent par le méme état g;, apparaissant uniquement a

ces deux endroits;
4) d; > 0.

Cette définition impose que t < #(Q, puisque les ¢; sont tous distincts.
Remarquons aussi qu'un mot t-tiered relativement & A a une suite de tran-
sition d’états de au moins 2t éléments, & savoir les ¢;, apparaissant deux fois
chacun.

Avec les notations de la définition 2.1.6, tout mot w accepté par 'auto-
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mate A qui est t-tiered relativement & A, t > 0, se décompose en
w=aylz o yfty

avec T,Y1,21,---,Yt, 2t € ¥ et
STSa(x) = aqu;
STSU) (i) = Bigi, 1 < i < t;
STSJ(A%)(%) = YiGi+1, 1 <1 <t
STS () = 1.

Lemme 2.1.7. Soient un AFD A = (Q,%,0,s,F) et L son langage accepté.
St on peut trouver un mot w de L qui soit k-tiered relativement a A, k € N,
alors la fonction de complexité de L est Q(n*~1).

Démonstration. En gardant les mémes notations que précédemment, on a
la décomposition w = xyillzl . "yz’“zk. On a bien str xyjzi---yrzx € L.
Posons
" C
C:H|yi| et Ciz?, 1<i<k.

i=1 [vil
Tout mot de la forme xy?clzl e y,i’“c’“ 2k, Ol t1,. .., 1} sont k entiers positifs
de méme somme ¢ > 0, est dans L et de méme longueur n = |rz1--- 2% +
tC. Vu le point 3) de la définition 2.1.6 et le fait que l'automate A est
déterministe, deux tels k-uples distincts (¢1,...,%) et (¢,...,t;) donnent

. N tC t,.C s
lieu & deux mots xy?clzl . -y,i’“c’“zk et xy,t Tz - Y "2, distincts de L.

On se raméne donc a ’évaluation de la cardinalité de ’ensemble

k
Nk(t) = {(tl,...,tk) GNk : Zti —t}
=1

des k-uples d’entiers positifs ou nuls de méme somme t. On peut montrer
(voir par exemple [2] aux pages 80 et 102) que #Ni(t) = (le*l), qui est
une fonction de ¢ en Q(t*~1). Comme n est linéaire en ¢, on a bien que la
fonction de complexité du langage L est une fonction Q(n*~1). O

Remarque 2.1.8. Soit L un langage vérifiant les hypothéses du lemme 2.1.7.
Ce dernier affirme qu’on peut trouver une suite strictement croissante d’en-
tiers (ni)ien, et une constante C' > 0 telles que ur(n;) > CnF~!, pour
tout i € Ny. En fait, au vu de la preuve de celui-ci, on peut méme étre plus
précis en exigeant de la suite (n;);en, qu’elle soit périodique.

Lemme 2.1.9. Un AFD A = (Q,%,0,s, F) qui accepte un langage polyno-
mial ne contient que des boucles simples, au sens suivant. On ne peut pas
trouver d’état accessible q de Q tel que

(i) 6(q,z) =qetd(qy) =q x#y, v #cety#e;



10 CHAPITRE 2. LANGAGES REGULIERS POLYNOMIAUX

(it) aucun préfize non trivial ' de x ouy' de y ne vérifie §(q,z') = q ou

6(q,y') =q et
(i17) le langage accepté a partir de q est non vide.

Démonstration. Procédons par I'absurde et supposons qu’on puisse trouver
un état ¢ de @ vérifiant (i), (ii) et (iii). En particulier, les deux premiéres
conditions imposent que x ne peut pas étre préfixe de y ni y de x. Comme
q est un état accessible par hypothése et vu la troisiéme condition, il existe
des mots u et v sur X tels que d(s,u) = q et §(q,v) € F. Cette situation est
illustrée par la figure 2.1. Pour tout g > 0, le langage u(zy + yz)%v contient

X
u Y
-~ @ ™0
y

F1G. 2.1 — Langage accepté exponentiel.

alors exactement 29 mots, tous acceptés et de méme longueur |uv| + glzyl.
Ceci montre que le langage accepté est exponentiel, ce qui est contradictoire.
O

Lemme 2.1.10. Soient un AFD A = (Q,X,0,s, F) et L son langage accepté.
Si la fonction de complexité de L est O(n*) pour un certain entier k > 0,
alors pour tout mot w de L, on peut trouver un entier t < k + 1 tel que w
soit t-tiered relativement a A.

Démonstration. Considérons un mot w de L. Comme L est un langage poly-
nomial, aucun état ¢ de ST'S4(w) ne vérifie simultanément les conditions (i)
et (ii) du lemme 2.1.9. Il y a donc au plus une suite d’états non vide per-
mettant de passer de ¢ & ¢ en respectant la fonction de transition de A et
sans repasser par . Ceci montre que w est t-tiered relativement a A, pour
un entier t < #Q. En outre, on a nécessairement ¢t < k + 1. En effet, sinon,
vu le lemme 2.1.7, la complexité de L serait au moins en Q(n*+1), ce qui
n’est pas possible, vu ’hypothése. O

Lemme 2.1.11. Soient un AFD A = (Q,%,6,s,F) et L son langage ac-
cepté. Si il existe k > 0 tel que tout mot de L soit t-tiered relativement a A
pour un t < k, alors L peut étre représenté par une union finie d’expres-
sions réqulieres de la forme xyiz1---yfz avect <k, z, y;, z; € X* tels que
||, |zi] < #Q et 0 < |yi| < #Q, pour tout 1 < i <t.
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Démonstration. Soit w un mot de L. Par hypothése, w est t-tiered relative-
ment & A pour un entier t < k et se décompose alors en w = xyih Z1 e yft Zt
avec |z|, |zi| < #Q et 0 < |y;| < #Q, pour tout 1 < ¢ < ¢. Bien sir, on a
I'inclusion zyjz1---y;2 C L.

A chaque mot w de L correspond donc une et une seule expression réguliére
de ce type. On la note E(w). Ainsi,

L= ] Ew).

weL

Cette union est nécessairement une union finie puisque @ et X sont des
ensembles finis. O

Lemme 2.1.12. Si L est un langage représenté par une expression réguliére
de la forme xyiz1---yfz avec t > 0 et x, y;, z; € X* pour tout 1 < i < t,
alors la fonction de complexité de L est O(n'~1).

Démonstration. On peut supposer que tous les mots y; différent du mot vide.
Fixons un entier positif n et considérons les mots de L de longueur n. Ils sont
de la forme w = xy* z1 - - -yt 2, oW nq, . . ., ny sont des entiers positifs ou nuls
tels que S°F_, nilyi| + |21 - - 2| = n. Notons C = |x21--- 2| et m =n — C.
On se raméne a nouveau (cf. lemme 2.1.7) a I’évaluation de la cardinalité de
I'ensemble Nt(m). En effet, 'application 7 définie sur N* par 7(n1,...,n) =
(n1)yil, - - ., nelye]) est injective et pour tout t—uple (nq,...,n:) tel que le
mot zyy'z1---ytz est de longueur m, on a 7(ny,...,n:) € NY(m). Le
nombre de mots de longueur n ne peut donc pas pas dépasser #N*(m).

Pour conclure, on remarque que #N!(m) = (m;r_tl_ 1) = (”_fjlt_l) est une
fonction en O(n'~!), puisque C et ¢ sont des constantes. O

Le théoréme suivant découle directement des lemmes qui précédent. Il
donne une caractérisation des langages réguliers polynomiaux.

Théoréme 2.1.13. Soient L un langage régulier sur un alphabet ¥ et A =
(Q,%,0,s,F) un AFD acceptant L. Soit un entier k > 0.
Les assertions suivantes sont équivalentes.
i) La fonction de complexité de L est une fonction O(nF).
ii) Tout mot de L est t—tiered relativement a A pour un entiert < k+1.
iii) Le langage L est une union finie d’expressions réguliéres du type
xyiz Yy, avec 0 <t < k+1, x, y;, 2z € F et |z, |uil, |zi] < #Q
pour tout 1 <1 < t.

De ce théoréme, on tire quelques conséquences directes. Tout d’abord,
énoncons une forme plus faible de celui-ci, mais souvent suffisante.

Théoréme 2.1.14. Soit un entier k > 0. Un langage régqulier L a une com-
plexité en O(n*) si et seulement si L est une une union finie d’expressions
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régulieres du type xyiz1---yiz, avec 0 <t < k41 et x,y;, 2z € X%, pour
tout 1 <13 <t.

Ensuite, le corollaire suivant est simplement un cas particulier du théo-
réme 2.1.14. Il fait apparaitre les langages slender, i.e. dont la fonction de
complexité est bornée par une constante, qui seront étudiés dans le chapitre 3.

Corollaire 2.1.15. Soient L un langage régulier. La fonction de complezité
de L est bornée par une constante si et seulement si L est une union finie
d’expressions régulieres de la forme xy*z avec x, y, z € 3*.

Le résultat suivant reprend une remarque déja formulée plus haut.

Corollaire 2.1.16. Soient L un langage réqulier et A = (Q,%,9,s, F) un
AFD acceptant L. Si L est polynomial et si C' est le nombre d’états de A,
alors la fonction de complexité de L est une fonction O(ncfl).

Démonstration. Vu la définition 2.1.6, les états ¢; sont tous distincts et par
conséquent, tout mot de L est au plus C — tiered relativement & A. Par le
théoréme 2.1.13, la fonction de complexité est alors au plus en O(n¢~1). O

Le théoréme 2.1.13 permet de montrer la réciproque du lemme 2.1.9.

Corollaire 2.1.17. Soient un AFD A = (Q,%,d,s,F) et L son langage
accepté. Si on ne peut trouver aucun état accessible q de @QQ vérifiant simulta-
nément les conditions (i), (i) et (iit) du lemme 2.1.9, alors L est un langage
polynomaal.

Démonstration. Supposons qu’aucun état accessible g de @ ne vérifie simul-
tanément les conditions (i), (ii) et (iii) du lemme 2.1.9. Par le méme argument
que dans la preuve du lemme 2.1.10, on peut montrer que tout mot w de
L est t-tiered pour un entier t < #@Q. De 14, le théoréme 2.1.13 permet de
conclure. O

2.2 Théorémes de séparation

Le théoréme suivant est un premier théoréme de séparation des langages
réguliers. C’est une conséquence directe des résultats de la section précédente.

Théoréme 2.2.1. Pour tout entier k > 0, on ne peut pas trouver de langage
régulier L de fonction de complexité qui ne soit ni O(n¥) ni Q(nk+1).

Démonstration. Procédons par I'absurde et supposons qu’il existe un lan-
gage régulier L dont la fonction de complexité ur(n) ne soit ni O(n*) ni
Q(nF*1). Alors ur(n) serait O(n*+1). Si A est un AFD acceptant ce langage
L, alors, par le lemme 2.1.10, tout mot de L est t-tiered relativement a A,
pour un entier ¢ < k + 2. Si L contient un mot (k + 2)-tiered relativement
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a A, par le lemme 2.1.7, ur(n) serait Q(n¥*1), ce qui n’est pas possible.
Sinon, tout mot de L est t-tiered relativement & A, pour un entier t < k + 1
et par le théoréme 2.1.13, uz(n) devrait étre O(n*), ce qui est également
contradictoire. O

Voici le second théoréme de séparation. Il montre, comme annoncé plus
haut, que seules les fonctions de classe polynomiale ou exponentielle ont une
chance d’étre la fonction de complexité d’un langage régulier.

Théoréme 2.2.2. On ne peut pas trouver de langage régulier L de fonction
de complexité qui ne soit ni O(nk), pour un certain entier k > 0, ni 280,

Démonstration. Procédons par ’absurde et supposons qu’il existe un langage
régulier L dont la fonction de complexité ur,(n) ne soit ni O(n*), pour aucun
entier k£ > 0, ni 2. Comme il s’agit d’un langage régulier, L est accepté
par un AFD A = (Q, %, 0, s, F'). Deux cas se présentent. Soit on peut trouver
un état accessible ¢ de @ qui vérifie les conditions (i), (ii) et (iii) du lemme
2.1.9, soit on ne peut pas. Dans le premier cas, L serait exponentiel, par
le méme argument que dans la preuve du lemme 2.1.9. Et dans le second
cas, par le corollaire 2.1.17, L serait polynomial et nous avons supposé le
contraire. O

Corollaire 2.2.3. Soit un langage régulier L C ¥*. Soit il existe k > 0 tel
que ug, est ©(nk), soit ug(n) est 290,

Démonstration. Vu le théoréme 2.2.2, L est soit polynomial, soit exponentiel.
Dans le deuxiéme cas, comme on a toujours ur(n) < (#X)", quelque soit le
langage L C ¥*, on a bien que uy(n) est 290", Dans le premier cas, uy (n)
est O(n¥), pour un entier & > 0. On choisit k& minimum pour cette propriété.
Montrons qu’alors uy,(n) est aussi Q(n*). Vu le lemme 2.1.10, si A est un
AFD acceptant L, tout mot de L est t-tiered relativement a A, pour un
t < k + 1. Supposons qu'’il n’existe pas de mot de L qui soit (k + 1)-tiered
relativement & A. Alors, par le théoréme 2.1.13, uy (n) serait O(n*~1), ce qui
est impossible, vu le choix de k. D’ott on peut trouver un mot w de L qui
est (k4 1)-tiered relativement a A et par le lemme 2.1.7, uz,(n) est alors une
fonction Q(n¥). O

2.3 Constructions

2.3.1 Langages de complexité n*

Dans la section précédente, on a montré que les seules fonctions can-
didates pour étre fonction de complexité d’un langage régulier étaient les
fonctions de classe polynomiale et les fonctions de classe exponentielle. En
fait, on peut méme aller plus loin et montrer que pour chaque fonction de
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classe polynomiale f, il existe un langage régulier de fonction de complexité
en O(f).

Plus précisément, on se propose de donner ici une construction effective
d’un langage régulier de complexité exactement n¥, k > 0. Les résultats qui
suivent proviennent essentiellement de [§].

Définition 2.3.1. Soit un langage L sur un alphabet 3. L’alpabet minimal
de L est la plus petite partie de ¥ qui contient les symboles nécessaires pour
écrire les mots de L.

On veut construire des langages réguliers Ly, tels que ur, (n) = n¥*. pour
tout £ € N. La construction proposée se base sur le résultat suivant, facile &
vérifier.

Proposition 2.3.2. Soient un langage L sur un alphabet X et un symbole o
n’appartenant pas a l'alphabet minimum de L. Si M est le langage {o} LLIL,
alors upr(n) =nur(n—1), n > 1.

Tout d’abord, comme cas de base, il suffit de prendre Ly = a* sur I'alpha-
bet {a}. Considérons maintenant un entier k£ > 0 et supposons avoir a notre
disposition des langages réguliers L; tels que up,; (n) =n?, n >0, pour tout
j < k. Vu la proposition 2.3.2, pour obtenir un langage L;, de complexité n*,
il suffit de construire un langage My de complexité

k-1 E—1
upg, (n) = (n+1)F 1 =%" < , )nJ, n > 0.
—\ J
]_
Un tel langage s’obtient comme union finie des langages L; sur des alphabets
disjoints, j < k. Plus précisément, on écrit M} sous la forme

k-1 (557
M=) U Lis
=0 =1

ou les langages L;; sont des langages de complexité n’ et d’alphabets i
minimaux disjoints. Ainsi, si o} n’appartient pas a ’alphabet minimal de My,
le langage Ly = {o}} LLI M}, est bien de complexité exactement n*.

Dans la suite de ce texte, L et M} désigneront encore les langages
ainsi construits. Si on se place dans le contexte des systémes de numéra-
tion, contexte qui nous intéresse précisément dans ce travail, avoir a dis-
position de tels langages est trés utile. En effet, cela va nous permettre de
montrer que toute partie de N de la forme P(N), ou P est un polynoéme a
coefficients rationnels par lequel I'image de tout entier est entiére, est re-
connaissable par un systéme de numération abstrait. La suite de ce chapitre
est précisément consacrée a la construction effective d’un systéme de nu-
mération abstrait reconnaissant ’ensemble des image des entiers par un tel
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polynéme donné. Nous considérerons successivement des polyndémes & coef-
ficients dans N, dans Z et finalement dans Q.

2.3.2 Polynoémes a coefficients dans N

L’idée principale est de construire un langage régulier L tel que les posi-
tions des premiers mots de chaque longueur pour l'ordre généalogique sont
exactement les valeurs prises par le polynome. Ceci est réalisé, éventuelle-
ment & un nombre fini d’éléments prés, lorsque la fonction de complexité du
langage L est de la forme ur(n) = P(n+1)— P(n), n > ng, et que le nombre
de mots de longueur strictement inférieure a ng est P(ng). Il s’ensuit alors
que

repg({P(N) | n > ng}) = Min(L) N B="0,

Proposition 2.3.3. Soit P € N[X]. Il existe un systéme de numération
construit sur un langage régulier S = (L, X, <) tel que P(N) est une partie
S-reconnaissable.

Démonstration. Si P est un polynéme constant, le résultat est évident. Sup-
posons donc P non constant. Comme la reconnaissabilité est stable par trans-
lation (cf. le théoréme 1.2.11), on peut supposer que P(0) = 0. Le polynéme
P(X +1)— P(X) étant aussi a coefficients dans N, on obtient un langage L
de complexité ur(n) = P(n+ 1) — P(n), n > 1, en prenant une union dis-
jointe de langages Lj, de complexité n* introduits précédemment. On munit
ensuite 'alphabet minimal de ce langage d’un ordre total et on considére
le systéme de numération abstrait S associé. Quitte & ajouter des symboles
nouveaux & ’alphabet minimal de L, on peut supposer que le premier mot w
de longueur 2 de L vérifie valg(w) = P(2). A un nombre fini d’éléments prés,
P(N) coincide alors avec la partie valg(Min(L)) de N, dont on sait qu’elle
est S-reconnaisable (cf. la proposition 1.2.10). O

Remarquons que cette construction est indépendante de I'ordre choisi sur
I’aphabet du systéme. En effet, seule intervient la position du premier mot
de chaque longueur, et non le mot lui-méme.

Corollaire 2.3.4. Pour tout entier k positif ou nul, il existe un systéme de
numération construit sur un langage régulier S = (L, 3, <) tel que [’ensemble
{xF | 2 € N} est une partie S-reconnaissable.

2.3.3 Polynoémes a coefficients dans 7Z
Lemme 2.3.5. Soient k, a € Ny. Il existe un langage régulier L tel que

nk — omkfl, n>a«o
ur(n) =

0, n<a.
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Démonstration. Si k = 1, le langage L = a®Tla*b* convient. Supposons
maintenant que k > 2. En reprenant les notations de notre construction
des langages de complexité n*, pour tout entier i = 1,...,n, le langage Ly,
posséde exactement n*~! mots de longueur n avec o, en i-iéme position. Il

s’ensuit que le langage
a—1

L=1IL\ | JZopX
j=0

convient. O

Proposition 2.3.6. Soit P € Z[X]. Si P(N) C N, alors il existe un systéme
de numération construit sur un langage régulier S = (L, %, <) tel que P(N)
est une partie S-reconnaissable.

Démonstration. On considére encore le polynéme P(X +1) — P(X). Comme
on a supposé que P(N) C N, celui-ci est de coefficient dominant strictement
positif et si I est son degré, en ajoutant des termes de la forme 27 — 27, on
peut le réécrire sous la forme

l
Z bkxk + (J}“—H — aila:”) + -+ (I‘ZT—H — a;
k=0

s )

T

ott i € {0,...,1 =1}, a;; € Ng pour 1 < j <ret b, € Npour 0 <k <1
Notons o = sup{a;; | 1 < j < r}. Par le lemme 2.3.5, on construit des
langages réguliers R; tels que ug, (n) = nlitl — aijnij, n > «. Ensuite, en
prenant des unions des langages I?; et Ly, on construit un langage régulier
L tel que ur(n) = P(n+1) — P(n), n > «. On munit ’aphabet minimal de
ce langage d’un ordre total et on considére le systéme de numération abtrait
S associé. On peut supposer que le premier mot w de L vérifie valg(w) =
P(a). Ceci nécessite éventuellement un ajout ou un retrait d’'un nombre
fini d’éléments aux mots du langage, opérations qui ne modifient en rien sa
régularité. On a donc obtenu que P(N) coincide, & un nombre fini d’éléments
preés, avec la partie valg(Min(L)) de N, qui est S-reconnaissable (cf. le lemme
1.2.10). O

2.3.4 Polynémes a coefficients dans Q

Théoréme 2.3.7. Soit P € Q[X]. Si P(N) C N, alors il existe un systéme
de numération construit sur un langage régulier S = (L,%, <) tel que P(N)
est une partie S-reconnaissable.

Démonstration. Le polynéme P peut s’écrire sous la forme

Ak & ai ap
P="Cxky. . 4 2x4+ 2
b + —I—bl +b0,
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avec bj, ar, € Ngpour 0 < j <keta; € Zpour0 < j <k—1.5ionnotem =
ppem{b; | 0 < j < k}, alors P = %, ou P’ € Z|X]. Comme par hypothése
P(N) C N, on a P'(N) € mN. Vu la preuve de la proposition 2.3.6, on peut
trouver un langage régulier L’ et une constante o € N tels que

up/(n) =P (n+1)—P'n)=m(Pn+1)—Pn)), n>«

et tels que L' contienne exactement P’(«) mots de longueur strictement
inférieure & «. Formellement,

a—1
> up (i) = P'(a) = mP(a).
=0

On choisit un ordre total < sur l’alphabet minimal ¥ de L’ et on consi-
dere §' = (L, %, <) le systéme de numération abstrait associé. Les progres-
sions arithmétiques étant toujours reconnaissables (cf. le théoréme 1.2.8),
mN est une partie S’-reconnaissable de N. Par conséquent, le langage L =
repg/(mN) C ¥* est régulier et tel que

a—1
> up(i) = P(a) et ug(n) = P(n+1) — P(n), n > a.
=0

Le premier mot de longueur o de L est le premier de longueur o de L’
et sa position pour l'ordre généalogique induit par < sur L est P(a). On
conclut en utilisant encore la proposition 1.2.10 avec le systéme abstrait
S=(L,%,<). O

2.3.5 Fonctions exponentielles polynémes

Définition 2.3.8. Une fonction exponentielle polynéme est une fonction de
la forme

ou P; € Q[X] et a; € N, pour tout 1 <i < k.

Les constructions obtenues précédemment nous ameénent naturellement
a considérer ce type de fonction. On obtient comme conséquence presque
directe une construction d’un systéme de numération abstrait reconnaissant
f(N), ou f est une fonction exponentielle polyndéme donnée.

Proposition 2.3.9. Pour tout entier a positif ou nul, il existe un systéme de
numération construit sur un langage régulier S = (L, 3, <) tel que ’ensemble
{a™ | n € N} est une partie S-reconnaissable.
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Démonstration. Si a vaut 0 ou 1, c’est évident. Supposons o > 2. Une
maniére de procéder est d’utiliser encore une fois la proposition 1.2.10 et
de construire un langage régulier L de complexité ur(n) = a"™! — " =
(a — 1) @™, n > 1. Ceci peut étre réalisé en prenant o — 1 copies disjointes
de ¥*, oul ¥ est un alphabet & « éléments. O

Proposition 2.3.10. Soient o € N et P € Q[X] tel que P(N) C N. I existe
un systéme de numération construit sur un langage régulier S = (L, %, <)
tel que l’ensemble {P(n) ™ | n € N} est une partie S-reconnaissable.

Démonstration. Si a = 0, c’est évident. Si a = 1, c’est le théoréme 2.3.7.
Supposons maintenant o > 2. Dans un premier temps, nous supposons que
P e N[X]. L’idée est toujours de construire un langage régulier L de com-
plexité up(n) = P(n+1) o™ — P(n) a" = (a P(n+1) — P(n)) a™. Bien
str, o P(n+1)— P(n) € N[X]. Il suffit alors de montrer comment construire
des langages Ly, o, contenant exactement n* o™ mots de longueur n > k > 1.

Tout d’abord, si k = 1, en prenant « copies disjointes de X*, avec #X =
@, on obtient un langage My tel que upp,(n —1) = o™, n > 2. Vu la
proposition 2.3.2, si o n’apparait pas dans ’alphabet minimal de M, le
langage L1, = {0} LLIM;; vérifie alors ur, ,(n) = na™, n > 2. Ensuite, si
k = 2, avec o? copies disjointes de ¥*, on obtient un langage Ms ;1 tel que
un,, (n —2) = a”, n > 3. Si 01 n'apparait pas dans l'alphabet minimal
de My, alors ugs yuing, (n —1) = (n —1)a”, n > 3. Le langage Ma s =
({o1} W Mz1) U My vérifie donc upg,,(n — 1) = na™, n > 3, les unions
étant réalisées a chaque fois sur des alphabets disjoints. Si o2 est un nouveau
symbole, alors le langage Lo, = {02} LLIMy 2 convient. En continuant de
cette maniere, on trouve le langage L3, et tous les suivants. La construction
de L3, est synthétisée dans le tableau 2.1.

description complexité
Ms; || o copies de X* u(n —3)=a"
Mss || M3iUi{o1} U 2 copies de M | u(n —2) =na”
M3 || Mo Ui{o2} U 1 copie de Mas | u(n —1) =n?a®
L3o || M33Ui{os} u(n) =n’a”

TAB. 2.1 — Construction de L3 o, (n > 4).

En procédant comme dans le lemme 2.3.5 et la proposition 2.3.6, puis
comme dans le théoréme 2.3.7, on peut supposer que les coefficients de P
sont rationnels. O

Le théoréme suivant est une conséquence directe de la proposition 2.3.10.
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Théoréme 2.3.11. Soient P; € Q[X] tels que P(N) C N et o € N, pour
i=1,... .k k> 1. Soit

k
= Z Pi(n) o
=1

Il existe un systéeme de numération S = (L, X, <) construit sur un langage
réqulier tel que f(N) est une partie S-reconnaissable.

2.4 Propriété de la suite v, (L)

Soit L un langage régulier de fonction de complexité en ©(n'). En général,
la suite (un(L) / nl)n cn Die converge pas. A cet égard, I'exemple suivant est
démonstratif.

Exemple 2.4.1. Considérons le langage L = a*b* N ({a, b}2)>k des mots de
a*b* de longueurs paires. On a

{ Zzzzr[l/()LZ) §n0+ L ¢t vanll) = vanga (L) = (n+ 1)

En particulier, ur (n) est ©(n). La suite (u,(L)/n), cy ne converge pas parce
qu’elle posséde deux sous-suites convergeant vers des limites différentes :

n(L n+1(L
lim tzn( ):2et lim Lo\ ) (L)

n—-+oo n n——+oo n

=0.

. L
Par contre, on observe que lim, 1 % =1>0.

Cette derniére observation de 'exemple 2.4.1 est en fait générale. Si L est
un langage régulier de complexité en ©(n'), alors la suite (v,(L)/ nl+1)n N
converge, et ce, vers une limite strictement positive. Avant de donner une
preuve de ce résultat, nous montrons les deux lemmes suivants.

Lemme 2.4.2. Soient pj, 0;, ¢j, 1 < j < k, des nombres réels tels que
pour tous i, j distincts, 8; #Z 0; ( mod 2m) et pour tout i, p; # 0. Alors il
existe € > 0 tel que M, = |Z§:1 pjei(”0j+¢f)\ > €, pour une suite infinie
d’entiers n.

Démonstration. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut trouver
des complexes z1, ...,z et une sous-suite t(n) tels que pjei(t(")eﬁdu) — zj
sin — 400 et |zj| = |pj| # 0. Procédons par I'absurde et supposons que
pour tout € > 0, on n’a M,, > € seulement pour un nombre fini d’entiers n.
Autrement dit, on suppose que la suite (M, ),en converge vers 0. Mais alors,
on aurait Z§:1 zj =0 et pour tout 0 <1 <k —1,

Zp] +19+¢J _)ZZJ ]:0
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De 14, les nombres z1, ..., z; devraient vérifier
1 1 e 1 21 0
etb1 02 . etk 29 0
. . . . = ’
Gilk=101  Li(k=1)02 . i(k—1)6; % 0

ce qui est impossible puisque le déterminant de Vandermonde ne s’annule
pas, vu les hypothéses. O

Rappelons (voir par exemple [4]) que la somme des puissances p-iémes
des n + 1 premiers entiers est donnée par

n
B + 1)ptl — gptl
o= (ntB+1) (2.1)

p+1 ’

=0

ot les termes de la forme B™ sont remplacés par les nombres de Bernoulli B,
définis par I'identité

Cette formule sera utile pour montrer le lemme suivant ainsi que dans la
démonstration du théoréme 2.4.5.

Lemme 2.4.3. Si L est un langage régulier tel que ur(n) est ©(nt), pour
1 €N, alors vr,(n) =Y. yur(i) est une fonction Q(n'+1h).

Démonstration. Par hypothése, on peut trouver une suite strictement crois-
sante d’entiers (n;);en, et une constante C' > 0 telles que ur,(n;) > Cné, pour
tout ¢ € Ny. Vu le théoréme 2.1.13 et la remarque 2.1.8, on peut supposer
que n; = ny + (¢ — 1)N, pour tout ¢ € Ny, avec N € Ny. Dés lors, vu la
formule 2.1,

vp(ng) =Y ur(j) > ZUL n;) Zn1+ (j — 1N

§=0
i—1 .
» i +B)l+1 _ Bl+1
> CNl l — CNl (
= 2 [+1
7=0
FEn remplacant ensuite ¢ par N( —ny + N) dans cette inégalité, on a la
conclusion. O

Remarque 2.4.4. Avec les mémes hypothéses que dans le lemme précédent,
il est clair qu’on a en fait que vy,(n) est une fonction ©(n!*1).
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Théoréme 2.4.5. Si L est un langage régulier tel que ur(n) est ©(nl), pour
[ € N, alors la suite
<vn(L)>
ntt neN

converge vers une limite strictement positive. De plus, 1 est racine du po-
lynome caractéristique de la relation linéaire de récurrence satisfaite par
(un(L))nen avec une multiplicité supérieure ou égale a 1+ 1.

Démonstration. Nous savons de la théorie générale des automates que la
suite (ur(n))pen satisfait une relation linéaire de récurrence a coefficients
constants (cf. la proposition 1.1.14). Le terme général de celle-ci peut s’écrire
comme une somme finie ur(n) =Y, Pi(n)z], ou les P; sont des polynomes
et les z; des nombres complexes distincts. Comme L est polynomial, on a
nécessairement |z;| < 1, pour tout i. De plus, au moins un des nombres
z; est de module 1. Soit d le plus haut degré des polyndémes P corres-
pondant aux nombres z; de module 1. Fixons quelques notations. Soient
21 = e, ..., z = e les nombres de module 1 dont le polynéme corres-
pondant Py, est de degré d, avec 0; # 0;(mod 27) sii # j. Le coefficient de n¢
dans Py(n) est noté c¢x. On note zy11, ..., zs les autres nombres. Ainsi, il
vient

T
lur,(n)] = n? ch % + R,|,
j=1

ou

1 T S
R, = v Z(PJ(H) - cjnd)z? + Z Pj(n)z} | — 0sin — +oo.
j=1 j=r+1

Vu le lemme 2.4.2, il existe € > 0 et une suite infinie d’entiers n tels que
lur(n)| > n? (e — |Ry|). Pour n suffisamment grand, on a |R,| < § et donc

9
juro)] = 5,

pour une infinité d’entiers n. Comme par hypothése, ur(n) est O(n'), ceci
implique que d < [. On peut donc réécrire uy(n) sous la forme

Q;(n)e™% + T(n),

M-

uL(n) =
7=0

ot les Q) sont des polynémes de degré inférieur ou égal a [, 6; # 6;(mod 27)
sii# j, 00 =0et T(n) =3, <1 Pi(n)2]'. Notons g; le coefficient de n!
dans Q;(n), celui-ci pouvant éventuellement étre nul. Ceci donne

k k
ur(n) = gon' + Z qjemejnl + Z(Q](n) — anl) e™i 4 T(n).
j=1 §=0



22 CHAPITRE 2. LANGAGES REGULIERS POLYNOMIAUX

Par conséquent,

vn (L) 1 <
oY Y N Z ur(p)
TL poJp

_ P Op + p 0€
= T §: G

+i szo (Qj(P> - ij) Zp o T'(p )

: i+l i+l
Jj=0
Vu la formule 2.1, on a que lim Tpo? _ 1 Montrons que
-1, q n—+oo ~TF1  — [4+1° q
n ’ipej l
. Z —0 € 'D
lim === _y, (2.2)
n—-+o0o nl+1

D’une part,

( > Zzp _N e

p=0
D’autre part, on peut vérifier que

0 lz"+1 L 2" Rul2) R(z)
<232> 2 — Zn 1)H1-k + (z — DD

ol les Ry, et R sont des polyndémes de degré inférieur ou égal a [+1.Siz =e
alors les modules des fractions dans le membre de droite sont bornés, ce qui
suffit. Comme les polynomes Q;(p) — ¢;p' sont de degré strictement inférieur
a [, on a également

i0;
)

S0 (Qj(n) — gjp') e®ip!

nkgrloo nitl =0
n T
Enfin, on montre que lim, . 4 %1@) = 0. On considére un terme quel-
conque de T'(n), qu’on note simplement P(n)z". On a |z| = £ < 1 et

P(n) = Z?:o a;n’, avec § € N. Alors

n ) n
L > P <*Zspz»az|p S il S e
p=0 = :O p=0

En procédant de la maniére que pour montrer 2.2, on obtient bien encore
une limite nulle. Finalement, lim, 4~ %—&Ll) = l‘fl et par le lemme 2.4.3,
cette limite est strictement positive.

Pour la deuxiéme partie de la thése, il suffit de remarquer que puisque
qo > 0, 1 est racine du polynoéme caractéristique de la relation de récurrence
satisfaite par (un(L))neny et comme il s’agit du coefficient de n! dans le

polynoéme qui lui correspond, sa multiplicité est au moins [ + 1. O
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Remarque 2.4.6. Le dernier point de la preuve du théoréme 2.4.5 est un
fait connu par ailleurs. Par exemple, la caractérisation des langages polyno-
miaux 2.1.13 permet de travailler directement sur un automate acceptant le
langage polynomial considéré. Il est alors facile de vérifier que le théoréme
de Perron-Frobenius permet de tirer la méme conclusion.
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Chapitre 3

Multiplication par une
constante

Une des questions relatives a I’étude des systémes de numération abstraits
est celle de la stabilité du caractére reconnaissable par opérations arithmé-
tiques. Dans ce cadre, il semble naturel de commencer par étudier 'effet de
la multiplication par une constante. En effet, si la multiplication par 2 ne
conserve pas le caractére reconnaissable pour un systéme donné, on peut
montrer qu’alors le graphe de ’addition n’est pas régulier. Nous détaillerons
ceci plus loin.

Ce chapitre est divisé en quatre parties, organisées comme suit. Tout
d’abord, nous regardons en détails le cas du systéme de numération abstrait
construit sur le langage a*b*. Le résultat principal pour ce systéme est que
la multiplication par une constante préserve le caractére reconnaissable si et
seulement si cette constante est un carré parfait impair. Ensuite, nous élar-
gissons notre étude au cas des systémes de numération abstraits construits
sur des langages polynomiaux quelconques. Nous donnons, dans le cas de ces
systémes, une condition nécessaire de la conservation du caractére reconnais-
sable par multiplication par une constante. Nous poursuivons avec quelques
considérations pour le cas des systémes construits sur des langages exponen-
tiels, en séparant notre étude selon que le langage est de complémentaire
polynomial ou exponentiel. Enfin, nous terminons par plusieurs remarques,
notamment concernant le probléme du changement de ’ordre sur ’alphabet
du systéme.

3.1 Cas du langage a*b*

On place ici I’étude de la conservation du caractére reconnaissable dans
le cas du systéme de numération abstrait S = (a*b*,{a,b},a < b). Pour ce
systéme, il a été montré ([6]) que la multiplication par une constante préserve
la S-reconnaissabilité si et seulement si cette constante est un carré parfait

25
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impair. Nous en donnons ici la preuve originale des auteurs.

Le lemme suivant reste valable dans le cadre plus général des systémes
de numération abtraits construits sur un langage du type aj---a;. Nous
aborderons ce point plus en détails dans la chapitre 4. Nous y expliquerons
notamment comment obtenir une nouvelle preuve du théoréme 3.1.2.

Lemme 3.1.1. Soit une matrice A € Ng réguliere. Pour 1 < i < {, posons
hi() = Aani + -+ + Ayng — b, ou @ = (ny,...,ng) € N¢ et b, € 7.
Si les éléments de det(A). A™! sont tous positifs ou nuls, alors le langage
L={d".. -a?é | hi == hi(7) > 0,1 <i<¥ @ &N est un sous-ensemble
réqulier de aj - - - aj.

Démonstration. Si 7i € N¢ satisfait hi(7) > 0, alors
(A7), = Ajng + -+ + Ayng = u; + by,

pour un certain u; > 0. D’otl

¢
ni = (AT AR =) (A7) (uy +by), u; > 0.
j=1
Déterminons donc quels sont les vecteurs @ = (uq,...,us) € N définissant

ainsi des entiers n; positifs ou nuls. Si det(A) < 0, par hypotheése, les éléments
de A~! sont négatifs ou nuls et il existe seulement un nombre fini de tels
vecteurs #. On a alors que L est un langage fini et donc régulier. Supposons
maintenant que det(A) > 0. Alors les éléments de A~! sont positifs ou nuls,
et pour des u; suffisamment grands, on a n; > 0. Il reste encore & montrer que
les m; ainsi définis sont des entiers. Si A est la matrice des cofacteurs de A,
on a que n; est un entier si et seulement si Z?:l Aji (uj + bj) est multiple
de det(A). En posant r; = u;j( mod det(A)) € {0,...,det(A) — 1}, pour
tout 1 < j </, la condition devient que Z;zl Aji (1; 4+ bj) est multiple de
det(A). Or il y a seulement un nombre fini de tels vecteurs (rq,...,7,). Ceci
montre que le langage L est en fait une union finie de langages réguliers de
la forme

det(A det(A)\* det(A det(A)\*
a71“1+81 et( )<ale( )) a;ﬁ-sz et( )(a;( )) :

ou les s; sont des entiers choisis suffisamment grands pour assurer que les n;
soient bien tous positifs ou nuls. O

Théoréme 3.1.2. Soit S = (a*b*,{a,b},a < b). Soit A € N. La multiplica-
tion par A conserve la S-reconnaissabilité si et seulement si X est un carré
parfait impair.

Démonstration. Si A n’est pas un carré parfait, alors la multiplication par
A ne conserve pas la S-reconnaissabilité. Ceci est une conséquence d’un ré-
sultat plus général (cf. théoréme 3.2.4) qui sera exposé plus bas. Supposons
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donc que A = 32, pour un entier 3. Nous allons montrer comment diviser
'espace N? des couples d’entiers positifs ou nuls en 3 + 1 régions R; dans
chacune desquelles on peut donner une formule explicite pour la fonction
M :N? — N2 définie par M(p,q) = (r,t) si Avalg(aPb?) = valg(a"b?).

Nous illustrons ce phénomeéne pour le cas § = 5. La figure 3.1 montre
leffet de la multiplication par 25 sur I’ensemble des entiers représentés par
a®b*, 0 < i, j < 30. Chaque point de coordonnée (p, q) correspond au
mot aPb?. Les figures 3.2 et 3.3 montrent l'effet de la multiplication par 25
sur chacune des régions. La colonne de gauche (resp. de droite) contient
les différentes régions avant (resp. aprés) multiplication. On voit alors plus
clairement apparaitre la régularité des images.

120
100
80} : :
60
401 ;1

20

1000, .

800" *

R
et

600

o]

400

A

200

L)
b
.

3
Sede,
-

F1a. 3.1 — La multiplication par 25 dans a*b*.

En posant k = p+q et k' = r+t, vu la forme de valg (voir exemple 1.2.5),
on obtient que le couple (r,t) vérifie A valg(aPb?) = valg(a"b?) si et seulement
si

2r = 2p\ + k'* + 3K — E*X — 3k (3.1)
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100
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100
80
60
40

20

80
60
40

20

100
80
60
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100
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10 20 30 40 50 60 70 80

10 20 30 40 50 60 70 80

30 40 50 60 70 80

10 20 30 40 50 60 70 80

20 11

10 20 30 40 50 60 70 80

1000

600

400

1000

1000}, .

800}

600}

2007

1000

800

400} ;

200 400 600 800 1000

600 800 1000
o460 8008001000
200 400 600~ 800 1000

600} ..+

400}

200}

500 400 600

F1G. 3.2 — Les régions R; avant et aprés multiplication par 25.
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100

1000
80p: e 800
60f

600!,
40t ;" 400}

20} ¢ 200} §

10 20 30 40 50 60 70 80 800 1000

F1c. 3.3 — La derniére région R;.

Montrons que nécessairement k' > (k. En effet, tout entier positif z a une
représentation de longueur k si et seulement si Zlei <z < Zfilli et il
est clair que Z?ﬁlz < 32 Zle i. On peut donc écrire k' = Sk + u, pour un
certain entier v > 0. Montrons maintenant que, quelque soit la longueur de
départ k donnée, on n’a en fait qu’un choix fini de tels entiers u possible.

Les mots a?b? d’'une méme longueur k prennent comme valeurs
valg(a®) < valg(aPb?) < valg(b¥)
et vu la forme de valg, on trouve que
Ae(k + 1) < 2Avalg(a?b?) < Mk(k + 3)
E'(K +1) < 2valg(a”d') <K' (K + 3)

et donc que

EK +1) < B%(k+3) (3.2)

Bk(k+1) < K'(K +3). (3.3)

En remplacant k' par Sk + u d’abord dans 'inégalité 3.2, on obtient aprés
calcul que u < 3%—_1 En particulier, v est une fonction bornée. L’inégalité 3.3
donne alors ensuite u > ?

1) Supposons que (3 est impair. Les inégalités obtenues donnent alors

g 2ve]gfos-

et on peut finalement écrire u = |3/2] + i, avec —1 < i < 3 — 1 et, pour
chaque 7, vu la condition 3.1, on obtient

{ r=ri(p,q):=BG+1)p—BB—i—1)g+ 3 ((B+2i+2)?-9)
t=ti(p,q) == —Pip+ BB —i)g— 5 ((B+2)*—1).

Ces équations définissent, avec les conditions r, t > 0, 5 + 1 régions

R; = {(p, q) € N? | |repg (B%valg(aPb?))| = B(p + q) + {gJ +i}
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qui partitionnent N2. On note R les parties de a*b* correspondantes, i.e. les
ensembles des mots aPb? tels que (p, q) € R;. Les sous-ensembles réguliers de
a*b* sont les unions finies d’ensembles de la forme

D= {ay+fzbw+g’” | fy 9> 0}, w, x,y, z > 0.
Les ensembles

D; = repg ()\ Vals(D N R;)) _ {ari(y-i-fz,w-i-gx)bti(y+fz7w+gz) | f, 9> 0}

sont de la forme de L dans le lemme 3.1.1, avec

(M)

et

hi(f, 9) =28(+1)f —xp(B—i—1)g+b
hao(f, g) = —2pif +xB(B8 — i) g + ba.

Puisque det(A4) = xz833, les hypothéses du lemme 3.1.1 sont satisfaites
lorsque ¢ > 0 et zz # 0 et dans ces conditions, D; est régulier. Prouvons
maintenant la régularité de D; dans les autres cas.

Siz=z=0,alors D; = {a" "}, qui est bien str régulier. On peut donc
supposer avoir x # 0 ou z # 0.

Supposons i > 0 avec xz = 0. Supposons que = = 0. Si 7 # 0, la double
condition 7, ¢ > 0 impose une borne supérieure pour f. Ainsi D; est fini,
donc régulier. Si i = 0, alors D; est de la forme {a®?/ 01002 | f > —b,/B2},
qui est bien régulier. Le cas z = 0 se traite de maniére analogue.

Il reste encore & vérifier la régularité de D_1. Si z = 0, alors D_y =
{aP 0B+ | f > by /B2}, qui est régulier. Sinon, la condition 7 > 0 donne
une borne supérieure pour g, celui-ci ne pouvant ainsi prendre qu’un nombre
fini de valeurs ¢1,...,9n. Si z = 0, D_1 est fini, donc régulier. Sinon, pour
tout 1 < j < n, la condition ¢ > 0 donne une borne inférieure k; pour f et

n
= () {a o riapressoiaeii | 5 )

qui est bien régulier.
2) Considérons maintenant le cas ou ( est pair. Ecrivons = 2. On a
alors
y—1<u<3y—1,

ce qui nous permet d’écrire u = v + 1, avec —1 < i < [ — 1 et comme pour
le cas impair, on obtient des équations

{r—ri(p,q): B(i + )p B(B—i %)q +1((B+2i+3)2-9)
t=1ti(p,q) : ﬁ(z+ )p+ﬂ(6 i — g — L ((B+20)2+4i +28),
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définissant, avec les conditions r, t > 0, § + 1 régions
R; = {<p, q) € N’ | |repg (8*vals(a”t"))| = B(p+q) + § + }

qui partitionnent N2. On peut vérifier que pour tout p suffisamment grand,
(p,0) € R_y. Dés lors, repg (A valg(aP)) = a"b’, avec

{ r=qp+3v(y+1) -1
t=7p— 570y —1).

Ceci montre que le langage repg (valg(a*)) n’est pas régulier et par consé-
quent, la multiplication par 32 ne conserve pas la S-reconnaissabilité. O

Signalons tout de méme qu’a 'origine (voir [6]), le cas ou le multiplicateur
n’est pas un carré parfait avait été directement montré comme réfutable, sur
base de la théorie sur les équations de Pell et du fait que si un langage est
régulier, 'ensemble des longueurs de ses mots est ultimement périodique (cf.
la proposition 1.1.16).

On peut considérer L C (X x A)* comme un langage avec comme conven-
tion (z,y)(2',y’) = (za',yy’), les lettres étant les couples (o,0'), 0 € %,
o’ € A. Muni de cette opération de concaténation, (X x A)* a bien une
structure de monoide avec (e,€) pour neutre.

Définition 3.1.3. Soient ¥ et A deux alphabets et des mots z € X* et
y € A*. Soit $ ¢ LUA. Si|z| = |y| +1i, i €N, alors (z,7)® = (z,$%) et si
ly| = |z| 4+, i € N, alors (z,7)® = ($'z, 7).

Définition 3.1.4. Une relation R sur ¥* x A* est régulicre si R® est un
langage régulier sur 'alphabet ¥ x A.

Définition 3.1.5. Une application f : 3X* — A* est réguliére si son graphe
f={(z, f(x))¥ | x € £*} est un langage régulier sur alphabet ¥ x A.

Ces définitions s’étendent naturellement a des n-uples de mots.

Corollaire 3.1.6. Dans le cas du systéeme abstrait S = (a*b*, {a,b},a < b),
l’addition n’est pas une application réguliére.

Démonstration. Par le théoréme 3.1.2, on peut trouver une partie X de N qui
est S-reconnaissable mais telle que 2X n’est pas S-reconnaissable. Procédons
par ’absurde et supposons que le graphe de I'addition

G = {(reps(x),reps(y), reps(z +9))* |z, y € N}
soit un langage régulier. Comme bien sir,

A= {(reps($),reps(x),w)$ |z € X, we {a,b}"}
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est régulier, le langage
ANG = {(repg(z), repg(z), reps(22))® | # € X}

serait alors aussi régulier. Si ps est ’homomorphisme canonique de projection
sur la troisiéme composante d’un vecteur, on aurait alors aussi que le langage

~

p3(ANG) =repg(2X) serait régulier, ce qui est une contradiction. O

Remarque 3.1.7. Nous voudrions attirer 'attention sur le fait que le corol-
laire 3.1.6 ne prouve pas que ’addition ne conserve pas la S-reconnaissabilité.
En effet, si le fait qu’une application soit réguliére implique bien qu’elle pré-
serve la régularité, le contraire n’est pas vrai en général.

Nous donnons ici un exemple d’une application de graphe non régulier
mais qui préserve la régularité.

Exemple 3.1.8. Considérons le morphisme f sur I’alphabet unaire ¥ = {0}
défini par f(o) = o2. Bien siir, f préserve la régularité. Son graphe est donné
par f = {(c™, 62")% | n € N} = {(8"0", 0*") | n € N}. Le lemme de la
pompe 1.1.17 montre alors que f ne peut étre régulier.

3.2 Cas des langages polynomiaux

Dans le cas d’un systéme de numération abstrait construit sur un langage
polynomial, on peut donner une condition nécessaire pour avoir la conserva-
tion du caractére reconnaissable par multiplication par une constante. Nous
séparons la démonstration de celle-ci en deux parties. Nous considérons en
premier lieu le cas des langages de complexité exactement polynomiale et
dans un deuxiéme temps seulement, nous étudierons le cas d’'un langage po-
lynomial quelconque. Les résultats exposés dans cette partie sont issus de |7].

3.2.1 Langages exactement polynomiaux

Définition 3.2.1. Un langage est exactement polynomial si sa fonction de
complexité est un polynome.

Lemme 3.2.2. Soit f : N — N une fonction strictement croissante telle que
f(N) est une union finie de progressions arithmétiques et soient

yo € f(N) et T' € Ny tels que Vy > yo, y € f(N) & y+T € f(N).

Soit k = f~Y(yo +T) — f~Y(yo). Alors pour tout x > f~(yo) et pour tout
neN, ona f(x+nk) = f(z)+nl.

Démonstration. C’est une simple vérification par double récurrence. O
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Lemme 3.2.3. Si H est un polynome sur Q tel que H(Ny) C Z, alors
H(Z)C Z.

Démonstration. On procéde par induction sur le degré de H. Si deg(H)=1,
alors H = aX + b, avec a, b € Z et H(Z) C Z. Supposons que le résultat est
vrai pour les polynémes de degré k > 1. Soit H un polynéme de degré k + 1.
Alors R(X) = H(X 4+ 1) — H(X) est un polynome de degré k et R(Ny) C Z.
Par hypothése de récurrence, R(Z) C Z. Ainsi, H(0) = H(1) — R(0) € Z et
on conclut par induction sur z pour z < 0, puisque H(x) = H(z+1) — R(z),
pour tout x. O

Théoréme 3.2.4. Soit L C X* un langage régulier tel que

ant + - +an+ag, si n>0
1, sinon

umm:{

avec a; € Q, 0 < i < I et a > 0. Soit S = (L,3,<) un systéme de
numération abstrait construit sur ce langage. Si A € N\ {n't1 | n € N},
alors on peut trouver une partie X de N telle que repg(X) est réqulier et
repy (AX) n’est pas régulier.

Démonstration. Montrons tout d’abord comment construire un polynéme
P € Q[X] de degré I +1 tel que P(0) =0 et P(n+1) = P(n)+ur(n), pour
tout n > 1. On note P = by X" 4+ .- + b1 X. Considérons le polynome
Q = X'+ -+ a1 X + ap. En identifiant les coefficients dans l'identité
polynomiale Q(X) = P(X +1) — P(X), on obtient que les coefficients de P
doivent satisfaire les [ + 1 équations a; = Z?; 1 (JZ) bj, 0 < i < [. Celles-ci
forment un systéme triangulaire & [ + 1 inconnues b;, 1 < j < [+ 1. Le
polynéme P est donc ainsi complétement déterminé et est bien a coefficients
rationnels.

Comme pour tout n € Ng, Q(n) = ur(n) € N, le lemme 3.2.3 donne
Q(Z) C Z. Vu l'identité polynomiale Q(X) = P(X + 1) — P(X), on a alors
aussi P(Z) C Z. Comme on a aussi P(n+ 1) — P(n) = ur(n) > 0, pour n
suffisamment grand, il existe NV € Ny tel que pour tout n > N, P(n) > 0.

Soit x € Ny. Remarquons que

repg(z)] =n & wvp1(L) <z <wu(L) -1
& P)—a+1< 2 <Pn+1)—ap.  (3.4)

En effet, P(1) = ag et
vn(L) = ug(i) =1+ (P(i+1) - P(i)) =1+ P(n+1) — P(1).
i=0 i=1

Le polynéome P ainsi construit est tel que {P(n) | n > N} est, a un
nombre fini d’éléments prés, un translaté de valg (Min(.S)) . Comme Min(5)
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est S-reconnaissable (cf. la proposition 1.2.10) et comme le caractére recon-
naissable est stable par translation (cf. la proposition 1.2.11), on obtient que
{P(n) | n > N} est une partie S-reconnaissable de N.
Soit A € N\ {n*! | n € N}. Notre but est de montrer que l’ensemble
A P(n) | n> N} n’est pas S-reconnaissable. Nous procédons par étapes.
Nous montrons d’abord que, pour n suffisamment grand,

n < |repg (AP(n)) | < p%nJ < ATn. (3.5)

La premiére inégalité est évidente vu la condition 3.4. Montrons la seconde
inégalité. Ecrivons P = b1 X+ 4 P/, avec bjyq > 0 et Q un polynome de
degré inférieur ou égal a [. Ainsi

P([Atn]) = AP — a0+ 1 b ( (30 =1) Tt ) 4 o),

Pour n suffisamment grand, I’expression de droite est strictement positive et
on conclut encore grace a la condition 3.4.
Ensuite, nous montrons que, pour n suffisamment grand,

repg (AP(n + 1)) | > [repg (AP(n)) |.

Vu la condition 3.4, cela revient & montrer que AP(n + 1) > P(i + 1) — ay,
pour n suffisamment grand, ot i = |repg (AP(n))|. Par construction du
polynéme P et vu la définition de 1,

AP(n+1) = AP(n) 4+ Aur(n) > P(i) — ap + Aur(n).

Par conséquent, il suffit de montrer que P(i)+Aur(n) > P(i+1). En utilisant
les inégalités 3.5, on obtient

Na(n) = (P(i+1) = P(i) = Aug(n) - uz (i)
= gl =)+ FapOnfF —iF) + . fag(A—1)

= ' |a (A(;>l>+--~+&<A<;>k>+~-+zzu1)

R —0 —0

>0 borné

et donc on a bien que lim, 1 W > 0.

Procédons par l'absurde et supposons que repg (A{P(n) |n > N}) soit
régulier. Alors, vu la proposition 1.1.16, |[repg (AM{P(n) | n > N})| devrait
étre une union finie de progressions arithmétiques. On pourrait donc trouver
lo € [repg (AM{P(n) |n > N})]| et I € Ny tels que pour tout I > Iy, on ait

I € lrepg A{P(n) [n > N})| < 1+T € |repg A{P(n) | n > N})|.
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Vu ce qui précede, la fonction |repg (AP(+)) | devient strictement croissante a
partir d’un certain cran, et donc, pour n suffisamment grand, on aurait que
lrepg (AP(n)) | > lp. Par le lemme 3.2.2; on pourrait trouver k € Ny tel que
pour n suffissamment grand et pour tout a € N, on ait

lrepg (AP(n + ak))| = |repg (AP(n)) | + al’ =i(n) + al.
Vu les inégalités 3.4, ceci donnerait

P(i+al')—ay+1<AP(n+ak) < P(i+al'+1) —ao.
D’une part, la premiére de ces inégalités donne

AP(n+ak) — P(i+ol')+ag—1>0,

pour tout a € N. D’oti le coefficient de a/*! dans le membre de gauche doit

étre positif ou nul, c’est a dire b1 (ATt — TH1) > 0. Remarquons que
ce coefficient s’annule si et seulement si A\ = (I'/ k)l+1. Montrons que ceci
n’arrive jamais. En effet, I'/k ne peut pas étre entier par hypothése. Mais
alors on aurait T'/k € Q\N et A = (I'/k)"™! ne serait pas un entier, ce qui ne
se peut pas non plus. Finalement, on a obtenu que by 1 (AET! — 1) > 0,
et donc que

ARFL s L

D’autre part, la seconde inégalité donne
AP(n+ak)—P(i+al' +1)4+ap <0,

pour tout a € N. Le coefficient de o/T! dans le membre de gauche, qui est
encore by, 1 (AT — D) doit alors étre strictement négatif, et donc

)\kl+1 < Fl+17
d’oll une contradiction. O

Ce résultat montre en particulier (voir théoréme 3.1.2) que seuls les carrés
parfaits sont candidats pour préserver la S-reconnaissabilité aprés multipli-
cation, dans le cas du systéme abstrait S = (a*b*,{a,b},a < b).

La proposition suivante montre que ’argument utilisé dans la démons-
tration du théoréme 3.2.4 ne peut malheureusement pas étre étendu au cas
des constantes A € {n!T! | n € N}. En effet, il montre en particulier que
si un langage L a pour fonction de complexité un polynéme de degré [
et si P est le polyndme construit dans la preuve du théoréme 3.2.4, alors
Pensemble |repg ({87 P(n) |n > N}) | est une union finie de progressions
arithmétiques, pour tout entier .

Proposition 3.2.5. Dans les mémes conditions que le théoreme 3.2.4, on
peut trouver une constante C € Z telle que pour n suffisamment grand, on a
repg (B71P(n)) | = Bn+ C, pour tout B € N.
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Démonstration. Soit 8 € N. Considérons le méme polynéme P que dans la
preuve du théoréme 3.2.4. Vu la condition 3.4, nous devons trouver C' € Z
tel que pour tout n suffisamment grand, on a

P(fn+C+1)—ag—H1P(n) >0 (3.6)

BH1P(n) — P(Bn+C) +ag—1>0.
Dans chacune des expressions de gauche de 3.6 et de 3.7, les termes en n/*!
se suppriment. Il s’agit donc dans les deux cas de polyndémes de degré [. Si
on pose a; = b1 (I + 1) > 0, le coefficient de n! dans 3.6 est

B (@ (C+1) +bi(1— ), (3.8)
qui est une fonction linéaire strictement croissante de C' s’annulant unique-
ment en C' = C7 := bz(ﬁ;j})—az' Parallélement, le coefficient de n! dans 3.7
est

B (@ C + b (1= 3)), (3.9)
qui est une fonction linéaire strictement décroissante de C' et s’annulant
uniquement en C' = Cs := %Z_l) = (' + 1. Cette situation est illustrée par
la figure 3.4.

coefficient deln coefficient delln
dans la premiére expression dans la premiére express

coefficient de |n

dans la seconde expr.

coefficient de'n
dans la seconde expr.

C1 G, _¢ Cy Q.
NS N
1 1 | 1 1 |
C, non entiers C; entiers

Fic. 3.4 — Les coefficients de n! dans 3.6 et 3.7.

Si Cy et Co ne sont pas des entiers, alors on peut trouver C' € |Cy, C2[NZ tel
que les coefficients 3.8 et 3.9 soient tous les deux strictement positifs. Dans ce
cas, les inégalités 3.6 et 3.7 sont bien satisfaites, pour n suffisamment grand.
Sinon, les seuls choix possibles pour la constante C sont C = Cq et C' = Cs.
En effet, pour tout autre entier C, un des deux coefficients est forcément
strictement négatif. Si C' = (', alors le coefficient 3.9 est strictement positif
et I'inégalité 3.7 est satisfaite pour n suffisamment grand. De méme, si C =
(s, alors le coefficient 3.8 est strictement positif et 'inégalité 3.6 est satisfaite
pour n suffisamment grand. Pour 1 < i <[ — 1, le coefficient de n’ dans 3.6
avec C' = C est 'opposé du coefficient de n’ dans 3.7 avec C' = Cs. Le terme
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indépendant de 3.6 avec C' = C est P(C2) — ag et celui de 3.7 avec C' = Co
est —P(C3) 4+ ap — 1. D’on, si 'expression 3.6 avec C' = (' s’écrit sous la
forme

Aiont L+ A+ P(C3) — aop,

alors I'expression 3.7 avec C' = (s s’écrit
—Al_lnl_l — o= Ain — P(CQ) +ag — 1.

Si les coefficients A; ne sont pas tous nuls, on pose j = max{i | A; # 0}.
Si Aj > 0, alors on prend C' = C et si A; < 0, on choisit C' = Cs. Sinon,
ona A; =0, pour tout 1 < i <1 —1. Si P(Cq) —ag > 0, alors on prend
C = (. Sinon, on a —P(C3) + ap > 0 et comme, lors de la construction
du polynome P, on avait montré que P(Z) C Z, il s’agit d’un entier. Ceci
implique que —P(C2) + ag — 1 > 0 et on choisit donc C' = Cs. O

3.2.2 Langages polynomiaux quelconques

Nous démontrons & présent la condition nécessaire annoncée dans le cas
d’un systéme de numération abstrait construit sur un langage polynomial
quelconque.

Théoréme 3.2.6. Soit L C X* un langage régqulier tel que ur(n) est O(n!),
pour | € N. Soit S = (L, %, <) un systéeme de numération abstrait construit
sur ce langage. Si A € N\ {n*1 | n € N}, alors on peut trouver une partie
X de N telle que repg(X) est régulier et repg(AX) n'est pas régulier.

Démonstration. Comme ur(n) est ©(n') par hypothése, on peut trouver
une suite (n;);eny et une constante by > 0 telles que ur(n;) > boné, pour
tout ¢ € N. Vu le théoréme 2.1.13 de caractérisation des langages réguliers
polynomiaux et la remarque 2.1.8, on peut choisir la suite (n;);en telle que
n; = ng + ¢C, pour tout ¢ € N, avec C € Njy. Remarquons qu’alors on
an+1 < [repg(vn(L))| < n+ C + 1, pour n suffisamment grand. En
effet, parmi C' valeurs de u, (L) consécutives, au moins une est strictement
positive. Vu le théoréme 2.4.5, la suite (vn(L)/nl+1)neN converge vers une
limite strictement positive. Si a est cette limite, alors pour tout K > a et
pour tout J < a, on peut trouver des entiers nx et ny tels que

vo(L) < Kn'™*h n > ng, (3.10)
vn(L) > it n > ny. (3.11)

Fixons de tels K et J. l
Supposons dans un premier temps que A > (%) . Montrons que, pour n
suffisamment grand,

n+1 < freps(Aon(D)| < [An] +C - 1< A0+ (3.12)
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I suffit de montrer que Av,(L) < UTAL/tn] +CLl(L). Pour n suffisamment
grand, vu I'inégalité 3.11, on a

vrang (D) 2 J (P\%nDlH > J (A%n)l“.

Ensuite l'inégalité 3.10 donne v, (L) < AKn!t! < JAHD/IpHL - ce qui
suffit puisque la fonction n — v, est croissante.

Par hypothése, ur(n) est O(n!) et on peut donc trouver une constante
by > by telle que up,(n) < blnl, pour n suffisamment grand. Soit s un entier tel
que sbg > b1. Nous montrons maintenant que la fonction i — |repg(Avy,,,—1)|
est strictement croissante & partir d’un certain cran. On doit montrer que,
pour ¢ suffisamment grand, on a

|I‘eps()\’£}ns<i+l>71)| = |repS()‘vns¢+sCfl)| > |repS()‘Un5i*1)|'
Si g = |repg(Avn,,—1)|, alors vg_1(L) < Avy,,—1 < vy(L) et la thése devient

sC—1
Ap i psC—1 = AUng—1+ A Z ur(nsi + ) = vg(L) = vg—1(L) +ur(g).
=0

11 suffit alors de montrer que /\nga Yur(ng + j) > ur(g). Premiérement,

vu linégalité 3.12, on a g < A\Y!(ng — 1) + C et donc
l
ur(g) < blgl <b (x\%(nsi -1)+ C) ,

pour ¢ suffisamment grand. Deuxiémement, on a

sC—1 s—1
A up(neg +4) =AY up(ng + jC) = Abgsnly > Abinly,
=0 =0
ce qui suffit.

Considérons ensemble d’entiers X = {v,_,—1 | ¢ € N}. Comme pour
tout ¢ € N, on a ur(nsi) > 0, repg(vy,,—1) est le premier mot de longueur
ng = Ng + siC de L. D’ou

repg(X) = Min(S) N X" (ZSC)*

et, vu la proposition 1.2.10, X est S-reconnaissable. Notre but est de montrer
que ’ensemble AX n’est pas S-reconnaissable. Procédons par 'absurde et
supposons qu’il le soit. Alors, vu la proposition 1.1.16, |repg(AX)| serait
une union finie de progressions arithmétiques. Vu ce qui précéde, on peut
appliquer le lemme 3.2.2 & la fonction i — |repg(Avy,,—1)]. Celui-ci nous
donne des constantes strictement positives k et I telles que pour tout entier
a positif ou nul et pour ¢ suffisamment grand,

|repS()‘vno+sC(i+ak)—1)| = |repS()‘Un0+sCi71)‘ +al’
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ou de maniére équivalente, si z = |repg(Avpny+sci—1)l,
Vztal—1 < ANt sC(itak)—1 < Vztal'-
D’une part, vu les inégalités 3.11 et 3.10, la premiére de ces inégalités donne
J(z+al — 1) < v, qr_1 < AK(ng + sCi 4+ sCka — 1)1,

pour tout « et pour ¢ suffisamment grand. Comme cette inégalité doit étre
vraie pour tout entier «, les coefficients des termes dominants en « doivent
vérifier JTH < AK (sCk)*1. D’autre part, la seconde inégalité donne

K(z+ o) > v, or > M (ng + sCi + sCak — 1)1,

pour tout a € N et pour ¢ suffisamment grand. Par le méme argument que
précédemment, on doit avoir aussi JI'T! > AK (sCk)!*!, donc

AIK(SC!@) '

Si (Km)men, €t (Jm)men, sont les suites définies par

1 1
Kp=a+—etJy,=0a—-—,
m m

alors pour tout m € Ny, on a J,, < 2’3—%) < K, si n est suffisamment grand.

Ce qu’on a montré jusqu’a présent reste donc vrai si on remplace J par J,,
et K par K,,, quelque soit m € Ng. En faisant tendre m vers l'infini, poser
la condition A > (K,,/ Jm)lJrl revient a supposer A > 2. Ceci impliquerait

I+1
ARG
sCk

ce qui est impossible vu I’hypothése sur A. O

Par le méme raisonnement que dans le cas du langage a*b*, le théo-
réme 3.2.6 admet le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.7. Dans le cas d’un systéme de numération abstrait construit
sur un langage régulier polynomial, [’addition n’est pas une application régu-
liere.

Pour un systéme de numération construit sur un langage dont la fonction
de complexité est bornée par une constante, au vu du théoréme 3.2.6, tous
les entiers sont des multiplicateurs susceptibles de conserver le caractére
reconnaissable. Un tel langage est dit slender et les sytémes de numération
construits sur ces langages seront discutés pour leurs propriétés propres a la
fin de ce chapitre.
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3.3 Cas des langages & complémentaire polynomial

Considérons a présent un systéme de numération abstrait construit sur un
langage régulier quelconque. Vu le théoréme de séparation 2.2.2, le complé-
mentaire de celui-ci est lui-méme un langage soit polynomial, soit exponen-
tiel. Nous montrons dans cette partie que la multiplication par une constante
ne préserve en général pas le caractére reconnaissable pour un systéme de
numération abstrait construit sur un langage régulier & complémentaire po-
lynomial.

Définition 3.3.1. Si L est un langage sur ¥ et x est un mot sur X, on note
L, ={w € L | 3y € ¥, w = zy} 'ensemble des mots de L dont x est
préfixe.

Bien stir, sio € X, alors Li+1 C Lgi, pour tout ¢ € N. Comme L, C L, on
aaussi ur, (n) < wur(n), pour tout n € N. Si L est de complexité polynomiale,
il en est donc de méme pour L,. Remarquons aussi que si L s’écrit L = 3*\ M,
avec M C ¥* alors L, = X% \ M, quelque soit le mot z sur X.

Exemple 3.3.2. Considérons le langage M = ¥* \ L, avec ¥ = {a,b} et
L = a*b*. Notons S = (M,3,a < b). On a

ur(n) =n+1letupy(n)=2"-—n-1,

vp (M) = En:uM(i) = ontl _ nin+3) _ 2,
1=0

2
pour tout n € N. L’ensemble {v,, (M) |n € N} est bien stir S-reconnaissable.

Mais on peut montrer que, par contre, I’ensemble {2v,(M)|n € N}, n’est
pas S-reconnaissable.

Ceci est en fait une conséquence d’un résultat plus général.

Théoréme 3.3.3. Si S = (¥*\ L, X, <) est un systéme de numération abs-
trait construit sur un langage régulier a complémentaire L de fonction de
complexité en O(nl), | € N, et d’alphabet ¥ de cardinalité t > 2, alors on
peut trouver une partie S-reconnaissable X de N telle que, pour tout entier
j>1, X nlest pas S-reconnaissable.

Démonstration. Notons ¥ = {01 < --- < oy—1 < 7} et M = ¥*\ L. Pour
0<k<n,ona

U (Mon—r) = tn (S i) = Un(Lon-r) = t* — wn(Lynot),
ot Uy (L n—r) est une fonction O(n!) et
g gl —1

on(M) =) (ui(S) —ui(L)) = ———

=0

— vp(L).
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Si X = {v,(M) | n € N}, alors repg(X) = Min(S) et vu la proposi-
tion 1.2.10, X est une partie S-reconnaissable de N. Nous allons montrer
que, pour tout entier j > 1, t/ X n’est pas S-reconnaissable. Fixons un entier
j > 1. Pour n suffisamment grand, on a

Un+j_1(M) < tj’Un(M) < Un+j(M).
En effet, d’une part, on a

t—1
t—1"

Ontj (M) — v, (M) = 0, (L) — vy (L) +

Vu le théoreme 2.4.5, la suite (Un(L)/nl+1)n€N converge vers une limite stric-

tement positive. Si a est cette limite, alors

i Ureti(M) — Hon (M)
n— 00 nl+1

= (t/ —1)a > 0.

D’autre part, vu le lemme 2.4.3, v, (L) est une fonction ©(n'*1) et

. . | .
t]Un(M) — ’UnJr];l(M) =" — ﬁ + /UnJrjfl(L) — t]Un(L)

a un terme dominant exponentiel, ce qui suffit. Il s’ensuit que
[repg (v, (M))| = n + 4.

Ensuite, pour tout n suffisamment grand, il existe un unique entier ¢ = i(n)
tel que

Untj (Mpnti—is1) < Onpj(M) = 0, (M) < gy (Mpnts—i)
—_———

—=¢i—1

—tntj(Lontj—it1) =t'—tn4;(L ntj—i)

et on peut écrire repg(tiv,(M)) = 7 igz, avec 2| =i — 1 et 0 # T.
Montrons que lim,,—, ;o (n—1i(n)) = +00. Si n—i(n) était borné, en divisant
chaque membre des inégalités ci-dessus par t" et en passant & la limite sur n,
on aurait que les extrémités tendraient vers des limites strictement positives
tandis que la limite centrale serait nulle, ce qui serait absurde.

Nous procédons par 1'absurde en supposant que reps(t/X) est accepté
par un AFD a ¢ états. Alors vu ce qui précéde, on a n —i(n) > g pour
n suffisamment grand et on peut donc trouver des entiers ng et s > 0 tels
que repg(tv,,(M)) = 79502, avec o # 7. Dés lors, par le lemme de la
pompe 1.1.17, il existe une constante strictement positive a telle que les
mots 79752 sont dans repg(#/ X ), pour tout entier positif m. Ceci n’est
pas possible, puisque le suffixe zg est de longueur fixe. O
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Les seuls candidats restants pour conserver le caractére reconnaissable
d’un systéme de numération abstrait par multiplication par une constante
sont donc les systémes construits sur un langage exponentiel & complémen-
taire exponentiel. Nous ne développerons pas dans ce texte le cas de ces
langages. Signalons tout de méme qu’on peut obtenir pour ces systémes des
conditions suffisantes garantissant la conservation de la reconnaissabilité par
multiplication par une constante et par addition (|7]). Nous donnons ici un
exemple d’un tel langage.

Exemple 3.3.4. Soit le langage L = a{a,b}* sur 'alphabet {a, b}. Le com-
plémentaire de L est le langage M = b{a, b}* et leurs fonctions de complexité
sont données par

ur(n) =up(n) =2""% neN.

3.4 Quelques remarques

3.4.1 Changement de 'ordre sur ’alphabet

Jusqu’a présent, nous avons étudié le lien entre le caractére reconnaissable
d’un ensemble d’entiers dans un systéme de numération abstrait et différentes
opérations arithmétiques effectuées sur cet ensemble. Dans la méme veine
de questionnement, on peut aussi se demander quelle est 'influence d’un
changement de ’ordre de ’aphabet du systéme.

SiS=(LX,<)etT = (LY, <) sont deux systémes de numération
abstraits, on pose

£s;r =reprovalg : L — L' et £g7 = valp orepg : N — N.

Lorsque S et T sont clairement identifiés par le contexte, on écrit simplement

et

Nous commencons par donner un exemple positif.

Exemple 3.4.1. Considérons les systémes abstraits S = (a*b*, {a, b}, a < b)
et T = (a*b*,{a,b},b < a). On observe que {57 (aPb?) = afb?, p,q € N.
D’oti, pour tout mot w de a*b*, on a g r(w) = h(w'), ot h : {a,b} — {a, b}
est le morphisme défini par h(a) = b et h(b) = a. Ceci montre que si une
partie de N est S-reconnaissable, alors elle est aussi T-reconnaissable.

Malgré cet exemple positif, on n’a en général pas la conservation du ca-
ractére reconnaissable aprés changement de 'ordre de 'alphabet du systéme.
En effet, le résultat suivant montre que dans le cas du systéme de numéra-
tion abstrait construit sur le complémentaire de a*b*, changer I'ordre altére
le caractére reconnaissable des ensembles d’entiers.

Lemme 3.4.2. Soit n € N et soient les systemes U = ({a,b}*,{a,b},a < b)
et V= ({a,b}",{a,b},b < a). On a &y (n) = 3.2 —n—3, oul = |repy(n)|.
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Démonstration. C’est une simple vérification. O

Proposition 3.4.3. Soient les systémes de numération abstraits

S =({a,b}*\ a*b*,{a,b},a <b) et T = ({a,b}*\ a*b*,{a,b},b < a);
U= ({a,b}",{a,b},a <b) et V=({a,b}" {a,b},b<a).

Pour tout entier n > 2, si l = |repy;(n — 1)], alors
Es(bab™) = aba™ ' tbrep, (n — 1).

Démonstration. Pour faciliter la lecture, notons L = {a,b}* \ a*b*. D’une
part,

valg(bab™) = wvpt1(L)+ upt1(L) +up({a,b}")—1
—— —— ————
lw|l<n+2  w=au,|u|=n+1  w=abu,|u|=n

= vy (L) + 2T 42 —pn -3,

D’autre part, on construit valp (aba"*lflb repy(n — 1)) en utilisant la pro-
position 1.2.7 avec 'automate minimal de L. Celui-ci est représenté par la
figure 3.5.

a b a,b

O
F1G. 3.5 — Automate minimal de a*b*.

Ainsi, on a

Valp(anililbrepU(n — 1)) + vng1(L) = vn—1(p) + un(p) + un(q)
= val,(a" " 2brepy(n — 1)) — vn_2(q) + Un_1(p) + vpyp1 (L) + 27T —1

n—2
= valg(brepy(n—1)) —vi(q) + Z ui(q) + vpp1 (L) + 27T 42771 2
i=1+1

= &yn—1)—v_1(q) + va1 (L) + 2" 427 — 2.2 -2
= (L) + 2" 42" —n -3,

ol on a utilisé le lemme 3.4.2 & la derniére étape. O

Nous déduisons de la proposition 3.4.3 un exemple négatif.
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Exemple 3.4.4. Considérons cette fois les systémes de numération abstraits
S = ({a,b}* \ a*b*,{a,b},a < b) et T = ({a,b}* \ a*b*,{a,b},b < a). Vu
la proposition 3.4.3 et le lemme de la pompe 1.1.17, valg(bab?b*) n’est pas
un ensemble T-reconnaissable d’entiers. On n’a donc pas conservation du
caractére reconnaissable si on change 'ordre sur {a, b}.

Le caractére reconnaissable n’est donc en général pas conservé si on
change l'ordre sur I'aphabet du systéme. Malgré cela, on peut tout de méme
mettre en évidence des classes de langages pour lesquels le changement de
l'ordre de I’aphabet n’a pas d’effet sur la reconnaissabilité. La premiére
d’entre elles est celle des langages vérifiant les hypothéses de la proposition
suivante.

Proposition 3.4.5. Soient S = (L, X,<) et T = (L,X, <) deux systémes
de numération abstrait construit sur un méme langage L et d’ordres < et <
distincts. Soit ng € N. Si up(p) = un(q), n > ng, pour tous états p et q de
Pautomate minimal Ap, = (Q,%,6,s, F) de L, alors toute partie X de N est
S-reconnaissable si et seulement si elle est aussi T-reconnaissable.

Démonstration. Les éléments de ¥ s’ordonnent en ¥ = {o; < --- < gp} =
{ov, < --- < 04}, ot v est une permutation de {1,...,p}. Nous allons
montrer que le graphe & = {(z,y) € L x L | valg(z) = valy(y)} de Es1 est
un langage régulier sur I'alphabet ¥ x 3. On aura alors que

repr(X) = p» (0 p; ! (reps(X)))

est régulier si et seulement si repg(X) l'est aussi, oul p1, po : (X x X)* — X*
sont les homomorphismes de projections canoniques.

Soit (z,y) € E Comme les systémes abtraits S et T' possédent la méme
suite (vp)nen, on a bien |z| = |y|. Si |z| > ny, alors, par construction de la
fonction rep dans un systéme de numération abstrait et vu ’hypothése sur
les états de 'automate minimal du langage, x et y se décomposent en

/
:E:U’i1"'o-ilﬁety:o-ui1"'O-Vilﬁa
—— N

[0 /

«

avee |B] = |8 = no, B € Loa, B € Ly et vals, , (8) = valy_,(#). Pour

conclure, il suffit de remarquer que les mots de §A de longueur plus grande
a égale a ng sont exactement les mots acceptés par TAFND qui a comme
ensemble d’états (Q x Q) U {f}, ou (s,s) est I'unique état initial et f est
I'unique état final et dont les relations de transition sont de deux types :
premiérement, celles de la forme ((q,q’), (04,04,), (¢.0i,¢ .0.,)) et deuxiéme-
ment, celles de la forme ((¢,¢'), (8, 3), f), avec |B] = |6'| = no, B € Ly,
B € Ly et valy(8) = valy (3'). O
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Une autre classe de langages pour lesquels le changement de 1’ordre de
I’aphabet n’a pas d’effet sur le caractére reconnaissable est celle des langages
dits slender. Ces langages possédent plusieurs propriétés propres intéres-
santes, que nous détaillons dans la section suivante.

3.4.2 Cas des langages slender

La classe des langages slender préserve non seulement le caractére re-
connaissable sous changement d’ordre de I’alphabet du systéme, mais elle
préserve également celui-ci par multiplication par une constante et par ad-
dition.

Définition 3.4.6. Soit un entier d > 0. Un langage L est d-slender si
ur(n) < d, pour tout n > 0. Un langage slender est un langage qui est
d-slender pour un certain entier d > 0.

Vu le corollaire 2.1.15, les langages réguliers slender admettent la carac-
térisation suivante. Un langage L C X* régulier est slender si et seulement
si il est de la forme

k
L= ley;kzza k Z ]-a Liy Yiy 24 S E*a
i=1

ol l'union est une union disjointe.
La preuve de la proposition suivante est une preuve directe. En fait, on
peut aussi déduire ce résultat du théoréme 3.4.8 donné ci-dessous.

Proposition 3.4.7. Si L est un langage régulier slender et si S = (L, %, <)
et T = (L,X, <) sont deux systémes de numération abstrait construit sur L
d’ordres < et < distincts, alors toute partie X de N est S-reconnaissable si
et seulement si elle est ausst T'-reconnaissable.

Démonstration. Par le méme argument que dans la proposition 3.4.5, il suffit
de montrer que le graphe € = {(z,y) € L x L | valg(z) = valp(y)} de €
est régulier. Soit d > 0 tel que L est d-slender. Posons I1 « = Min(S), I1 < =
Min(T') et pour 2 <14 <d,

i—1 i—1
Le=Min L\ [ JLi<|,<| et Lx=Min | L\ [ JLi< ], <
j=1 j=1

Bien siir, pour tout 1 <14 < d, les langages I; « et I; - sont réguliers et

d d
L=ULi<=UL<
j=1 j=1
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ot les unions sont disjointes. Pour tout « € L, on a |z| = |¢(x)|. D’ou

d
E=J (U< x )N (S x %)),

j=1
qui est bien régulier. O

Théoréme 3.4.8. 57 S est un systéme de numération abstrait construit sur
langage régulier slender, alors une partie X de N est S-reconnaissable si et
seulement si elle est une union finie de progressions arithmétiques.

Démonstration. Comme les progressions arithmétiques sont reconnaissables
par tout systéme de numération abstrait (voir proposition 1.2.8), la condi-
tion est évidemment suffisante. Montrons qu’elle est aussi nécessaire. Par la
caractérisation des langages slender, on a

i=1

k
L= <U$zy:zz> UF07 kZ 17 Ti,Yiy Zi € 2*7 Yi #87

ot les unions sont disjointes et Fyy est un ensemble fini. La suite (un(L)),,cn
est ultimement périodique de période C =ppem{|y;| | 1 < i < k}. De plus,
on observe que si z;y!'z; est le I-iéme mot de L de longueur |z;z;]| + nlyl,
alors
nJr%
Z;yY; Y2

est le [-iéme mot de L de longueur |x;2;| + n|y;| + C. Soit X une partie de N
qui est S-reconnaissable. Le langage repg(X) est un sous-ensemble régulier

de L et s’écrit donc sous la forme

reps(X) = | |J (") % | U R,
jeJ

avec J C {1,...,k}, a; € N pour tout j € J et F{ un sous-ensemble fini

de L. Vu ce qui précéde, X est bien ultimement périodique. O

Corollaire 3.4.9. Si S est un systéeme de numération abstrait construit sur
un langage régulier slender, alors la multiplication par une constante préserve
la S-reconnaissabilité.

Remarquons que le corollaire 3.4.9 est en accord avec le théoréme 3.2.6.
En effet, un langage slender est de complexité O(n?).

Corollaire 3.4.10. Si S est un systeme de numération abstrait construit sur
un langage régulier slender, alors 'addition préserve la S-reconnaissabilité.



Chapitre 4

(Généralisation

Dans cette derniére partie, nous généralisons le probléme de la conserva-
tion du caractére reconnaissable par mutiplication par une constante dans le
cas d’un systéme abstrait construit sur le langage a*b* au cas d’un systéme
construit sur un langage de la forme aj - - - aj.

Précisons tout d’abord quelques notations. On désignera par By le lan-
gage aj - --a; sur I'alphabet ¥, = {a1,...,a;} de cardinalité £ > 1. On sup-
posera toujours que (3, <) est totalement ordonné par a; < --- < ay. De
plus, on notera rep, et valy les fonctions de représention et de valeur numé-
rique du systéme de numération abstrait associé ainsi que us(n) := ug,(n)
et ve(n) := vp,(n). Si w est un mot sur Xy, |w| désigne sa longueur et
]w|a]. compte le nombre de lettres a; apparaissant dans w. La fonction
de Parikh ¥ est l'application qui & un mot w € Xj associe le vecteur

lI}(“’) = (|w‘a17 SRR ‘w’az)'

Remarque 4.0.11. Dans le cas des langages By, la fonction de Parikh W est
une bijection. Dans ce qui suit, nous ne ferons donc pas de distinction entre
un entier n, sa By-représentation rep,(n) = a' --- aé’z € By et le vecteur de
Parikh correspondant W(rep,(n)) = (i1, ...,i¢) € N

Dans les exemples, lorsque nous considérerons les cas £ = 2 ou 3, nous
utiliserons les alphabets {a < b} ou {a < b < c}.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. En premier lieu, nous
obtenons une méthode de calcul de valy(a}” - - - a;*). Nous en déduisons une
preuve du fait que tout entier positif ou nul s’écrit de maniére unique comme
somme de coefficients binomiaux :

() () 1)

avec zp > zgp_1 > --- > z1 > 0. Ensuite, nous énongons la conjecture que
les entiers A\ préservant le caractére reconnaissable pour le systéme abstrait
construit sur By sont exactement ceux de la forme (Hfz1 pfi)z ou p1,...,Pk

47
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sont des nombres premiers strictement supérieurs & £. Nous proposons des
résultats partiels dans cette direction. Finalement, nous donnons une forme
explicite des sous-ensembles réguliers de By et nous terminons par une ap-
plication a la By-reconnaissabilité des progressions arithmétiques.

4.1 Bj-représentation d’un entier

Rappelons que le coefficient binomial (;) s’annule lorsque ¢ < j.

Lemme 4.1.1. Pour tous entiers £ > 1 et n >0, on a

ugs1(n) = ve(n) (4.1)

wg(n) = <” Zf; 1). (4.2)

Démonstration. La relation (4.1) provient du fait que ’ensemble des mots
de longueur n de Byt se partitionne en

n

* * ) n—1i
U (al"-ag ﬁZZ)aZ_H.
1=0

Pour obtenir (4.2), on procéde par induction sur £ > 1. Pour ¢ = 1, il est clair
que uj(n) = 1 pour tout n > 0. Supposons maintenant que I’égalité (4.2) est
vérifiée en £ et montrons qu’elle 'est encore en £+ 1. Vu I’égalité (4.1), on a

- i+ l—1
SHEE SUCED ol (|

=0 =0
Pour conclure, il suffit de vérifier par induction sur n > 0 que
z’"‘: i+0—1\ [(n+¢
, (-1 ) \ ¢ )
=0
ce qui se fait de maniére directe. O

Lemme 4.1.2. Soit S = (B, %, <). On a

Cu+'”+np+ﬂ—©

4
wali(ap? af) = 3 (M

=1

Par conséquent, pour tout n € N,

repatn)l =k es (7T s (M)

=1
~———— v
valg(ak)

valy (a?)
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Démonstration. De la structure méme du systéme considéré, on observe que

valp(alt -+ - a)*) = valg(af* ™) + valy_q (a}? - @)t ).

En itérant cette décomposition, on obtient

L

valy(af' -+~ ay*) = Zvalg_i+1(a7l”+"'+n‘).
=1

Comme a} est le premier mot de longueur n, on a valy(a}) = vy(n —1) et la
conclusion s’ensuit, en utilisant les relations (4.1) et (4.2). O

L’exemple suivant illustre la décomposition de valg(aj* ---a,*) utilisée
dans cette derniére preuve pour le cas £ = 3.

Exemple 4.1.3. Considérons les mots de longueur 3 du langage a*b*c* :

aaa < aab < aac < abb < abe < acc < bbb < bbe < bee < cce.

On a vals(aaa) = (g) = 10 et valg(acc) = 15. Si on applique le morphisme

effagant ¢ : {a,b,c}* — {a,b,c}* défini par p(a) = ¢, @(b) =bet p(c) =c¢
sur les mots de longueur 3, on obtient

e<b<e<bb<be<ce<bbb < bbe < bee < ccc.

Ainsi la liste ordonnée des mots de longueur 3 de a*b*c* contient une copie
ordonnée des mots de longueur au plus 3 du langage b*c* et pour obtenir
valz(acc), on ajoute a valg(aaa) la position du mot cc dans le langage or-
donné b*c*. En d’autres termes, valg(acc) = vals(aaa) + valy(cc) ou valy est
considéré comme une application définie sur le langage b*c*.

Le résultat suivant apparait dans [5]. Nous en obtenons ici une preuve
alternative, utilisant uniquement les propriétés des systémes de numération
abstraits construits sur un langage du type aj ---aj.

Corollaire 4.1.4. Soit £ € Ny. Tout entier positif ou nul n s’écrit de maniére
unique sous la forme

ze Z—1 21
_ 4.3
= () ) () @
avec zp > zp—1 > -+ > 21 > 0.

Démonstration. L’application rep, : N — aj - - - a; étant bijective, tout entier
positif ou nul n a une représentation unique de la forme af' -- -a;” et la

conclusion provient directement du lemme 4.1.2. O
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La méthode générale de construction de la représentation d’'un entier
dans un systéme de numération abstrait donnée dans |6, Algorithm 1] prend
une forme spéciale dans le cas du langage By. Nous en déduisons un al-
gorithme calculant la décomposition (4.3) ou, de maniére équivalente, la
By-représentation de tout entier.

Algorithme 1. Soit n un entier et 1 un entier positif ou nul. L’algorithme
suivant produit les entiers z(1),...,z(1) correspondant aux z; apparaissant
dans la décomposition (4.3) de n.

Pour i=1,1-1,...,1 effectuer
si n>0, répéter
trouver t tel que (z) <n< (tJirl)
z(1i)«t
nen-()
sinon, z(i)+«i-1

Considérons maintenant le systéme triangulaire ayant ny, ..., ny comme in-
connues :

ni+-+ng=z(l—i+1)—L+1i i=1,...,¢
On a rep,(n) = af* - - - a;*.

Remarque 4.1.5. Pour accélérer le calcul de t dans l'algorithme ci-dessus,
on peut utiliser des méthodes d’analyse numérique. En effet, pour des entiers
i et n donnés, (11“') —n est un polynéme en t de degré i et nous recherchons
en fait la plus grande racine réelle = de ce polynéme. D’ou t = [z].

Exemple 4.1.6. Pour ¢ = 3, on obtient par exemple

41 1 1 42
12345678901234567890 = < 93737> + <38029 3) + ( 58(1)6 >

et en résolvant le systéme

ny+ng+n3 = 4199737 — 2
ng+ng = 3803913 -1
ng = 1580642

on trouve (ni,ng,n3) = (395823, 2223270, 1580642). Ainsi
rep;(12345678901234567890) = ¢399823p2223270,1580642

4.2 Multiplication par A = 3°

Dans le cas du langage B3, si la multiplication par une constante pré-
serve le caractére reconnaissable, alors, par le théoréme 3.2.6 et le lemme
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4.1.1, cette constante doit étre un cube. Dans le cas de By, uniquement les
carrés impairs possédent la propriété de conservation. On peut de maniére
analogue se demander quels cubes préservent le caractére reconnaissable pour
le systéme abstrait construit sur Bs.

Théoréme 4.2.1. Soit S = (a*b*c*, {a,b,c}, a < b < ¢). Si 8 € Ny est
tel que B # +1 (mod 6), alors la multiplication par 3° ne préserve pas la
S-reconnaissabilité.

Démonstration. Supposons d’abord S = 2 (mod 6). Pour n suffisamment
grand, on a

reps [(614: +2)3 Val3(a”)] = ¢ psHBRFDn (t+(Bk+1)n
ol les constantes r, s,t sont données par
r =4k + 6k%, s = 5k + 11k% + 24k3 + 18k*, t = —3k — 17> — 24k3 — 18k*.

On vérifie cette identité en appliquant vals des deux cotés et en utilisant le
lemme 4.1.2. Si =3 (mod 6), alors pour n suffisamment grand,

reps [(6k + 3)3 valg(a”)] —q bs+(2k+1)n Ct+(4k+2)n
ol les constantes r, s,t sont données par
r=146k+6k? s=1+ 11k + 27k* + 36k> + 18K*,

t=—1—11k — 33k* — 36Kk> — 18k™.

Si =4 (mod 6), alors n suffisamment grand,
reps [(61{: + 4)3 valg(a")] — " psHBRE2)n - (Bk+2)n
ol les constantes r, s,t sont données par
r =248k + 6k, s =4+ 23k + 47k* + 48k3 + 18k*,

t = —4 — 25k — 53k% — 48k3 — 18k*.

Finalement, si 5 =0 (mod 6), alors pour n suffisamment grand,
reps [(6k)3 valg(a™)] = a” pstokn ttkn
ol les constantes r, s,t sont données par
r=-1+6k?> s=—-1+5k—3k% t=Fk—3k>—18k"

Notons X = vals(a*). Vu les formules qui précédent, il est évident que X est
S-reconnaissable mais que rep;(33X) n’est pas régulier. O
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Grace a des expérimentations informatiques, nous conjecturons le résultat
suivant.

Conjecture 1. La multiplication par 3¢ préserve la S-reconnaissabilité pour
le systéme de numération abstrait S = (Bg,X¢,{a1 < -+ < ayz}) si et seule-

ment st
k
0;
B = Hpi
i=1

ot p1,...,pk (k € No) sont des nombres premiers strictement plus grands
que L. En d’autres termes, la multiplication par B° ne préserve pas la S-
reconnaissabilité si et seulement

IMe{2,...,4}: =0 (mod M).

Considérons des entiers £ > 2 et 3 € 2N + 3 fixés une fois pour toutes.
Le résultat suivant relie les longueurs des By-représentations de n et 3n
grossiérement par un facteur .

Lemme 4.2.2. Pour n € N suffisamment grand, on a

repy(8n)| = 3 frepy(m)] + LY

avec i € {—1,0,...,0—1}.

Démonstration. Un entier n admet une By-représentation rep,(n) de lon-

gueur k si et seulement si valy(a¥) < n < valy(a}™). Par le lemme 4.1.2,

pour un tel entier n, on a

ﬂ‘<£+’2‘1)s5‘n<ﬁf(£;k). (4.4)

Tout d’abord, on observe que

valy (%) = (£+6gk—1) Sﬂg<£+lz—1) < §'n.

Ceci signifie que k" := |rep,(6°n)| > Bk. On peut donc écrire &’ sous la forme
Bk + u, pour un certain entier u > 0. Nous devons montrer que

B-DE-1 | _, B

-1
2 2 +5

Par définition de %/, on a

(sz— 1) < fin < (zy;) 45
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De (4.4) et (4.5), on déduit que

C+ K —1 L+ k (k-1 C+ K
() e () () < ()

En substituant k¥’ par Sk + u dans la premiére inégalité, on obtient

/-1 )4
[1(8k+u+v) <8 T[k+wv). (4.6)
v=0 v=1

L’expression dans le membre de gauche peut s’écrire sous la forme

¢
Z (Bk + u)’
i=0

pour des coefficients entiers positifs a; avec ap = 1, ay—1 = s(¢ — 1), ...,

= —1)et ap=0,0us(n) :=14+2+---+n. De la méme manicre, le
membre de droite s’écrit 3 Zf:o vi kP avec yp =1, yp_1 = s(£), ..., vo = £\
En soustrayant de chaque coté de (4.6) le terme correspondant & j = 0 dans
(4.7), on obtient

¢
Uzzaz<> Bkz Tul= 1<Z ﬁe z’)/z_az)(ﬁk)

j=1 i=j 1=0

L 0

Zza,(,) (Bk)' I u? (4.7)

Jj=0 i=j

—T(k)
Remarquons que le terme en (ﬁk)l disparait dans le membre de droite. Mon-

trons que w est borné. Supposons que v > 1. On peut écrire T sous la forme
T(k) = Zf;(l) 8;(Bk)E, avec 6; > 0 pour tout 0 <i </ —1.Onad; 1 =/ et

/—1
wl (BR) T <Y (87— i) (BR)
=0

Ainsi, en divisant par £ (3k)‘!, on a

Bs(l) — s(¢ —1) Z 25 Z% L (BRyiH,

u <

En laissant k£ tendre vers I'infini, on obtient alors

_ s —s(t=1) _ (B=1)(—1)
- l 2

+ 8.

Pour conclure, on doit avoir u < W + 6 — 1. Ceci peut étre obtenu
en montrant (de la méme maniére que dans la remarque 4.2.7) que pour k
suffisamment grand, on a

€+k> - <ﬁk+(ﬁ‘”f‘”+ﬁ+f—1>

Y Y
5”<ﬂ<£ 0
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signifiant que 3n est plus petit que la valeur numérique du premier mot de
longueur Bk + W + 6.

Pour obtenir la borne inférieure annoncée pour u, on procéde de maniére
analogue en utilisant le fait que u est borné. O

En utilisant le lemme 4.2.2, on peut définir une partition de N.

Définition 4.2.3. Pour tout ¢ € {—1,0,...,8 — 1} et k € N suffisamment
grand, on définit

Rik = {n € N : [repy(n)| = k et |repy(8n)| = Bk + (5_1)2@_1) + z}

Le résultat suivant est technique mais il est intéressant de remarquer
que ses hypothéses sont exactement les conditions introduites dans notre
conjecture 1.

Lemme 4.2.4. Si 3 satisfait auz conditions énoncées dans la conjecture 1,
alors pour tout u> £, on a

()=(7) i

Démonstration. Soit u,v > £. On a

<Z>_<u> _v(v—1)---(v—€+1)Zlu(u—l)--~(u—€+1)

14

Le numérateur du membre de droite est un entier divisible par ¢!. En outre, ce
numérateur est aussi divisible par v—u. En effet, il est de la forme P(v)—P(u)
pour un certain polynéme P.

Remarquons que si v = u + 3%, le numérateur correspondant est divi-
sible par ¢! et aussi par 3¢. Mais comme tout facteur premier de 3 est plus
grand que ¢, ¢! et 5° sont premiers entre eux. Par conséquent, le numérateur
correspondant est divisible par 340!, OJ

Supposons que g vérifie les conditions de la conjecture 1. Une inspection
minutieuse de la multiplication par 3¢ en utilisant la partition induite par le
lemme 4.2.2 nous améne & ’observation suivante.

Proposition 4.2.5. Soit i € {0,...,5 — 1}. 1l existe une constante L > 0
(dépendant uniquement de ¢ et 3) telle que pour tout k > L, si m = minR;
et n =minR, g1, alors

VEE {2, 0} : [repy(Bm)la; = Irepy(8)]a.

De plus, |repy(8°m)|a, + B° = |reps(6°n)|a,
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Démonstration. Comme m € R;j, par le lemme 4.1.2, on a

<ﬁk 4 BN 4y 1)
. .

V4
)gﬂfmgz

(ﬁk F BEDEED 4y
j=1

14

=:A;(k)

=: B;(k)
Et comme m — 1 € R;_1, on a aussi

B+ g2\
¢ A

=:C;(k)

‘ B=D=1) | .
sﬂmg§j@k+ 2j+”+92>+w.
i=1

=:D;(k)

On vérifie directement que D;(k) = A;(k) — 1 +

1N (Y B 1
Ai(k) — Ci(k) = (6_1)!k + o(kth)

et ﬁf—l
B;(k) — D;(k) = ) kL ok,

D’ou il existe L tel que, pour tout & > L, on a A;(k) > C;(k), B;(k) > D;(k)
et
Ai(k) < B'm < Ai(k) + 6°

Ainsi, si on fixe un tel L, pour tout k£ > L, on peut trouver un unique entier
wi(k) tel que

Bim = Ai(k) + pi(k) et 0< pi(k) < p°—1.

En particulier, pour tout & > L, on a également un unique entier p;(k-+3"1)
tel que

B = Ak + B + ik + 571 et 0 < (k87 <81

On déduit du lemme 4.2.4 que A;(k) = A;(k+ 31 (mod %) et par consé-
quent, p;(k) = pi(k + 1. Du lemme 4.1.2 on déduit

repy(8°m) = aj repy,  apy (1i(k))

ofl t est tel que |rep,(Bm)| = Bk + W +iet

74
repy(6'n) = ai™” repry, apy (ui(k)).
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Fixons un entier L vérifiant les conditions de la proposition 4.2.5.
Corollaire 4.2.6. Soiti € {0,..., 3 —1} et k > L. Posons
k B=n-1) , . /-1
Ay(k) = <ﬁ + 3 ) +i+ )

Le premier élément appartenant a R;y est donné par [Azj(f)—‘ .

Démonstration. C’est une conséquence directe de la preuve de la proposi-
tion 4.2.5. O

Remarque 4.2.7. La proposition 4.2.5 ne dit rien a propos des plus petits
éléments de R_1 . Pour k suffisamment grand, on peut montrer qu’il existe
une constante C' > 0 telle que

g+ EED Ly g (Rt
14 l

Valg(a’fk+(6_1)(€_1>/2) val,(ak)

) =Ck 7 +0(k?) >0,

ce qui implique que a’f est le premier mot de longueur k£ dont I'image par
valy appartient a R_q .

Définition 4.2.8. Soit i € {0,..., 8 —1}. Au vu de la proposition 4.2.5, si

my, est le premier mot de R;; (K > L) alors pour t = 2,..., ¢, le nombre
[repy(B°mp)|a, dépend uniquement de & (mod B°~') et est alors noté ngj) si
0<j<pB Vet k=7 (mod g 1.
Pouri € {0,...,8—1} et j € {0,...,3°"1 — 1}, on note donc

W0 )

Mi’j = a22 s CLZ[ et ,LLZ'J = Val{ag,...,ag}(Mi,j)-
De la preuve de la proposition 4.2.5, il est clair que
pij =—Ai(G+nB"") (mod §°)
pour tout n tel que j +n B~ > L.
Exemple 4.2.9. Soient ¢ = 3 et § = 5. Le nombre 171717 (resp. 172739)
est le premier élément de Ro 100 (resp. R1,100). On a
reps(171717) = a”®b3¢? et reps (5 171717) = a?b14c0,
reps (172739) = a®®bc? et repy(5° 172739) = ab0c!2.

Ainsi Moo = b (resp. M1 = c'2) et pop = Val{b7c}(b14) = 105 (resp.
p1o = valg, o (c*?) = 90). Le nombre 333396 (resp. 334986) est le premier
¢élément de Ro 125 (resp. Ri,125) et

reps(333396) = a'1905¢% and rep;(5° 333396) = a®15b14c,
reps(333396) = a%b1c!® and rep;(5° 333396) = a5'b0c!2.



4.3. SOUS-ENSEMBLES REGULIERS DE B, 57
Le résultat suivant décrit précisément comment la multiplication par 3¢
affecte les représentations au sein d'une région R; j.
Proposition 4.2.10. Soient k > L tel que k = j (mod ﬁfﬁl) et m le pre-
mier élément de R;p, 0 <1 < B —1. 51 m+t appartient a R; j,, alors
¢
vepy (B (m + 1)) = a1 rep(a, (i +t B)

ot s(t) est tel que |repy(BE(m +1))| = Bk + W 4.

Démonstration. C’est évident. O

Corollaire 4.2.11. Soiti € {0,..., 3 —1} and j € {0,...,5 1 —1}. On a
U {repe(8°m) [m € Ry jypper}
n:j+nBt—1>L

-----

0710:5]’-1—%—#2’—1—7105@ et ng = min{n | j +np~1 > L}.

Exemple 4.2.12. Soient ¢ = 3 et § = 5. Le premier élément de Ro,100
(resp. Ro,125) est m = 171717 (resp. n = 333396). On a #Ro100 = 1022
et #Ro,100 = 1590. On obtient le tableau suivant illustrant la proposition
4.2.10.

t | Wleps(5” (m +1))) | W(reps(5° (n+1))) | W(repgy,q (oo +5°1))
0 (490, 14, 0) (615, 14, 0) (14,0)
1 (484,0,20) (609, 0, 20) (0, 20)
2 (478,22, 4) (603,22, 4) (22,4)
1021 (0, 34, 470) (125, 34, 470) (34, 470)
1022 x (124, 415,90) (415, 90)
1589 x (0,34, 595) (34,595)

4.3 Sous-ensembles réguliers de B,

Pour étudier la conservation du caractére reconnaissable aprés multipli-
cation par une constante, nous avons considéré une partie reconnaissable
arbitraire X de N et nous avons cherché a montrer que $°X était encore re-
connaissable. Nous rappelons donc ici la forme générale des sous-ensembles
réguliers de By.



58 CHAPITRE 4. GENERALISATION

Définition 4.3.1. Une partie X de N* est dite linéaire si on peut trouver
posp1,- -+ ,pt € NF tel que

X=po+Npy+---+Np,={po+ ip1 +--+ Mpt | A1,..., A € N},

Les vecteurs pi, . . ., ps sont les périodes de X. Une partie X de N¥ est semi-
linéaire si elle est une union finie de parties linéaires. L’ensemble des périodes
d’une partie semi-linéaire est I'union des ensembles des périodes des parties
linéaires correspondantes. Si 2 € N¥, [2]; désigne sa i-iéme composante.

Lemme 4.3.2. Une partie X de N est By-reconnaissable si et seulement si
U(rep,(X)) est une partie semi-linéaire dont les périodes sont des multiples
entiers des vecteurs canoniques e; ot [€;]; = 0; ;.

Démonstration. C’est immédiat. OJ

Avec une telle caractérisation, nous obtenons le théoréme 1.2.8 d’une
maniére différente.

Nous utilisons les notations suivantes pour ’automate minimal A, de ;.
On désigne par {qi,...,q¢} Uensemble des états de Ay. Chacun des états est

final, ¢; est initial et pour 1 < ¢ < j < n, on a une transition ¢; 4, qj-

Proposition 4.3.3. Soient p, ¢ € N. L’ensemble W (rep,(q + Np)) C N’ est
une union finie d’ensembles linéaires de la forme

po+NbOey+---+Nbe, pour un certain 6 € N.

Démonstration. Pour tous nq,..., ny € N, on a
l
n
valg(ai" ---a,*) = quj(nj +--4+ng—1).
j=1

En effet, nous devons compter les mots généalogiquement plus petits que
ay’ -+ -a,* du langage. Nous avons d’abord les mots de longueur plus petite
que nq + - - - +ng. On en compte vy, (n1 + - -+ ny — 1). Ensuite viennent les
mots de longueur ny + - - - + ng. Parmi eux, il y a vg,(n2 + - - - +ny — 1) mots
commengcant par au moins n;+1 lettres a;. Apreés ca, il y a vg, (n3+- - -+ng—1)
mots commengcant par ay! suivi d’au moins ng + 1 lettres ag et ainsi de suite.
Pour un entier j € {1,..., ¢} donné, la suite (vy(n) mod p)pen est
ultimement périodique, de période 7; et de prépériode 7;. En effet, on sait que
la suite (vg;(n))nen satisfait une relation linéaire de récurrence a coefficients
constants (cf. la proposition 1.1.14). Soit P = ppem; m; et T = max; 7;.
Ainsi, pour tout j € {1,..., ¢}, siny,...,ng > T,
i

valp(ay® -+ a;

TL]'—‘rP g
; )

-ayt) = valp(alt - - a;

i (mod p).
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Nous avons montré que pour tout z € N¢ tel que T < sup;x; < T + P,
x appartient a ¥(rep,(q¢ + Np)) si et seulement x + t; Pe; + - - -+ t; Pey ap-

partient au méme ensemble, pour tous t1,...,t, € N. La conclusion s’ensuit
facilement :
U(repy(q+Np)) =F U U 2+ NPej +---+ N Pey
valg(agfln-azz)Eq-&-Np
T<supz; <T+P
ot = {z e N'|valy(aj'---a}’) € ¢+ Np et sup;z; < T}. O

Exemple 4.3.4. Dans la figure 4.1, axe des z (resp. 'axe des y) compte
le nombre de a; (resp. ag) dans un mot. Le mot vide correspond au coin
inférieur gauche. Un point de N2 de coordonnée (i, j) a sa couleur déterminée

par la valeur de vals(a! a}) modulo p (avec p = 3, 5, 6 et 8 respectivement).

Il y a donc p couleurs possibles. Sur cette figure, nous représentons les mots
a’i a pour 0 < i, j <19.

i 1 72

Fia. 4.1 — U(repy(pN + k)) pour p = 3, 5, 6, 8.

4.4 Conclusions

Nous avons obtenu plusieurs résultats structurels sur les mots de By avant
et aprés multiplication par ¢. Malgré cela, une preuve de la conjecture 1 est
toujours hors de notre portée.

Une fagon de montrer la conjecture 1 pourrait étre de considérer un
ensemble linéaire de la forme £ = pg + Nvje; + --- + Ny e € N avec
vi € N (en effet, les parties reconnaissables correspondent aux unions finies
de tels ensembles) et d’étudier séparément la multiplication par 3¢ pour
chacun des

X5 =val(T71(L) () U Rijinp |
n:j+nB¢-1>L

i€ {-1,...,6—1}, j € {0,...,87" —1}. Malheureusement, il n’est pas
facile de voir que repg(ﬂé X j) est encore régulier méme en tenant compte
du lemme 4.2.2 et des propositions 4.2.5 et 4.2.10.
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Jusqu’a présent, une telle approche semble étre fructueuse seulement pour
un alphabet de taille ¢ = 2. En effet, pour un ensemble donné £ = py +
N~1 e1+N1; ez, si on désigne par m; i, (resp. 7; 1) le premier élément de R;
(resp. le premier élément de R;x Nvala(V~1(L))), alors g;(k) := 7 — mi
est ultimement périodique. Cet argument peut étre utilisé en complément de
la proposition 4.2.10 pour obtenir une preuve alternative du théoréme 3.1.2.
Mais nos essais pour prouver la conjecture 1 pour £ > 2 avec les mémes argu-
ments restent sans succés. Une des difficultés rencontrées est que la différence
entre deux éléments consécutifs de R, N val,(¥~1(L)) est constante pour
f = 2 mais est non-constante pour £ > 3. Par contre, des résultats partiels
comme le lemme 4.2.4 semblent plaider en faveur de notre conjecture.
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